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E1 estudio dd ólgebra lineal. hace tan sólo unos treinta aftos. estaba confinado nada más 
a los estudiantes de mátemáticas v fisica y a aquellos que necesitaban conocimicntos dc 
la teoria de matrices para trabajar en áreas técnicas como estadística multivariada El 
álgebra lineal se estudia aliora en muchas disciplinas debido a la invenciôn de las 
computadoras de alta velocidad \ al aumento general en las aplicacioncs de las 
matemáticas en áreas que por tradición no son técnicas. 

Prerrequisitos 

Al escribir este libro tuve en mente dos metas. Intenté volvcr accesibles ungran número 
de temas de álgcbra lincal para una gran varïedad de cstudiantes que nccesitan sólo 
conocimicntos finncs del álgebra correspondiente a la enseflanza media superior. Como 
muchos estudiantes Ii3brán llcvado un curso de un afto de cálculo. inclui también varios 
ejemplos y eje rcicios q ue involucran algunos temas de esta matcria. Éstos sc indican 
con el simbolo rcâlculo| . Una sección opcional (la secciôn 6.71 requiero cálculo. de no 
ser por ésta el vulculo no es un prerrequtsiio. 

Aplicacioncs 

Mi segunda meta fue convenccr a los cstudiantes de la importancia del álgebra Imeal en 
sus campos de estudio. Asi, el contcxto dc los cjcmplos y ejercicios se refiere a dit'erentes 
disciplinas. Algunos de estos ejemplos son cortos. como las aplicaciones de la multipli- 
caciòn de matrices al contagio de ttna enfermedad (pâgina 67). Otros son un poco mâs 
grandes: entre éstos se puedcn contar cl modelo dc insumo-producto de Leontief 
(páginas 18 a 20 y I <>X a III). la teoria dc gráficas (sección 1.12 ). la aproximaciôn por 
minimoscuadrados (secciôn 4 10) y un modelodecrccimiento de lapoblación (sección 
6.2). El libro de ejercicios Supiemento cie aplicactones Je alyehra Itncal contiene 
aplicaciones interesantes dcálgebra lineal a la progratnaciòn lincal. cadenas dc Markov 
y tcoria dejuegos. 

Además. sc pucde encontrar un númcro no despreciable dc aplicaeiòncs sugcstivas 
cn las seccíonesdc M \TI \Hx. que son nttevas en csta ediciòn. En las páginas viil \ xviii 
sc pucde cncontrar ttna descripciòn completa del uso de M vn \tt. 

Teoría 

Para muchos estudiantes cl dc álgebra lineal es el primcr cttrso rcal de matemâticas. En 
cstc curso se pide a los estudiantes no nada más que llcven a cabo cálculos matemáticos 
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entrc la tccnica y la teoría. Todas las técnicas importantes se dcscriben con mucho detalle 
y sc dan muchos eiemplos que ilustran su utilización. Al mi.smo tiempo. sc demuestran 
todos los teorcmas quc sc pueden probar usando resultados dados aqui Las dcmostra- 
cioncs má-s dificiles se dan al final de las secciones o cn seccioncs especialcs. pero se 
Jan. El resultado es un libro que proporcionará a los estudiantes tanto las habilidadcs 
alccbraìcas necesarias para resolvcr problcmas quc surjan en sus áreas de estudio como 
unu tnayor apreciación dc la bellcza de las matemáticas. 


CARACTERÍSTICAS 

En csta quinta edición se conservaron muchas de las caractcristicas de la cuarta > sc 
describcn a continuación. l.as nuevas caractcristicas se enumcran cn la página s iii. 


Ejemplos 

Los estudiantes aprcndcn matemáticas viendo ejemplos complctos > claros. La quinta 
cdición contiene 342 ejcmplos y hay otros 80 en el Suplcmcnta Jc aphcaciones. C ada 
ejemplo incluye todos los pìlsos algebraicos necesarios para completar la solución. En 
muchos casos sc pusicron ayudas didácticas en otro tipo dc letra para tacilitar el 
seguimiento dc csos pasos. Además. sc dio un nombre a los cjcmplos para que sca más 
scncillo entender el concepto esencial quc ilustra cada uno. 


Ejercicios 

El texto contiene cerca de 2400 ejercicios (y 455 adicionales en el Suplemento Je 
aplicaciones). Al igual que en todos los libros de inatemáticas. constitm en la herramien- 
ta más importante del aprcndizaje. El orden de los prohlemas se detcrminò según el 
grado de dificultad y existc un equilibrio entrc la tccnica y las dcmostracioncs. Los 
problemas tnis complicados están marcados con un asterisco (*) > unos cuantos 
excepcionalmente dificiles con dos (*•). Éstos se complementan con ejercicios dc 
repaso al final de cada capitulo. Al final del libro se dan las respuestas a cast Uxios los 
problcmas impares. incluyendo aquellos que requieren deinostraciones. De los 2400 
ejcrcicios. alrcdedor de 300 nucvos se encucntran en apartados espcctales. de las 
secciones dc problemas bajo el titulo de ‘ Manejo de calculadora" > “MATt.AB - Se 
hablará más sobre estas caracteristicas. 


Teorema de resumen 

Una característica importante es la aparición frecuente del teoremade resumen, quc unc 
temas que cn aparicncia no tienen nada en comùn dentro del estudio de matnccs > 
transfonnacioncs lineales. En las sección 1.2 (página 5) se prcscnta el teorema por 
primera vez. En lassecciones 1.8 (p. III). LI0(p. 132), 2.4 (p.216). 4.5 (p. ). 

(p. 360). 5.4 (p. 515) y 6.1 (p. 546) sc encuentran versiones eada vez mâs complctas oe 

este teorema. 
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Autoevaluación 

(’asi todos los conjuntos de problemas comienzan con preguntas dc opción múltiple o 
de falso-verdadero que requieren pocos o ningùn cálculo. Las respuestas a estos 
problemas aparecen al pie de la ûltima página en la que ocurren <no al llnal del libro). 
Lstos problemas estàn diseùados para ver si el estudiante enticnde las ideas básicas de 
la sección. y se deben rcsolver antes de intentar los problemas más gcnerales que les 
siguen. l.os problemas de autoevaluación son nuevos en esta edición 


Manejo de calculadora 

Muchos estudiantcs de âlgebra lineal ticnen acceso a calculadoras gratìcadoras que 
realì/an operacioncs con matrices y vectores. En consecuencia. despucs de ciertos 
conjuntos de problcmas —en especial en las primeras partes del lihro quc involucran 
más câlctilos—agregué secciones de "manejo de calculadora" para avudarlos a usar 
sus calculadoras en este curso. 

C'ada secciótt comien/a con una descripción detallada de corno usar la TI-8S y. 
cuando lue posible, laCasio fx-7700 Gtì pararesolverproblemas cn lasecciónanterior. 
Estas descripciones, por lo general van seguidas dc problemas adicionales con númcros 
más complicados que se puedcn resolver con facilidad en una calculadora. Lsta carac- 
teristica serâ util para los estudiantes que tienen una calculadora adecuada, Sin embargo. 
debe hacerse hincapié en que nn se requiere ijue posean una calculadnra graficadora 
para que el uso de este hbm sea efeclivo. Las secciones de mancjo de calculadora son 
una caracteristica opcional que debe usarse a discreciôn del profesor. 


Resúmenes de capítulos 

Al linal de cada capitulo. aparece un repaso detallado de los resultados importantes en 
el misino. Incluyen re1erencia> de pâgiruts. 


Geometría 

Algunxs ideas importanles cn âlgebra lineal se cntienden mejor observando su interpre- 
tación geométrica He resaltado las interpretacioncs geométricas dc conceptos impor- 
tantes cn varios lugares de esta ediciôn. Estas incluyen 

• La geometria de un sistcma de tres ccuaciones con tres incógnitas (p. 20) 

• La interpretación geométrica de utt dctcrminante de 2 x 2 <pp. 180, 265) 

• t .a interpretaciôn geométrica del triple produelo escalar (p. 266) 

• Cómo dibujar un plano (p. 277) 

• La intcrpretación geométrica de la dependencia lineal en i ’ (p. 321) 

• La gcometria de una transformación lineal de l : en l (pp. 495-503) 

• Las isometrias de (p. 521). 
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Semblanzas históricas 

La.s matemáticas son m.is interesantes si se conoce algo sobre el dcsarrollo liistôrico del 
tema. Para cstimular este interés se incluycn varias notas históricas brevcs. dispersas en 
e | libro. Además. escribi siete semblajt/as no tan breves y con más detalles. Estas 
incluyen: 

• Carl I riedrich Gauss (p. 23) 

• Sir William Rovvan Hamilton (p. 54) 

• ArthurCayley y el âlgcbrj de matrices (p. 76» 

• Breve historia de los dctcrminantes (p. 2U9» 

• Joseph \Villard Gibbs > los origcnes del anâlisis vcctorial (p. 268) 

• Historia de la Ìnducción matemática (p. A-6) 

• George Dantzig y la hisioria (> tuturo) de la programación lineal (p. 66 dcl 
Suplemmto t/e apticuciones) 


Características nuevas de la quinta edición 

Esta edición. igual que las anteriores. contiene cientos de pequenos camhios sugcridos 

por los usuarios v revisores de la última edición. l as novedades más importantcs y las 

omisiones en esta quinta cdiciôn son: 

• Problemas de autoevaluación antes de la mayoria de los conjuntos dc problemas 

• Fl manejo de calculadora 

• Las tutorias y problemas de MATLAB (que se describen a continuaciún) 

• Unu presentación de la multiplicación de mairices como una combinación lincal de 
las columnas de unamatri/ > la multiplîcación de matricesde bloques ten la sccción 
1 . 6 ) 

• t 'na sección dc las factorizaciones LU de una matriz (seccton 1.11) 

• I >os de las seccioncs sobre métodos numéricos (métodos iterativos para rcsolver un 
sistema de ccuaciones > para calcular losvalores y vectores propios) no aparccen en 
esta cdición porque sc pensó que si los estudiantes resuelven problcmas numcricos. 
lo más probable es que usen algûn softsvarc como Mai i \». 


Matlab 

Una adición impitnante cn csle libro cs la mcorporación dc más dc 210 problemus 
opcionalcs para MaTLAB. muchos con varios incisos. que apareccn después dc la 
mavoriu dc las secciones dc probtcmas. ( MATLAli * cs una marca registrada dc The Math 
\Vorks. Inc.) MATLAB cs un paquete poderoso. pcro amigablc. diseflado para mancjur 
problcmas dc una .implia variedad quc requicrcn cálculos con matrices v conccptos de 
aluebra lineal Los problcmas. relacionados directamente con los ejemplos > los proble- 
mas normales. animarán al estudiante a explotar el poder dc calculo de MATl AB > 
explorar los principios de álgebra liuc.il a través de la obtcnciór» dc conclusioncs y del 
anâlisis. 
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La sccciòn 1.3 es la primcra qnc contienc problemas <ic M.ati.ah. antes de estos 
problenias se da tina introducción y una tutoria brevc. I os problemas de M.ATLAH en 
cada sección están discftados para que cl usuario conozca los comandos dc M YTT.AB 
como se lo \an requiricndo los problemas. Sc cucntn con numerosas aplicacioncs y 
problemas provectO quc dcmticstran ta rclcvancia dcl álgebra lineal en cl mundo real; 
cstos ptieden >ervir conto trabajos dc grupo o proycctos cortos. 

Muchos Jc los prublcmas dc VI vri AB están diseftados para animar a los estudiantcs 
a descubrir teoremas dc álgcbra lineal. Por ejemplo. un estudiante que çcncrc varias 
matriccs triangulurcs superiores y calcule sus inversas obtendrâ la conclusiún natural dc 
quc la inversa de una matriz triangular supcrior es triangular superior. I.a dcmostración 
de cste resultado no cs trivial. pero teniirá más sentido si el estudiantc "ve” que el 
resultado es aceptable. Pròcticamente todos los conjuntos de problemas de \1\TLAB 
conticncn algunos que llevan a resullados matemáticos. 

Los problemas tienen sugerencias ûtilcs que permiten al cstudiantc inanejarlos sin 
sumergirse en la mecánica del uso de M \Tt \B. Además. se cuenta cnn varios incisos 
de •‘papcl y lápiz" quc le permiten ejcrcitar su juicio v demostrar que aprendió los 
Conceptos. Los problemas se desarrollaron con cuidado y se colocaron en puntos que 
permilen un aprendizaje gradual del manejo del softvvare. 


Herramieiitus elcmentales de âlgebra lineal (disco con archivos tipo M) 

Lxistetl 10 archivos "lipo M" que son pcquertos programas de MAtl \B. que se 
relacìonan con muchos prob!em;is de M \Tl..\B. Los archivos tipo M están sertalados por 
una [nTI al margen. En los problemas correspondientes se da una descripcion dcl uso dc 
los archivos M. Por cjcmplo. vca lincomb.m que ay uda a \ isuali/ar las combinacìones 
lineales paraentendcr su geometria ( MaTLAB 3.1, problema 3. página 240), o grafics.ni 
para gráficas de compuladora usando matriccs ( M.ATLAB 5.1. problema I. página 474) 
Los archivos tipo M sc cncuentran disponibles en disco (para PC o parj Mac). 

E1 apêndicc 5 conticne más información sobre MaTIAB. incluyendo el uso de los 
archivos tipo M. la disponibilidad de Maii ah Pnmer. la obtención de un registro de 
irabajo en los resultados. las consideracioncs gráficas. las consideraciones sobre la 
versión 4.0 y sobre los nombres especiales dc variables. 

Lo mismo quc en el caso dcl mancjo de calculadora. sc rcsalta aqui el hccho de que 
el material de M \Tl \B es opaonul. Se puede asignar o no segtin el profcsor lo crea 
convcnicnte. 


Una n»la sobre la longitud 

La quinta ediciôn tiene alrededor de 130 páginas mâs que la cuarta. n pesar de que 
contiene menos secciones. Ll aumento se debe principalmcnte al material opcional de 
M.aTLab que sc acaba de describir. Sc eligió colocarlo junto con el texto —en lugar de 
cn un suplemento— para que su integración fuera mavor y por lo tanto mâs efçctiva 
Se agregó muy poco material teórico (v una parte se eliminó). para que Algebra 
ttnvcil conser\ ara su díscfto de un libro para cubrirse en un semestre Se cspera que. al 
usarlo. el material de MaTI_\B sc cubra en un laboratorio separado qne complcmcntc el 
trabajo del salòn de clasc. 
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Numeración 

l.a numeración cn este lihro es bastante est;utdar. Dentro dc cada sección. los ejemplos. 
problemas. teoremas y ccuaciones están numeradas consccutivamente a partir del 
número I. Las referencias a los mismos fuera de la sección se hace por capitulo. sección 
v número. Asi. cl ejemplo 4 en la sección 2.5 se llanta ejemplo 4 en esa seceión. pero 
fucra de ella se habla del cjemplo 2.5.4. Además, con frecuencia se proporciona el 
número de la página para quc sca sencillo encontrar las refcrencias. 


ORCANIZACIÓN 

El enfoque quc usê en cste libro es gradual. Los capitulos I y 2 contienen el material 
computacional básico común para la ma\or parte de los librus de álgebra lineal. El 
capitulo I presenta los sistcmas de ecuaciones lineales. vcctores > matrices. Se reorga- 
riizô para cubrir todo el material de sistemas de ecuacioncs antes de introducirìas 
matrices. Esta prcsentación proporciona una mayor motivaciôn para el estudiante \ sigue 
un orden más lógico para cl curso. También se incluyó una sccción (1.12) cn la que se 
aplican las matrices a la tcoria dc gráficas. El capituio 2 proporciona una introducción 
a los determinantes e incluve un ensayo histórico sohre las contribuciones de Leibniz \ 
Cauchv al álgebra lineal (sección 2.3). 

Incluso dcntro de este materiaJ básico hay secciones opcionales quc son un reto uit 
poco mayor para el estudiantc. I’or cjcmplo, la sección 2.3 proporciona una demostra- 
ciôn completa de que det AB - dcL-ldet/}, La demostración de este resultado. usando 
matrices elementalcs. casi nunca se incluvc en los libros introductorios. 

El capitulo 3 analiza los vectores en el plano \ el espacio. Muchos de los temas de 
este capitulo se cubren en c! orden de los libros de calculo \ puedc ser que el estudiantc 
ya esté familiarizado con ellos. Sin embargo. como una gran parte dcl álgebra lineal eslá 
relacionada con el estudio de espacios vectorialcs abstractos. los estudiantes necesitan 
un acervo de cjcmplos concretos que el estudio de los vcctores en el plano \ el espacio 
proporciona de manera natural. El material más dilìcil de los capitulos 4 \ 5 se ilustra 
con ejcmplos que surgen cn el capitulo 3. La sccción 3.4 incluye un ensayo hislórico 
sobre Gibbs y el origen del analisis vectorial. 

El capitulo 4 contiene una introducción a espacios vectorialcs generales y. necesa- 
riamente. es más nbstracto que los capitulos anteriores. No obstantc. intenlé presentar 
el material como una cxtensión natural de las propiedades dc los vectores en el plano. 
que es en realidad la manera en que surgiò el tema. La quinin cdición cstudia combina- 
ciones lineales y el conjunto generado (sccciòn 4.4) antes de la independencia lineal 
(sección 4.5) para explicar estos teinas dc manera más clara. El capitulo 4 también 
incluye una secciòn (4.10) de aplicaciones interesantes sobre la aproximnción por 
minimos cuadrados. 

Al final del capítulo 4 agregué una sección (4.12)opcional en la que demuestro quc 
todo espacio vectorial tiene una base. Al hacerlo se analizan los conjuntos ordenados y 
el lema de Zom. Este matcrial es más dificil que cualquier otra cosa en el libro y se 
puede omitir. Sin embargo, como el álgebra lineal. con frecuencia se considera el primer 
curso en el que las demostracioncs son tan importantes como los cálculos. siento que el 
estudiante intcresado debe disponer de una demostración de este resultado fundamental. 
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El capitulo 5 continúa el análisis quc sc inició cn cl 4 con una introducción a las 
transformacioncs lineales de un cspacio vcctorial a otro. Comienza con dos ejemplos 
quc mucstran la nianera natural en que puedcn surgir las transformaciones. Hn la sección 
5.3 inclui una descripción detallada de la geometria dc las transformaciones de l ; en 
t'- inclui expansioncs. compresioncs. reflexiones v cortes. Ahora. la secciôn 5.5 
contiene un estudio más detallado de las isometrias de 

H1 capítulo 6 describe la teoría de los eigenvalores y cigenvectores o valores y 
vectores propios. Se introducen en la sección 6.1 y en la sección 6.2 se da una aplicación 
biológica detallada al crccimicnto poblacional. Las secciones 6.3,6.4 y 6.5 manejan la 
diagonalización de una ìnatri/. mientras que la sección 6.6 ilustra. para unos cuantos 
casos. cómo se puedc rcducir una matriza su forma canónica de Jordan. La secciòn 6.7 
estudia ecuaciones difercncialcs matriciaies y es la única sección del libro que requiere 
conocimientos del prinier curso de cálculo. Esta sccción proporciona un ejemplo de la 
utilidad de reducir una matriz a su forma canónica de Jordan (que normalmente es una 
matriz diagonal). En la secciòn6.8. introdujedos de mis resultados favoritos de la teoria 
de matrices: el leorema dc Cayley-Hamìlton y el teorema de los circulos de Cershgorin. 
Este resultado, muy rara vcz estudiado en los libros de álgebra lineal elemental. 
proporciona una manera sencilla de estimar los valores propios de unn matriz, 

En el capitulo 6 tuve que tomar una dccisión dificil: si analizar o no valores y 
vectores propios complejos. Decidi incluirlos porque me pareció lo único hortesto que 
podía hacer. Algunas de las matrices "más agradables” lienen valores propios comple- 
jos. Si se define un valor propio como un nûmcro real sólo en un principio se pueden 
sitnplillcar las cosas. pero sin duda està equivocado. Todavia más. en muchas aplica- 
ciones que involucran valores propios (incluyendo algunas de la secciòn 6,7). los 
modelos más intcresantes se relacionan con fenómenos pcriódicos y éstos requieren 
valores propios compleios. Los números complejos no se cvitan en este libro. Los 
estudiantes quc no los han cstudiado antes pueden encontrar las pocas propiedades que 
necesitan en el apêndicc 2. 

El libro ticne cinco apéndices, el primcro sobre inducción matemàtica y el segundo 
sobre nùmeros complejos. Algunas de las dcmostraciones en este libro usan inducción 
matemâtica. por lo que el apéndice I proporciona una breve introducciòn u esta 
intportante técnica para los estudiantes que no la han usado. 

El apéndice 3 analiza el concepto básico de la complejidad de los cálculos que. entre 
otras cosas. ayudará a los estudiantes a entender por qué quienes desarrollan softvvare 
eligen ciertos algoritmos. El apéndice 4 presenta un método razonablemente cficientc 
para obtener la solución numérica de los sistetnas de ecuaciones. Por último. d apcndicc 
5 incluyc algunos detalles técnicos sobre el uso de MATLAB en este libro. 

L'na nota sobre la interdependencia de los capitulos: este libro está escrito en forma 
secuencial. Cada capítulo depende de los anteriores. con una excepciòn: el capitulo 6 sc 
puede cubrir sin la mayor parte del matcrial del capílulo 5. Las secciones marcadas 
“opcional'' se pueden omitir sin pérdida de la continuidad. 


SUPLEMENTOS 


ilgcbra lineal, i/uinia edtctón, ofrece un paquete de apoyo podcroso para satisfacer a 

todo tipo desensefianza v anteqedentes deJos estudiantes. 
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Bl SuplemcntorlcaplicacionescnntienedoscapiUilos dcaplicacioncs dc programaciòn 
lineul, cadcnus de Markov j leoria de juegos con muchos ejcmplos y ejcrcicios. 

Ln Manuul dc soluciones del esiudiante. prcparado por Du\id l R.iço/in en la 
University of Washington. con la ayuda dc Andv Demctre y Fred Gylys-Colvvell. 
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Sistemas de ecuaciones 
lineales y matrices 


1.1 INTRODUCCIÓN 

Kste es un libro sobre áltîebra lineal. Si sc busca la paiabra “Iineal" en un diccionario. 
se encontrará algo parecido a lo siguicnte: LlSLAl. (Del lat, Itncalis .I adj. Pcrteneciente 
a la línea.t Kn rnatemâticas. la palabra “lineal" tiene un significado mucho másamplio. 
De cualquier maner;u una gran partc dc la teoria de álgebra lineal elemental cs de heclio 
una generalización de las propiedadcs dc la linca recta. A manera de repaso. se darán 
algunos hcchos fundainentales sobre las lincas rectas: 

i. La pendientc m de una recta que pasa por los puntos l.v.C|) y (v-. tM cstá dada 
por 

v': ->'i A y 

rn = -a - 4 SIX[^Xj 

Xj - x, A.t 

ii. Si x, - 1 | - 0 y y, * y,. entonces la recta es vertical y se dice que la pendicnte es 

indcfinidu4 

iii. Cualquier recta (excepto una con pendicnte mdefinidal se puede describir cscri- 
biendo su ecuación en la forma pcndientc-ordenada y - mx + h. donde m es la 
pcndiente de lu recta y h e.s la ordenada (el valor de y en el punto en el que la recta 
cruzacl ejey). 

iv. Dos rectas distintas son paralelas si > sólo si tienen la misma pendiente. 

v. Si la ecuación de la recta se cscribe en la forma av + by=c(h* 0). entonces, como 
se puede calcular fácilmente. m =-a/b. 



♦ romado de Thccutnnnu iA- /j ìtnRu ,j «j paHoìíi. Rcal Acndcmia EspaAolo, IVS4 
; En algunos libros s« dicc i|uc la rccta vcnic.it ticoe ' uru pcndicntc infinita 
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2 Ci|)ílulo 1 Sistetrias de eciun'iimcc IidcjIps y matnc« 


vi. Si n»i es la pendiente de la recta L\, m 2 es la pendicntc dc la rccla 1. 2 . m { * l) v 4, 
y L : son perpendiculares. entonces ni> = -1 /m,. 

vii. Las rectas paralelas al eje x tienen una pendientc dc cero. 

viii. Las rectas paralelas al eje de lasy tiencn una pcndiente indelìnidu. 

Hn la siguiente secciôn se ilustrará Ja rclación cntre resolver sistemas dc ecuaciones 
y encontrar los puntos dc inlcrsccción cntrc pares dc rectas 


1.2 DOS ECUACIONES LINEALES CON DOS INCÓGNITAS 

Considere cl siguientc sistema de dos ecuaciones lincalcs con dos incógnitas x y y: 

"u* + "t:.v , = í, i (1) 

u : \X + u :: y - b z 

donde a ( > a :t , a 2 2 > b\ y h z son núineros dados. Cada una de estas ecuacioncs es la 
ecuación dc una linea recta. Una solución al sistema (1) es un par dc números. denotados 
por (,t. y). quc satisface (I). Las preguntas que surgen en forma natural son: ^ticnc (I) 
algunas soluciones. y. si así es, cuántas? Se responderá a estas preguntas despucs dc vcr 
algunos ejemplos. Hn estos ejemplos se usarán dos hechos importantes del álgcbra 
elemental: 

Hccho A Si a — h y c — J. entonces a + c = b + J. 

Hccho B Si a = h y c es cualquier número real. entonces ca = ch. 

El hecho A establece que si se suinan dos ccuaciones, sc obtiene una tcrccra 
ccuación correcta. El hecho B eslablece que si sc inultiplican ambos lados de una 
ecuación por una constante. se obliene una scgunda ccuación válida. Se debc suponer 
quc c í 0 va que aunque la ecuación 0 = 0 es correcta. no cs muy útil. 

EJEMPLO 1 Un sistema con una soluciún única Considere cl sistcma 

x-y=l (2) 

jr+y = 5 

Si sc suman las dos ccuaciones sc ticnc. por el hecho A. la siguicntc ecuación 2x 12 
(o x = 6). Entonccs. dc la scgunda ccuación.y = 5 x = 5 - ò = -1. Asi. cl par (6. -1) 
satisfacc cl sistcma (2) y la forma en que se encontró lasolución muestru que es el único 
par dc números quc lo hacc. Es decir, el sistema (2) tienc una solución única ♦ 

EJEMPLO 2 l n sistcma con un número infìnito de soluciones Considere cl sistcma 

x- y = 7 

http://harcoval.blogspot.boiii' 


( 3 ) 


1.2 Dos caiaaooc* line.ilm i,un dt» Incógnittt 3 


f-.s claro quc cstas dos ecuaciones son equivalentes. Hsto es. cualcsquicra dos nûmeros. 
.r y v. quc satisfacen la primera ecuación también satisfacen la scgunda, y viceversa 
Para ver esto se multiplica la primera eCuación por 2. F.sto cslá pcrmitido por cl hecho 
B. F.ntonccs x -y = 7 oy - x - 7. Asi. el par (v. i - 7) cs una soluclón al sistcma <3 > 
para cualquier número real x. Hs decir. el sistema (3) ticnc un númcro infinito dc 
soluciones. Paracstccicmplo. los siguientes pares son solucioncs: (7.0). (0. -7). (8. I). 
(I. -6), (3, -4) y (-2, -9) ♦ 


FJFMPIO 3 l'n sistema sin solución Considcre cl siguicnte sistcma 

x ~ >’ = 7 (4) 

2r-2v= 13 

Al multiplicar la primcra ccuación por 2 (quc dc nucvo cstá permilido por el hecho B) 
se obticnc 2t - 2y = 14. Esto contradice la scgunda ccuación. F.ntonccs. cl sistcma (4) 

no tienc solución. ♦ 


Un sistema quc no tiene solución se dice que es inconsistcntc 
Es sencillo explicar. geométrieamente. lo que pasa en los ejemplos anteriores. Pri- 
mero. se repite que los ecuaciones del sistenta (1) son ambas ecuaciones de lineas rectas. 
Una soluciôn a (1) cs un punto (,t. y) que se encuentra sobre las dos rectas. Si las dos 
rectas no son paralclas. entonces se intersectan en un solo punto. Si son paralelas. cn- 
lonces nunca se intcrsectan (no tienen puntos en comûn) o son la misma recta (un número 
infinito de puntos en cornûn). En el ejemplo I las rectas tiencn pendientcs dc I v -1. 
respectivamentc. por lo quc no son paralelas. y tienen un solo punto en común. (6. -1). 
En el cjcmplo 2. las rectas son paralclas (pendiente 1) y coincidentes. En el ejemplo 3 
las rcctas son parnlclas y distintas. Estas relaciones sc ilustran en la íìgura I. I. 





a) Rcclas no paralclas; 
un puntn dc intcrscccìón 


b) Rccus panilclas: sin 
ptmtos de intersección 


c) Rcctos ipic coincidcn; númem inllnito 
dc puntos dc intcniccctón 


l'igura 1.1 Uos rectas se intcrscctan cn un punto. cn ntncuno o (si eoincidcn) cn un mtmero infinito de puntos 
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4 Cspíluti.i 1 SiMi-mas dc ccuacianc'lim’.ilo v mjin. fs 


Sistemas 

equivalentes 


Se resolverá el sistema (I) formalmcntc. Se ticnc 

(í 2 |V +Giiy = bj 

b, 

Si a, 2 = 0. cntonces x - — y se puede usar la segunda ecuación para dcspejar v. 


( 1 ) 


/>, 

Si = 0. entonces x - — v se puede usar la primcra ccuación para despcjar r. 

fl :i 

Si u, 2 - a :: ■ 0. entonces el sistema (1) contiene sólo una incógnita. x. 


Asi, se puede suponer que ni a, 2 ni a :: son cero. 

Multiplicando la primera ecuación por a :: y la segunda por a, 2 se tienc 

fl n t, :î r + fl i: fl :ì v = fl ::^i (5) 

a,,a 2 ,v + a,,a 2 j>' — a, 2 /> 2 

Antes de continuar se observa que el sistema (1) y el sistcma (5) son equivalentes. Sc 
enticnde por esto que cualquier solución del sistema (1) cs una solución dcl sistcma (5) 
y viceversa. tsto se concluye directamente dcl hccho B suponiendo quc c no es cero. 
Oespués se resta la segunda ecuación de la primcra y se obtiene 

(a,,a 22 -a, 2 fl 2 ,)x = a 2 j/>, -a a b : (6) 

F.n cste punto debe hacersc una pausa. Si Unaj-. - u, 2 a 2 , * 0. entonces se pucde di\ idir 
entrc cste término para obtener 

ajj/), - a, 2 /> 2 

x =- 

a,,u 22 - a, 2 a 2) 

Dcspués se puede sustituir este valor de x en el sistema (11 para despejar y, y asi se habrá 
cncontrado la solución única del sistema. 

Se ha demostrado lo siguiente: 


SÌ a,|a 2: - a, 2 aj, * 0, entonces el 
sisteina (1) tiene una solución única. 


^De qué manera sc relaciona csta afirmación con lo que se anali/.ó antes? lin el 
sistema (1) se ve que la pcndicntc dc la pritnera recta es a, ,/a, 2 y que la pendiente de 
la segunda es -a 2 |/a 22 . Fn los problemas 31.32 v 33 se pide al leetor que demuestre que 
a,,a 22 - a| 2 a 2 , = 0 si y sólo si las rectas son paralelas (tienen la misma pendiente). Ast. 
si auiij; - a| 2 a 2 , * 0. las rectas no son paralelas y el sistema tiene una solución única. 

I.os hcchos que se acaban de analizar se organizarán en un teorema. En secciones 
postcriores de este capitulo y los que siguen sc harán gcneralizaciones de cstc tcorema. 
Conforme se avancc en el tema se hará refcrencia a este teorema como el “teorema de 
rcsumen". Cuando sc hayan demostrado todas sus partes. se estudiará una relación 
.isnmhrosa cn!h1tpi//tiare&V^.t)fòQgpl0h‘CÒitl 1 i 
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TEOREMA 1 


PROBLEMAS 


Teorcma dc resumcn — punto dc vista I El sistcma 

ti,,.r t- 

a 2l x + OjìV = f> 2 

dc dos ecuaciontfs con dos incógnitas x y y no tienc soluciôn, tiene una solución única 
o ticne un númcro infinito dc soluciones. Esto es: 

i. Tiene una solución ûnica si y sólo si a u a n - u, } a 2 , * 0. 

ii. No tiene solución o tiene un mìmero infinito de solucioncs si y sólo si 

0 ,,«^ - a,,a 2 , = 0. ♦ 


En la sección 1.3 se estudian sistcmas de m ccuacioncs con n incôgnitas y se verâ 
que siempre ocurre que no tienen solución, o quc ticncn una o un númcro infinito dc 
soluciones. 


1.2 


Autoevaluación 

I. iC uál dc las siguicntcs afìrmacioncs sobrc la solución dc un sistcma de dos ecuacioncs 
lincalcs con dos incógnitas no cs cicrta? 

n. Es un par ordcnado quc satisfocc ambas ccuacioncs. 

b. Su grafica consiste en el (los) puntot s) de intersección de las grafìcas de las ccuacioncs. 

c. Su gráfìca es la abscisa de las grâfìcas dc las ccuacioncs. 

d. Si cl sistcina cs inconsistcnlc, no cxistc una solución. 

II. (.Cuál dc las siguicntcs afìrmacioncs cs cicrta para un sistcma inconsistentc dc dos 
ccuaciones lincales? 

a. No existc una solución. 

b. La grúfica dcl sistema cstá sobrc cl cjcy. 

c. Lagráfìcadelasoluciónesunarccta. 

d. La gráfìca dc la solución cs cl punto dc intcrscccion dc dos lineas. 

III. 'uAI de las afìrmaciones es cierta para el siguiente sistenia dc ecuacíoncs? 

3r - 2y - 8 
4r+ y = 7 

a. El sistema cs inconsistcnte. 

b. La solución es <-1,2) 

c. La solución sc cncucntra sobrc la rccta x = 2. 

d. Las ccuaciones son equivalentes. 

IV. ^CuáJ dc las siguicntcs cs una scgunda ccuación para cl sistcma cuya primcra ccuación 
csx - 2v = -5 si dcbc icncr un númcro infìnito dc solucioncs? 

a. 6>'=3jt+I5 b. fix-3y = -15 

c. v «-f* + d. u 
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V. <.Cuál de las gráficas dc los sigutcntcs sistemas cs un par de rcctas paralclas? 

a. 3x - 2y = 7 

b, x-2y 7 

4y = 6x- 14 

'= 3x = 4 + 6y 

c. 2x + 3y = 7 

d. 5x+-y= 1 

3x - 2y = 6 

7y = Ix 


En los problcmas I al 12 cncucntre las soluciones (si las hay) de los sistcmas dados. En cada caso 


calcule el valor de 

"ifti- 


1. 

x - 3y = 4 

2. 2r- y * -3 

3. 2x- 8v = 5 


-4x + 2y =6 

Sx + 7y= 4 

-3x + I2y = 8 

4. 

2x - 8v = 6 

5. ûx + y c 3 

6. 3x + y = 0 


-3x + I2y = -9 

—t.r - y = 8 

2r - 3y = 0 

7. 

4x - 6y = 0 

8. 5r = 2 v 3 

9. 2r + 3y 4 


-2x - 3y 0 

Ìr + 5 y = 3 

jx - 4> = 5 

10. 

ux + by = c 

5 

-f 

n 

12. ttr - by = c 


ax - by = c 

bx * ay = c 

bx + ay = d 

13. 

Encucntrc las condicioncs sobrc n y h talcs quc cl sistcma cn cl problcma 10 tcnga una 


soiución única. 



14. 

Encucntrc las condicioncs sobrc a, b y c tales que el sistema del problcma 11 tcnga un 


número infínito dc solucioncs. 


15. 

Encuentrc las condiciones sobre a, b. c y </ tales que el problema 12 no tcnga solución. 


En los problemas 16 al 21 encuentre el punto de intersección (si hay uno) dc las dos rcctas. 

16. x->- = 7; 2r + 3y=l 17. y-2r = 4; 4.t-2>=6 

18. 4x-6y=7; 6.v-9v = l2 19. 4t-6y-IO; 6x-9v-l5 

20. 3x+y = 4; y-5x = 2 21. 3x + 4y = 5; 6.r-7y = 8 

Sea /. una rccta y L larccta pcrpcndicular a L que pasa a través de un punto dndo f’ La distanciu 
de/ a P sedefinecomoladìstanciat cntrc/'y clpuntodcintcrsección dcLyL Entosproblemas 
22 al 27 encuentre la distancia entre la recta dada y el punto. 

22. x-y = 6; (0.0) 23. 2x + 3y = -l; (0.0) 

24. 3x + y= 7; (1.2) 25. 5x-6y = 3; (2,f) 

26. 2y- 5x = -2; (5,-3) 27. 6y + 3x = 3; (8.-I) 

28. Encucntrc la distancia entre la recta 2i i 6 v cl punto de intersección de las rectas 
2x - 3y = I y 3x + 6y = 12. 


Respuestas a la autoevaluación 

I. c II. a III. c IV. a V. b 


t Rccucrdc quc «(!,.>•,) y (r ; , v ; )son dos puntoscn cl plono n-. cmonccs la disundai/cntrcclloscstâdodapor 
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*29. Pruebc quc la distancia cntrc el punto <jr,, v,) y la rccta at - h\ - c esiâ dada por 

|íu, + hy, - e| 

li a - f - - 

VíT > b' 

30. En un zoológico hay aves tde dos patasIy bestias tde cuatropattis). Si cl zoològico conticne 
60 cabczas y 200 patas., cuántas avcs y cuántas bestias viven en él? 

31. Sup(ingaquci>, t a 2 '- , - 0. Dcmuestrc quc las rcctas dadas en d sistema dc ecuacioncs 
(1) son paralclas, Suponga quc <>,, * 0 o a l: * 0 y <>,, * 0 o a :2 * 0. 

32. Si existe unasolución única al sistema (1). muestre que i>,,(7r; - « t y>;i * 0. 

33. Si «it<7v;- a lz a :t = 0, dcmucstre quc el sistema 1 1) tienc una soluciòn unica, 

34. La compaiiia Sunrise Porcelain fabrica ta/as y platos de ccrámicn Para cada la/a o plato 
un trabajador mide una cantidad fiia dc matcrial v la ponc cn la maquina que los forma, de 
dondc pasa al vidríado y secado automatico. En promedio. un trabajadorncccsita 3 minutos 
para inictar cl proccso dc una taza y 2 minutos para el de un plato, El malcrial para una 
taza cuesta 25< y cl matcrial para un plato cucsta 20C. Si se osignan S44 diarios para la 
producción de tazas y platos. ^cuántos deben fabricarsc de cada uno cn nn dia dc trabajo 
dc 8 horas, si un trabajador sc cncucntra trabajando cada minuto y se gastan exaetamente 
S44 en materiales? 

35. Conteste la pregunta del problema 34 si los matenalcs para unn taza y un plato cuestan I5e 
y lOc. rcspcctivamcntc. y se gastan S24 en 8 horas de trabajo. 

36. ('onteste la ptegunu del problcma 35 si sc gastan S25 cn 8 horns dc trîibajo 

37. I ’na tienda de hclados vendc sólo helados con soda y maltcudas. Sc ponc 1 onza dc jarabc 
y 4 onzas dc hclado en un helado con soda, y I onza de jarabe y 3 onzas dc helado en una 
maltcada. Sí la ticnda usa 4 galoncs de helado y 5 cuartos de jarabe cn un dia. ^euántos 
helados con soda y cuántas maltcadas vcndc? [Su^i’tvm ia I cuario = 32 onzas; I galón 
= 128 onzas.] 


1.3 m ECUACIONES CON n INCÓGNITAS: ELIMINACIÓN 
DE GAUSS-JORDAN Y GAUSSIANA 

En csta sección se dcscribe un mctodo para encontrar todas las solucioncs (si cxistcn) 
dc un sistcma dc m ccuacioncs lincalcs con n incógnitas. Al Itaccrlo sc vcrá quc. lo 
mistno quc en cl caso dc 2x2. talcs sistemas no ticncn solución, ticncn una solución o 
tiencn un número infmito dc solucioncs. Antcs dc llegar al mctodo gcncral. sc vcrán 
algunos cjcmplos scncillos. Como variablcs. sc usarán v ( . r-, .r 3 , ctcétcra. cn lugar de r. 
v, r.... porquc la gcneralización cs más sencilla al usar la notación con subindices. 

EJFMPIO 1 Solución de un sLstema de tres ecuaciones con tres incógnitas: solución única 

Rcsuclva cl sistcma 

2x ( + 4 x 2 + 6xj ~ 18 

4.v, + 5 .v 2 + 6.Vj = 24 (1) 

3v, • v. - 2 yj = 4 
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Solución Fin este caso sc buscan trcs nûmeros .t|. v ; y .tj tales que las tres ecuacioncs cn (1) se 
satisfacen. El método de solución que se cstudiarà scrá el de simplificar las ecuacioncs 
como sc hizo cn la sccciôn 1.2 de mancra que las soluciones sc pucdan identiíìcar de 
inmedialo. Se comienza pt>r dividir lu primera ecuación entre 2. Esto da 

t, + 2 jc : + 3.v 3 = 9 

4.t t + 5 v 2 + 6v t = 24 (2) 

3v t + Vj - 2 v 3 = 4 

Como sc vio cn la sccción 1.2. al sumar dos ccuacioncs se obtiene una tercera ccuación 
correcta. Esta ccuación puedc sustituir a cualquicra de las dos ecuaciones del sistcma 
usadas para obtencrla. Primero se simplifica el sistema (2) multiplicando ambos lados 
de la primeraecuación de (2) por -4 v sumando esta nueva ecuación a la segunda. Esto da 

—4v t 8 vt — llt, —.16 
4.t| + 5v ; + 6.tj = 24 

- 3v : - 6v, = -l2 

La ecuación -3v, 6 -ï, = -12 cs la nucva segunda ccuación y el sistema ahora es 

t, + 2r ; + 3.tj = 9 
- 3v ; - 6tj = -12 
3v, + v ; -2tj=4 

ìXotu. Se ha sustituido la ccuación 4v t + 5.v> + 6v 3 = 24 por la ccuación -3v, 6v, = 

-12. En estc ejemploy otros posteriores se sustituirán ecuaciones conotras mássencillas 
hasta obtener un sistema cuya solución se pueda identificar de inmcdiato. 


Entonces. la primera ecuación se multiplica por 3 y sc suma a la tercera: 

v, + 2x,+ 3.tj = 9 

- 3v ; - 6 v 3 = -12 (3) 

- 5v ; - llv 3 =-23 


Observe que en el sistema (3) se ha eliminado la variable v, de la segunda y tcrcera 
ecuaciones. IX-spués se divide la segunda ccuación por -3: 

v, + 2v ; + 3 v 3 = 9 
v ; + 2v 3 =4 
-5v,- I lvj = -23 

Se multiplica la segunda ecuación por -2 y se suma a la primera: desputís se multiplica 
la segunda ecuación por 5 y se suma a la tcrcera: 

v, - xj - I 
v ; + 2v 3 = 4 
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F.liminación dc 
Gauss-.Iordan 


Matríz 


Se nuiltiplica la tcrcera ecuación por I: 

X\ - x } = \ 

X z + lx y = 4 

x 3 = 3 

Por último. se suma la tercera ecuación a la printera y después se multiplica la tercera 
ecuación por 2 y se suma a la segunda para obtener el siguiente sistema [que cs 
equivalente al sistema (1)): 

x, =4 

.c 2 = -2 

x, = 3 

Ésta es la soluciòn ûnica para el sisteina. Se escribe en la forma (4. -2. 3). El método 
que se usó se conoce como eliniinaciôn dc Gauss-Jordan.t ♦ 


Antes de seguir con otro ejemplo. se resumirá lo que se hizo en ésie: 

i. Se dividió la primera ecuación para hacer el coeficiente de .v, en ella. igual a 1. 

ii. Se “eliminaron” los términos en ,V| de la segunda y tercera ecuaciones. Esto es. 
los coeficienles de estos ténninos se hicieron ccro multiplicitndo la primera 
ecuación por los núrneros adecuados v sumándola a la segunda y tereera ecuacio- 
ncs. respectivamente. 

iii. Sc dividió la segunda ecuación para hacer cl coeficientc de .v ; igual a I y dcspués 
sc usó la segunda ecuación para climinar los tcnninos en.v ; de la primera y tercera 
ecuaciones. 

iv. Se dividió la tercera ecuación para haccr cl coeficiente de igual a I y despuòs 
se usó esta tercera ecuación para climinar los términos en x 3 de la primera y se- 
gunda ecuaciones. 

Se resalta el hccho de que. en cada paso. se obtuvieron sistemas que cran cquiva- 
tcntes. Es decir. cada sistema tenia cl mismo conjunto de solucioncs que el prcccdente. 
Esto es una consecuencia de los hechos A y U de la página 2. 

Antes de rcsolver otros sistemas de ecuaciones. sc introducc una notación que 
simplifica la cscritura de cada paso del procedimiento. Una malri/. es un arreglo rec- 
tangular de números. Las matriccs se estudiarán con gran detallc al inicio dc la sección 
U. Por cjemplo. los coeficientes de las variables x,. .v ; , x 3 en el sisteina (1) se 


♦ Xevíbtf tfbltf mimbfc cn honur ikl çran matemalico alcnun Karl Fncdrifh (íaubb 0777-IH55) > dcl mRcnicrn 
alem.in \Vilhclm Jordan (1H44 18 ( K>) Vca la «mblanza hibliosrttica dc (iau>:. cn b p.içma 2? Jnrdnn luc un 
cvpçrlo cn invcctÍRactón çcuJcmc.i tomando en cucrit.i la curvalura dc la ticrra. Su irahain sohr. - la H'lución dc 
sistcmnb dc ccuacioncs aparecio en 18H8 en su libro llanJhm h tkr l'ermtSMmxiiunde (Monual dc i’codcviai 
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Maíri/ dc 
coeficientcs 


Matriz m x n 


Matri/ 

aunicntada 


Rcducción 
por rcngloncs 


puedcn cscribir como los clcmentos de una matri/--t. Hamada matriz dc cocricientes 
del sistema: 

(2 4 


A = 


5 6 

1 -2 


(4) 


l Jna matriz con m renglones y u columnas se llama una matriz dc m < n E1 simbolo 
m x „ sc lec "m por F.l estudio dc matrices constituyc gran pane de los cap.tulos 
restantes de cste libro. Se introducen aquí por la convenicncia dc su notacion 

Al usar la notación matricial. cl sistcma (I) se puede cscnbir como la matnz 

aumcntada 

(2 4 6 18Ì 


4 5 6 24 


(5) 


[3 1-2 1 4J 

Ahora sc introducira alguna terminologia. Se ha visto que multiplicar (o dividir) los 
dos lados de una ccuación por un nùmcro diferente de cero da una nueva ^mn 
correcta Más aún. si se suma un múltiplo de una ecuacion a otra del sisiema se obt.cnc 
otra ecuación correcta. Por ûltimo. si sc intcrcambian dos ecuac.oncs en un s.stcma de 
ecuaciones seobtieneunsistemaequivalente. Estastresopcracones.cuandoseaphcan 
a los renglones de la inatriz aumcntada que represcnta un ststcma de ecuacones. 
Ilam;m operacioncs clemcntalcs con renglnnes. • 

Para resumir, las tnrs operaciones elementales con renglones aphcadas a la matriz 
aumentada que representa un sistema de ecuaciones son: 


Operaciones elemcntales con rcnglones 

i. Multiplicar (o dividir) un rcnglón por un nûmcro dilerente de cero 

ii. Sumar un múltiplo de un renglón a otro renglón. 

iii. Intcrcambiar dos renglones. 


El proceso de aplicar las opcraciones clementales con renglones para simplificar 
una matriz aumentada se llama reducción por renglones 


Notación , 

1 R -> cR quiere decir •re.nplaza el i-ésimo renglón por ese nnsmo renglon 
' multiplicádoporIParamultiplicareli-ésimorcnglónporc.semult.phcacada 
nûmcro en cl i-csimo renglón por c.) 

2 . r _> u + cK, significa “sustltuye cly-dsiino rcnglón por la suma del renglon / 
más el renglón j inultiplicado por e . 

3. R R quierc decir “intercambiar los rcnglones / \j . 

4 . a -> y Bsan èqMlvalàiiOftddedtr,cpie 

ins Listemas oue reDrescntan tienen la misma soluciòn. 
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En el ejemplo 1 se vio que al usar las operaciones elcmentales con renglones (/) s 
00 varias veccs. so pucdc obtener un sistenia cuvas soluciones estcn dadxs cn forma 
cxplicita. Ahora se rcpiten los pasos del ejcmplo I usando la notación que se acaba de 
introducin 


2 

4 

6 

1 18] 



fl 

2 

3 

i 9] 

x, . x ; 

4X, 


t 2 

3 | 

9 Ì 

4 

5 

6 

1 24 

X 

i |*i 

4 

5 

6 

1 24 

«i -• *i 

.X, 


0 -3 

-6 | 

-12 

3 

I 

«2 

1 4 

J 



3 

s 

1 

_2 

1 4 




0 -5 

-M 1 

1 

1^1 




1 

1 

í' 2 

3 

! 

9] 

x.-*x, :x. 

fl 

0 

-1 1 

1] 




H 


0 1 

2 


4 


• X, • SXj 

0 

1 

2 | 

4 I 







0 -5 - 

i. 

II 

1 

-23j 



0 

s 

0 

-1 I 

- 3 J 




'1 0 -I | 1' 

Hj —♦ ♦ H | 

10 0 4 

#1 ~/fj 

0 1 2 | 4 

/í, • *, 2H } 

0 10 -2 


0 0 1 | 3 


0 0l|3 


^ i 




Ue nuevo sc puede “vcr" dc inmediato que la solucírtn es.v, =4. - -2. v 3 = 3 


I EJCMPLO 2 Solución de un si.stcma dc trcs ccuaciones cnn trcs incógnitas: númern infiníto dc 

soluciones Resuelva el sistcma 

2v, + 4.v : + 6.v, = 18 
4.v, + 5v : + 6.v, = 24 
2V| + 7x 2 -i- 12r 3 = 30 

Solución Para rcsolver estc sistcma sc procedc como cn cl cjemplo I, prhnero se escrihe cl sistcma 
como una matriz aumcniada: 

(2 4 6 I 18 

4 5 6 j 24 

2 7 12 30 

Dcspucs sc obtiene. sucesivamente. 


i 

2 

3 


-* Hj 4/T, 

ri 

1 

3 1 

9 > 

4 

5 

6 

24 


0 

-3 

-6 | 

-12 

l 2 

7 

12 

| 3 0/ 


0 

V. 

3 

6 

12 

/ 


1 

2 

3 I 

9 

R, X, - ÎX. 

ri 

0 

-1 1 

f 

0 

1 

2 I 

4 

X, -X, 3R, 

0 

1 

2 

4 

0 

3 

6 I 

12 


0 

0 

0 

0 




i 





/ 


Esto es cquivalentc al sistema dc ccuaciones 

x, = I 

x 2 + 2v 3 = 4 

http://harcoval.blogspot.com 



1 2 C*jf>íiuk> 1 ÍHStcmji de ecuacium» linvdle» v matfices 


Hasta aquí se puede llegar. Se tienen sólo dos ecuaciones para las tres ineôgnìtas v,. x% 
x 3 y existe un nûmero infinito de soluciones. Para ver esto se elige nn valor de v ; 
Entonces ,v ; - 4 2v ; y .v, ~ I + ,v v Ésta será una solución para cualqtiier número ,t v Se 
escribe esta solución en la forma (I + .t v 4 Zt,. .t,). Por ejemplo. si v, = 0. se oblicnc 
la solución (1.4.0). Parav, = 10 se obtiene la solución (11. -16. 10). ♦ 


EJEMPLO 3 Ln sistema inconsistenie Rcsuclvael sistctna 

lr : + 3.tj = 4 

It, -6x : + 7.tj = 15 (6) 

.t, - lv : + 5.t, = 10 

Solución La matriz aumentada para este sistema cs 

0 2 3| 4' 

2 -6 7 | 15 

I-15| 10 

V 7 

El elemento I. I de la matn/ no se puede hacer 1 como antes porque al multiplicar 0 por 
cualquier nûmero real se obtiene 0. Ln su lugar. se puede usar la operación elemcntal 
con renglones (/77> para olnener un número diferente de ccro cn la posición 1.1. Se puede 
intercambiar el renglôn 1 con cualquiera de los otros dos: sin embargo, al intercambiar 
ios renglones I y 3 queda un I en esa posiciòn. Al haccrlo se ohtiene lo siguiente: 

'0 2 3 | 4' 

2 -6 7 | 15 *' •’ K ‘ 

I -2 5 j 10 

V / 


Debe haccrsc una pausa aqui; las tiltimas dos ecttaciones son 

- 2 x 2 - 3.t, = -5 
2t, + 3.tj = 4 

lo quc cs iinposiblc (si -2v ; - 3x, = -5. entonces 2t : + 3.v, = 5. no 4). Así no haj 
una solución. Se pucde proccder como en los últimos dos ejcmplos para obtener una 
forma m:Ls cstándar: 

'\ -2 5 | 10) *,-**i» i*, l 0 S 15 

0 I j | j *> 0 I j I 

023 4 OOOl-l 

V / V 




http://harcoval.blogspot.com 


I 3 m ecuaonnM ron n intopnita.. cltminatton de irdan y $>u»iaru 13 


Ahora la última ecuación es Ox, + 0.v ; + Oxj = -I, lo que es imposible ya que 
0 * -I. Asi cl sistema (6) nu liene solución. En este caso se dice que el sistema es 
incomistente. + 


DEFINICION 1 Sbtemas inconsistentcs y consistentes Se dicc que un sistema de ccuaciones li- 
ncales es inconsistente si no tiene soluciôn. Sc dicc que un sistema que tienc ol menos 
una solución es consistente. 


Se analizarân de nuevo estos tres ejemplos. En el ejemplo 1 sc comenzó con la 
inatriz de coeficientes 


'2 

4 

6) 

4 

5 

6 

3 

I 

_2 


v i 


I n el prixcso de reducciôn por rengloncs. A\ se “redujo" a la matriz 




En el ejemplo 2 se comenzò con 


''l 0 Oï 
0 I 0 
0 0 I 

V 


y se terminó con 


■h ~ 


'2 4 6 

4 5 6 

2 7 12 

V z 


R 2 

En el eiemplo 3 se comenzó con 




y se terminó con 


I 0 -1) 
0 I 2 
0 0 0 


0 2 3 ' 

2-6 7 

I -2 5 

V / 




(\ 0 t) 

0 I i 

ooo 


Las matnces R\. R 2 y R 2 se llaman formu.s escttionadas reducicJus por rcnglones de las 
matriccs .4,. A 2 y .-1». respcctivamente. En gcneral. se tiene la siguientc definicion: 
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DEFINICIÓN 2 Forma escalonada rcducida por rcnglones y pivole Lina matriz se cncuentra en 
la forma cscalonada rcducida por rcngloncs si se cumplcn las siguicntes condiciones: 

i. Todos los rcnglones (si los hay) cuyos elementos son uxlos cero aparecen en la 
parte inferior de la matriz. -— 

il El primer número diferente de cero (comenzando por la izquierda) en cualquicr 
renglón cuyos elementos no todos son cero es 1. 
iiL Si dos renglones sucesivos tienen clcmcntos distintos dc ccro. cntonccs cl primer 
I en cl rcnglón de abajo estâ màs hacia la dcrccha quc cl prïmer I cn cl renglón 
de arriba. 

iv. Cualquicr columna que contiene el prirner I en un renglón tiene ceros en el resto 
de sus clementos. El primer número diferente de cero en un renglón (si lo hay) 
se llama pivotc para ese renglón. 


IS'nta. I ,acondición (ìii) se puede restablecer como ’*el pivote en cualquier renglón está 
a la derecha del pivotc del renglón anterior ”. 


FJFMPIO 4 C'inco matrice.s cn la fortna escalonada rcducida por renglones Las siguientes ma* 
trices están en la forma escalonada reducida por renglones: 


1° ° >J 


T o o tn 

0 10 0 

0 0 0 1 

V / 



iT 0 2 5^ 
v. 0 I 3 6 

0 0 0 0 

v / 


iii. 


(\ 0 0 5T 

1° 0 I 2 J 


Las matrices en i y ii ticnen tres pivotes; las otras tres matrices ticnen dos pivotes. ♦ 


DEFINICIÓN 3 Forma cscalonada por rengloncs Una matri/. está en la forma escalonada por 
rengioncs si se cumplen las condiciones (/), (;7) y (iii) de la definición 2. 


EJEMPLO 5 Cinco matrices en la forma escalonaria por renglones Las siguientes matrices sc 
encucntran en la forma escalonada por renglones: 


i. 


iiL 


(\ 2 3' 


T -I 6 4' 

0 1 5 

H. 

0 12-8 

o 0 1 


oooi 

v / 


10 2 
0 0 I 


v. 


5T • (l 2 ) 

2 : ,v ’ !o I 
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Xota. Por lo general. la forma escalonada por renglones de una matriz no es única. Es 
decir. una matriz puede scr equivaleme. en sus renglones. a mls de una raatriz en forma 
escalonada por renglones. Por ejemplo 


A = 

f \ 3 2 5' 
0 13 6 


fi 2 -i -r 
0 13 6 


0 0 0 0 


0 0 0 0 

^ / 


muestra que las dos matrices anteriores. amhas en forma escalonada por renglones. son 
cquivalentes por renglones. Asi. cualquier matriz para la quees una forma escalonada 
P°r renglones. lambién ticnc a B como forma escalonada por renglones. 

Observación I. La diferencia entre estas dos formas debe ser evidcnte a partir de los 
ejcmplos. Cn la forma escalonada por renglones. todos los números abajo del primer I 
en un renglón son cero. En la fonna escalonada reducida por renglones, todos los 
números ahajo v arriba dcl primer I de un renglón son ccro, Asi. la forma escalonada 
reducida por renglones es mâs exclusiva. ELsto es. en toda matriz en forma cscalonada 
reducida por renglones se encuentra también la forma escalonada por renglones. pero 
el inverso no es cierto. 

Observación 2. Siempre se puede reducir una matriz a la tbrma escalonada reducida 
por renglones o a la lbrma escalonada por rengloncs realizando operaciones elementales 
con renglones. Esta reducción sc vío al obtener la forma escalonada reducida por 
renglones en los ejemplos I. 2 y 3. 

Como se vio en los cjemplos I. 2 y 3. cxislc una fuerte rclaciôn entre la forma 
escalonada reducida por renglones v la existcncia dc la soiución ûnica para el sistema. 
F.n el ejemplo I dicba torma para la matriz de coeficientes (es decir, cn las primeras trcs 
columnas de la matriz aumentada) tcnian un I en cada rengiôn \ existía una solución 
ûnica. En los ejemplos 2 y 3 la forma escalonada rcducida por renglones de la inatriz de 
coeficientes tenia un renglón dc ceros y el sistema no tenia solución o tcnia un número 
infinito de soluciones. Esto siempre es cierto en eualquicr sistcma de ecuaciones con el 
mismo núraero de ecuaciones c incógnitas. Pero antes de estudiar e! caso general. se 
analizará la utilidad de la forma cscalonada por renglones de una matriz. Es posible 
rcsolver el sistema en el ejemplo 1 reduciendo la matriz de cocficientes a esta forma. 


tJEMPLO 6 Solución de un sistema mediante climinacíón gaussiana Resuelvacl sistemadel 
ejemplo 1 reduciendo la rnatriz de coeficientes a la forma cscalonada por renglones. 

Solución Sc comienza eomo antes: 


(2 

4 

6 

I8 n 


fl 

2 

3 1 

9) 

4 

s 

6 

24 

/r.-ia, 

4 

5 

1 

6 I 

1 * 

24 

3 

1 

-2 

1 4 , 


3 

1 

-2 I 

4 J 


K s -K, *R, 
R) J 


(\ 2 
0 -3 
0 -5 -l| 


3 

-6 


9 ' 

-12 

-23 




http://harcoval.blogspot.com 


'ì 2 3 

0 I 2 
0 -5 -II 


9 1 

4 

-23 
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Sustitución 
hacia atrás 

Elìminación 

gaussiana 


Hastn aqui. este proceso es idcntico al anterior: pcro ahora sólo se liacc cero cl númcro 
(-5) que estâ abajo del primer 1 en el segundo renglón: 



1 2 3 

0 1 2 

1 ’ì 

| 4 

K, -» -*i 

'\ 2 3 | 

0 12 1 

4 


0 0-1 

v 

-3 

> 


0 0 1 

1 3 


l.a matriz aumentada del sistema (y los coetìcientes de la matrizl se encuentran ahora 
en la fonna escalonada por renglones > se pucde vcr de inmcdiato que v, = 3. Dcspues 
se usa la sustitución liacia atrás para despciar primero ,r ; y despucs x,. La scgunda 
ecuaeiónqucdav ; + 2r, = 4. Entonccs. v : + 2(3) = 4yr 2 = -2-Dcigualmancra.de 
la primcra ccuación se obtienev, + 2(-2> + 3(3) = 9 o V| - 4. Asi. de nucvo sc ob- 
tiene la solución (4. -2. 3). Ll método de solución quc sc acaba dc emplcar sc llama 
elintinación gaussiana 


Sc cuenta con dos mctodos para resolvcr los cjcrnplos de sistemas de ecuaciones: 


i. Eliminación de Gauss-Jordan 

Se reduce por rcnglón la matriz dc eoeficientcs a la torma escalonada reducida 
por renglones usando el procedimiento descrito en la pagina 9. 

ii. Eliniinación «aussìana 

Sc rcduce por renglón la malriz de coeficientes a la forma escalonada por 
renglones. se despeja el valor de la última incógnita v después se usa la 
sustitución hacia atrâs para las dcmàs incógnitas. _ 


• Cuál mêtodo es raás útil? Depende. Al resolver sistcmas dc ecuacrones en una 
computadora se prelìere el método de climinaciòn gaussiana porquc stgnifica menos 
opcraciones elementales con rengloncs. De hccho. como se verá en cl apòndice .. pani 
rcsolver un sistema de n ecuacioncs con n incógnitas usando la eliminación de Liauss- 
jordan se requieren aproximadamente sumas y multiplicaeiones. mientras que la 
eliminacion gaussiana requiere sólo n' 2 sumas y multiplicaciones. La solucton nume- 
rìca de los sistemas de ecuaciones se estudiarâ en el apcndicc 4. Por otro lado. a veces 
es esencial oblener la forma cscalonada reducida por rcngloncs dc una matriz (una de 
éstas se cstudia en la secciòn 1.8). En cstos casos la eliminación dc Gauss-Jordan es ei 

método preferido. . ._. 

Ahora se observa la soluciòn dc un sistema general de m ecuaciones con n incog- 

nitas. La mavor parte de las soluciones dc los sistcmas se hará mediante la eliminación 
de Gauss-Jordan debido a que en la secciòn 1.8 esto se neccsiiará. Debe tenerse en mentc. 
sin cmbargo. que la eliminación gaussiana suele scr un cnfoque más convemente. 

El sisrêma general m x n de m ecuaciones con n incógnitas cstà dado por 

fl|,V, + + U,jVj + + u \n x n ~ ^’l 

U,pr ( + íìjjVj + íìijXj + ••• + u 2 n x n ~ 

íi„V, + íijvV, + fljjVj + + u ìn x n = h ( * 
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F.n el sistema (7) todos los coeficientes a y h son números reales dados, El problema es 
cncontrar todos los conjuntos de n números. denotados por (,tj. a>. r,, , ,t 0 ). quc 

satisfacen cada nna de las m ecuaciones en (7). El número u tj cs èl coeficicnte dc la 
variable x. en la t-ésima ecuación. 


Se puede resolver un sistema de m ecuaciones con n incógnitas usundo eliminación 
de Guuss-Jordan o gaussiana. Enseguida se proporciona un ejemplo enel que el número 
de ecuaciones e incôgnitas es diferente. 


EIEMPLO 7 Soludûn de un sistcma de dos ecuaciones con cuatro incógnitas Resuelvael sis- 
temu 

x, + 3x 2 - 5x 3 + * 4 = 4 
2t, + 5t, - 2t 3 + 4.t 4 = 6 

Solución Este sistema se escribe como una matriz aumentada y se reduce por renglones: 

13-51 4) 3 -] h , f | 3 -5 I | 4\ 

1- í -2 I 6j * 0 -| «2| -2 

'13-5 I | 4) 1 1,-*,-!*. (\ 0 19 7 | _2'\ 

0 1-8-2 2 J -* 0 I -8 -2 

Hasta aqui se puede llegar, La matriz de coeficientes está en forma escalonada reducida 
por renglones. Es ev identc que exîste un númcro mfinito de soluciones Los valores de 

las variables .t, y ,t 4 se pueden escoger de manera arbitraria. Entonccs x. - 2 + 8.r 3 + 
2v 4 y Jt, = - 2 - 19.t 3 7t 4 . Por lo tanto. todas las soluciones se reprêsentan por ( -2 
- I9r, - 7.t 4 . 2 + 8.t, + 2r 4 . x } . r 4 ). Por ejemplo. si t 3 - I > t 4 = 2. se obtiene 
la solución (-35. 14.1.2). ♦ 


Como se podra observar si se resuelven muchos sistcinas. los cálculos se pueden 
volver tiastidiosos. Un buen método práctico cs usar una calculadora o computadora 
siempre que las fracciones se compliquen. Dcbc hacerse notar. sin embnrgo, que si los 
câlculos se llevan a cabo en una computadora o calculadora. pueden introdùdrse errores 
de “redondeo”. Estc problema se analiza en el apcndice 3. 


EJEMPLO 8 Un problema de administradón de recursos L’n dcpartamento de pesca \ caza dcl 
e.stado proporeiona tres lipos de comida a un lago quc albcrga a tres cspecies de peccs. 
Cada pez de la especie I consume cada semana un promcdio de I unidad dd alimento I. 
1 unid3d del alimento 2 y 2 unidades del ulimento 3. Cuda pc/ de la especie 2 consume 
cada semana un promcdio de 3 unidades del alimento 1, 4 del 2 y 5 del 3. I'ara un pe/ 
de la especie 3. el promcdio semanal de consumo es 2 unidadcs dcl alimento I. I uni- 
dad del alimento 2 y 5 unidades del 3. Cada semann se propore ionan al lago 25 000 
unidades del alimento I. 20 000 unidades del alimento 2 v 55 000 del 3. Si se supone 
quc lospeccs ^ecomen todoel alimento., cuátitos peces decada e-pecie puedei’. v < ‘.•v.'iir 
enel lago? http://harcoval.blogspot.com 
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Solución Sean x,. x 2 y r 3 el nûmero de peces de cada especie que hay en el ambiente del lago. 

Utilizando' ía información dcl problema. se obscrva que x, peces de ia especie I 
consumen r, unidades del alimento 1, x 2 peces de la cspecie 2 consumen 3.r ; unidades 
del alimento I y x 3 peces de la especie 3 consumen lr 3 unidades del alimenlo 1. Entonces 
r. -t- 3.t, » lr 3 - 25 000 = sutninistro total por semana de aiimento 1. Si $c obticne 
una ecuâción similar para los otros dos alimentos se llega al siguiente sistcma de 
ecuaciones: 

x, + 3x ; + lr 3 = 25 000 
x, + 4x ; + .v 3 = 20 000 
2r, + 5x 2 + 5r 3 = 55 000 

Después de resolver se obtiene 

'\ 3 2 | 25 000' 

1 4 1 | 20 000 

2 5 5 | 55 000 

/ 



fl 3 2 

1 25 000' 

«,-.«,- î«, 

f 1 

0 

5 I 

40 000' 

«, -• 

0 1 -1 

-5 000 

«,-.«,.«, 

0 

1 

-1 

-5 000 


0 -I I 

| 5 000 


0 

0 

0 

0 





\ 



/ 


Entonces. si x 3 sc clige arbitrariamente. se ticne un número infinito de soluciones dadas 
por (40 000 - 5x 3 , x 3 - 5000, x 3 ). Por supuesto. se debe lener v, > 0. r ; > 0 y x 3 > 0 
Conio x 2 =x 3 - 5000 > 0. se tiene x 3 > 5000. Estosignifica que 0 ■ x - 40 000 - 5(5000) 
= 15 00Ò. Por último. como 40 00Ô - 5x 3 > 0. se tiene quex 3 S 8000. Esto significa que 
las poblaciones que pucden convivir en el lago con todo el alimento consumìdo son 

x, = 40 000 - 5xj 
x 2 = x 3 — 5 000 
5 000 < Xj S 8 000 

Por ejemplo. si x 3 = 6 000. entonces x, = 10 000 y x 2 = I 000. 


.\ota. E1 sistema de ecuaciones tíene un número infínito de soluciones. Sin embargo. 
el problema de administración de recursos tiene sólo un nûmero finito de soluciones 
porque x,, x 2 y x 3 dcbcn ser enteros positivos y existen nada más 3001 enteros en el 
intervalo [5000, 8000]. (Por ejemplo. no puede haber 5237.578 peces.) ♦ 


Análisis de insumo y producto (opcional) 

Los siguie!Ue s b m|ru-m^eii que pucdcn surgir los sistemas de 

eaiaciones cu eiifïodclauo econòmíco’. ^ 
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EJEMPLO 9 El modclo dc insumo-produclo dc Leontief Un modelo que se usa con frecuencia 
cn economia es el modclo dc insumo-producto dc Lconticf.t Supt»nga un sistema 
económico que tiene n industrias. Exístcit dos tipos de demandas en cuda industria: 
primcro, una demanda externu desde afuera dcl sistema. Por ejemplo, si el sistema es un 
pais, la demanda extema puede provenir de otro país. Segundo, la demanda que hace 
una industria a otra industria en el mismo sistema. Pnr ejemplo, en F.stados l nidos la 
industria automotriz demanda parte de la producción dc Ìa industria del acero, 

Suponga que c, representa la demanda extema cjercida sobre la i-ésima industria. 
Suponga que u,, representa la demanda intema que lay-ésima industria eierce sobre la 
i-ésima industria. De manera más concrcta. u t) reprcscnta el númcro de unidades dc 
producción de la industria / que se necesitan para producir una unidad dc la industria j. 
Sea x, la producción de la industria /. Ahora suponga que la producción de cada industria 
es igual a su detnanda (es decir. no hay sobreproducción). La demanda total es igual a In 
suma de las dcmandas intemas y extemas. Por ejemplo. para calcular la demanda internn 
de la indastria 2 se obscrva que la industria I necesita u : , unidades de producción de 
la industria 2 para producir una unidad de su propia producción. Si la producción 
de la industria I es x t . entoncesu : pt| es la cantidad total que necesita la industria I de la 
industria 2. Asi. la demanda intema total sobrc la industria 2csí/ :í .r, + </ r v, • • • + a^, 

Al igualar la demanda total a la producción de cada induslria se llcga ai siguiente 
sistema de ecuaciones: 


a lt Jf l + "12*3 + ‘ • + û l»*n + C| = *t 

t/ :h V| + + • • + :r n + e ; = .r : ( 8 ) 


"tó*l + "«2*2 + * * * + "»«*« + = *» 

O bien. rescribicndo el sistema (8) en la forma del sistema (7) se obtiene 

(1 - o, 2 x 2 - _ "|«*„= t'| 

~ " 21*1 + (I “ " 22^*2 ~ * * * ~ " 2 «*«=^: ( 9 ) 

-"« 1*1 “"« 2*2 - + 0 ~“ m K =í? » 

El sistcma (9) de n ecuaciones con n incógnitas es muv importante en el análisis 
económico. ♦ 


t Ast Itamado cn honut del ectmomtsia amvrtcano \Vassil) W. Lcpnuei. qutcn utili/o cstc inndclo cn cu (r/tha/o 
pìonero "Quiililativc Inpul iut<l Output Kclation> in tivc Lconomic Systcm ot lltc L’nitcd Statcs’’ cti Revie* uf 
EctmamicSlatlMU■:> | K< l*/.Vft> 105-125 l:nsu lihro In/mi ihiffvi Anulvja iNucva York Oiilordllnivcrvitv l‘ncis, 
1966) puhlicii una vemiún mós modcma. I eonticf ytuMV el Prcntlo Nobel en ecunomia en 1973 por su licsarrollo 
del un.ilisis de insunto-producto 
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EJEMPLO 10 El tnodclu dc Lconticf nplicado a un sistcma cconómico con Ires industrias Su- 

ponga que las Jemandas extemas en un sistema económico eon tres industrias son 10. 
25 y 20. rcspectivamente. Suponga que ti|, - 0.2. <i, 2 - 0.5. u., = 0.15. a : , = 0.4. a :: = 
0.1. u; 3 = 0.3. u 3 1 = 0.25. <j 3 ; = 0.5 y u 33 = 0.15. F.ncuentre la producción de cada industria 
de manera que la ofertn sea exactamente igual a la demanda. 

Solución En cstc caso n = 3. 1 - <j m = 0.8, I - u :: = 0.0 v I - <j,j = 0.85 y el sistema (9) es 

0.8.c, — 0.5-ïj - 0.15.v, = 10 
-0.4jr, + 0.9.r 2 - 0J.r 3 = 25 
-0.25.r, - 0.5.v, + 0.85v ; = 20 

A1 resolver el sistema por el mêtodo de eliminación de Gauss-Jordan en una calculadora. 
trnbajando con cinco decimales en todos los pasos se obliene 

r l 0 0 | 110.30442 ^ 

0 1 0 118.74070 

0 0 I 125.81787 

v. y 

Se concluyc quc la producción ncccsaria para quc la ofcrtn sea (aproximadamente) igual 
a la dcmanda es x, = 11 0. = 119 y Xj =126. ♦ 


La geometría de un sistema de tres ecuaciones 
con tres incógnitas (opcional) 

Hn la figura 1.1. cn la página 3, se vio que un sisteina de dos ccuaciones con dos 
incógnitas se puedc rcpresentar por dos lineas rectas. Si Ias rectas tienen un solo punto 
de intersección cntonccs el sistcma tiene una solución única: si coinciden. existe un 
númcro infinito de soluciones: si son paralelas. no existe una solución y cl sistema es 
inconsistcnte. 

Algo similar pasa cuando sc tiencn tres ecuaciones con tres incôgnitas. 

Como se verá en la sección 3.5, la gráfica de la ecuación ax + hy + c: = t/cnel 
cspacio dc tres dimensiones es un plano. 

Considerc el sistema dc tres ecuacioncs con tres incógnitas: 

ax + by + cz - d 

ex + fỳ + jçr = h ( 10 ) 

jx + ky + Iz - m 

cn donde a. h. c. d. e.f, g, h.j. k. I y m son constantes y al menos una de ellas en cada 
ecuación es diferente de cero. 

Cada ecuaciónen(10)es laecuación de un plano. Cada solución ( v._v. r) al sislema 
de ecuaciones debe ser un punto en caJa una de los tres planos. Existen seis posibilidades: 

1. l.os tres planosse intcrsectan cn un solo punto. Fntonces existeuna soluciôn única 
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Figuru 1.2 Los tics plunos se imersectan cn un solo punto 


2. Los tres planos se intersectan en la misma recta. Lntonces cada punto sobre la 
recta es una solución y el sistema liene un número infinito de soluciones (vea 
la ligura 1.3). 

3. Los tres planos coinciden. Entonces cada punto sobrc cl plano es una solución y 
se tienc un número infinilo de soluciones. 

4. Dos de los planos coinciden e intersccian a un lercer plano cn una recta Entonces 
cada punto sobre la recta es una solución y existe un niimero infinito de soluciones 
(vca la figura 1.4). 



Figura 1.3 Los trcs planos s« intcrscctan en la Figura 1.4 Dos planos sc interscctan cn una rectó 

misina recui 
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5. Al menos dos dt’ los planos son paralclos \ distintos. Entonces ninuun punto puede 
estar en ambos y no hav solución. El sistema es inconsistente (vea la figura 1.5). 



/ 

X 

I igura 1.5 Los planos paralelos no uenen pumos cn común 


6. Dos dc los planos coinciden en una recta L. El tercer plano es paralelo a L (y no 
conticnc a L), de manera que ningún punto del tercer plano se encuentra en los dos 
primeros. No existe una solución. y el sistcma es inconsistente (vea la ligura 1.6), 



Figura l.(> El plano ? es paralclo a /. la rccta de intcrsccción de los planos 1 > ' 


Se observa quc en todos los casos el sistenta tienc una soluciòn única. tiene un nûmero 
infinito de solucioncs o es inconsistente. Debido a que es tan dificil dibujar planos con 
exactitud. no se dirá más sobre cllos aqui. No obstante. es útil ver cómo las ideas en el 


;is complicados. 

spot.com 
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Semblanza de ... 


Carl Friedrich Gauss, 1777 - 1855 



m 


El más grande maiemático dcl siglo XIX. Carl Friedrich Gauss se consi- 
dcra uno de los tres matcmúlicos más importantcs de todos los tiempos 
—sicndo Arquimides y Ncvvton los otros dos. 

Gauss nació en Brunswick, Alemania. en 1777. Su padre. un obrero 
amantc del trabajo, cra exccpcionalmente obstinado y no creia en la 
educación formal. hi/o todo lo quc pudo para cvitar quc Gauss fuera a una 
bucna cscucla. Por fortuna para Carl (y para las matemáticas), su madre. 
a pesar de que tampoco contaba con educación. apoyó a su hijo en sus 
cstudios y sc inostró siempre orgullosa de sus logros hasta cl dia de su 
muerte a los 97 aflos. 

Gauss era un niflo prodigio. A los 3 aflos encontró un erroren la libreta 
dc cucntas de su padre. Una anécdota famosa habla de Carl. dc 10 aflos de 
edad. como estudiante de la cscuela local de Brunswick. El profesor solia 
asignar tareas para mantener ocupados a los alumnos. Un día les pidiô que 
sumaran los númcros del I al 100. Casi al instante, Carl colocó su pizarra 
cara abajo con las palabras ”ya está”. Dcspués. el profesor descubrió que 
Gauss era cl único con la respucsta corrccta, 5050. Gauss había observado 
que los nûmcros se podian arreglar cn 50 pares que sumaban cada uno 101 (I + 100. 
- - 9v>. etc.), y 50 x 101 = 5050. Aflos después, Gauss bromeaba diciendo que podia 
sumar mâs râpido de io quc podia hablar. 

Cuando Gauss tenia 15 aflos, el Duque de Brunswick se fijó en él y lo convirtió 
cn su protcgido. El Duque lo ayudó a ingresar en cl Brunswick College en 1795 y, tres 
aflos dcspués. a cntrar a la universidad de Gòttingcn. Indeciso entre las carrcras de 
matcmâticas y de filosofia. Gauss eligió la de matcmáticas dcspuês de dos descubri- 
mientos asombrosos. Primero inventó el método de minirnos cuadrados una década 
antcs de que Lcgendre publicara sus resultados. Segundo. un mcs antes de cumplir 19 
aflos, rcsolvió un problema cuya solución se habia buscado durante más dc dos mil 
aflos: Gauss demostró cómo construir, con sólo regla y compás, un polígono rcgular 
cuyo nûmero de lados no es múltíplo de 2.3 o 5.t El 30 de marzo de 1796, el dia de 
estc descubrimiento. comenzó un diario que contcnia como primera nota las reglas de 
construcción de un polígono regular dc 17 lados. El diario. quecontienc los cnunciados 
de 146 rcsultados cn sólo 19 páginas. es uno de los documentos mâs importantes en 
la historia de las matemáticas. 

Dcspués de un corto periodo en Gfíttingen. Gauss fue a la University ofHelmstfldt 
y. en 1798. a los 20 aflos. escribió su famosa disertación doctornl. En ella dio la primera 



Carl Frícdrich Gauss 
(Ubrtay oj 
Coneress ) 


t Dc mancra mi, pmcral. (i *as prohrt quc un potigono reguiar dc n tadm mt purdc amsUuir con rcgla > com- 
ptosi y m>)o sì« « de la f«ma n = 2*/>j -p, ■ ■ p„ dcmde * Z ft > l.n p, son dislinUis prtmiH dc FcttnaL Los 
primos dc Fcmvu von Itx primns quc tontan la forrru 2>* + I. Lo* nrii™.-rov cinoo prinxn de f crmnl snn 3. 5, 
17.257 y 65 537. 
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dcmostración matcmática rigurosa dcl tcorcma rundamcntal dd álgebra —que todo 
polinoinio dc grado n ticnc. contando multiplicidadcs. esactamentc n raices. Muchos 
matcmáticos. incluyendo a lîulcr. Ncwton y Lagrangc, habian intcntado probar este 
rcsullado. 

Gauss hizo un gran númcro de dcscubrimicntos cn fisica al igual quc cn matemá- 
ticas. Por ejemplo. cn 1801 utilizó un nucvo procedimicnto para colcular. a partir dc 
unos cuantos datos. la órbita del planetoide Ccres. En 1833 inventó el telcgraro 
electromagnético junto con su colega Wîlhelm VVebcr (1804-1891). Aunquc rcalizó 
trabajos brillantcs en astronomia y electricidad, fue la producción matcmática dc 
Gauss la que resultó asombrosa. Hizo contribucioncs fundamentales al álgcbra y la 
geometria. F.n 1811 descubríó un resultado que llevó a Cauchy a desarrollar la tcoría 
de variable compleja. F.n este libro se le encuentra en el método de climinación de 
Gauss-Jordan. Los cstudiantes dc análisis numérico aprenden la cuadratura gaussiana 
—una técnica dc intcgración numcrica. 

Gauss fuc nombrado catedrático dc matcmáticas cn Gòttingen en 1807 e impartió 
clases hasta su muertc cn 1855. Aún después dc fnllcccr. su cspiritu matcmâticosiguió 
acosando a los matcmáticos dcl siglo XIX. Con frccucncia. un importante resultado 
nucvo y a había sido dcscubicrto por Gauss y se podfa cncontrar cn sus notus incditas. 

En sus escritos matemáticos Gauss era un perfeccionista y tal vez sca cl último 
motcmático quc sabía todo sobrc su árca. Afirmando quc una catedra! no lo era hasta 
que se quitaba cl último de los andamios, ponia todo su cmpeflo para que cada uno dc 
sus trabajos publicados fuera completo. conciso y elcgante. Llsaba un scllo cn cl quc 
sc veia un árbol con unas cuontus frutas v la levenda pauca scJ matura (pocas pero 
mnduras). Gauss crcía también que las matemáticas deben reflejar el mundo real. A 
su muertc. Gauss fuc honrado con una medalla conmetnorativa con la inscripción 
"Gcorgc V. Rey de Hanover. al principc dc los matcmáticos’’ 


PROBLEMAS 1.3 


Autoevaluación 

1. , Cuál dc los siguicmes sistemas 
ticne la matriz de coeficientes 
dada a la dcrccha? 

a. 3bc + 2.v--1 
y»5 
2t= 1 


'3 2 -f 
0 1 5 

2 0 I 

V. 

b. 3x + 2r=IO 
2x *y = 0 
-x + 5y +: - 5 


c. 3r = 2 
Zr + v = 0 
-T+'S.t I 


y + 5r = 15 
2x +r = 3 
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II. ^CuáJ dc las siguicnlcs cs una opcración elcmcnial con rengloncs? 

a. Rempluznr un rcnglón con un múltíplo difcrcntc dc ccro de ese rcnglón 
I). Sumar una constantc diferentc dc ccro a cnda clcmento cn un rcnglôn. 

c. Intcrcambiar dos columnas 

d. Rcmpla/ar un rcnglón con una suma dc rcngloncs v una constanlc * 0. 

III. ^Cuál dc las sìguicntcs afirmacioncs 

cs ciertn sobrc la matriz dada? 


a. Está cn la forma escalonada por rcnglón. 

—b. No cstá cn la forma cscalonada por renglon porque cl cuarto numero cn el renglon I 
nocs I. 

c. No cstá en la forma cscalonada por renglón porquc d primcr clemcnto difcrentc de 
ccro en el rcnglún 1 cs 3. 

d. No cstá cn la forma cscalonada por rcnglón porquc la úllima colunina conticnc un 
ccro. 

IV. óCuàl dc las siguientes afirmociones cs cicrta sobrc el sistcma dado? 

x + y + z =3 
2* + 2y + 2; -6 
3jt + 3v + 3; io 

a. Ticnc una solución ûmca s » 1. » I,-» |. 

— h. Es inconsistcnte. 

c. Ticne un númcro mfínito de soluciones. 


'I 0 0 }) 

0 112 
0 0 0 3 
0 0 0 o, 


I n los problentas del ! al 20 utilicc cl metodo de climtnacion dc (iau>s-Jordan pam enconlrar 
todas Iíis solucioncs. si cxistcn. para |os sístemas dados. 

*• t,-2r ; -3v, = 11 2. -2r, + x ; - f,x,- 18 

x i~ r i = i l 5x, f 8t, = -16 

2*i ~ *2 + “ 10 3x, f 2r, - J0.t, - -3 

3. 3.t,+ 6.r 2 - ár,-0 4 . 3r, ♦ («j- 4r,*=0 

2x,- Sjtj 4 4jf, = 6 2r, - 5x. * 4r, = 6 

-x, - IúXj- I4x, - -3 5x, + 28rj - 26.v ; = -8 


5. ,r,+ x 2 - x, -7 0. x, * x,- x, - 7 

4 *i - x 2 + 5x , = 4 -|X| - xj i 5x, - 4 

2x, •* 2r, - 3x, = 0 6r, •+■ x. t- 3x, — 18 


7. x,+ x : - r, = 7 
4x, - x. r 5x, = 4 
6r, - t ,- 3x, ~ 20 

9. x, + X.- x,"0 
4x. x. * 5x, = 0 
6x, + r- + 3.r. 0 



x , - 2t, - 3.r, - 0 
4x, + Xj- x, 0 
2x, x j + 3«, = 0 

2vj 5x, 6 
r, - 2r, = 4 
2t, 4 4x. 


Respuestas a la autoevaluación 
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II. 


+ 2t : - t, = 4 

12. 

t, * 2t, - 4x. = 4 


3.T, 

+ 4r, - 2», 7 


-2t, - 4r_. + 8.t, -8 

13. 

X 

*2Tj-4*, = 4 

14. 

t, + 2r,- t,+ t 4 7 


-Ix 

- 4t, + 8t 3 = -9 


3t, + 6t, - 3t, + 3t, = 2 

15. 

Ix 

+■ 6t 2 - 4», + 2t, 4 

16. 

t,-2tj+ t,- t 4 2 


X 

- T,+ t 4 = 5 


3t, + 2», - 2t 4 = -8 


-3t 

+ 2ïj -2t, =-2 


4t, - T, — t 4 = 1 





—T, + 6t, - 2t, =7 

17. 


- 2r, * t 3 + t 4 = 2 

18. 

t,-2tj+ t, + t 4 = 2 


3t, 

’ + 2r, - 2t 4 = -8 


3t, + 2r, - 2 t 4 = -S 



4t, - T, - t 4 - 1 


4t 3 - t, - t 4 1 


5t, 

+ 3t 5 - t 4 = -3 


5t, + 3t, - t 4 = 0 

19. 

*i 

+ T,- 4 

20. 

T, + Tj * 4 


lx, 

- 3t j = 7 


2t, - 3 tj = 7 


ìt, 

+ 2ï, ~ 8 


3t, - 2r, = 11 


En los problemas 2! al 29 determine si la matriz dada se encuemra en la forma escalonada por 
renglones (pero no cn la forma cscnlonada rcducida por rcngloncs). cn la forma cscalonadtt 
reducida por renglones o en ninguna de las dos. 



fl 

1 




'2 

0 

0' 


fl 

0 

i 

0 

21. 

0 

1 

0 


22. 

0 

1 

0 


23. 0 

1 

i 

0 


0 

0 

1 



0 

0 

-1 


0 

0 

0 

0 




y 



s 



J 





J 


fl 

0 

0 

°ì 


j) 

1 

0 


0 

( 1 


1 


24. 

0 

0 

i 

0 

25. 

1 

0 

0 


0 

26 

u 

* 

1 

1 } 


0 

" 

0 

1 


0 

0 

0 


0 



,1 

4 / 


V. 



) 






y 






fl 

0' 




'1 

0 

0) 



f> 

0 

0 

4j 

27. 

0 

1 



28. 

0 

0 

0 



29 l) 

1 

0 

5 


1° 

0 

> 




1° 

0 

• 



1° 

1 

1 

6 J 


En los problemas 30 ul 35 utilicc las opcraciones clemcntales con rengloncs para reducir las 
matriccs dadas a la forma cscalonada por renglones y a la forma escalonada reducida por 
renglones. 








fl 

-1 

lj 

30. 

(ìí 

1 ) 

31. 

í-l 6Ì 

l 4 V 

32. 

2 

5 

4 

6 

3 

-2 







t. 


- 

33. 

’ 2 

3 

l - 6 

-4 8' 

5 8 

0 4 

34. 

(2 -4 -2) 

13 I 6 J 

35. 

2 

3 

4 

-7' 

5 

-3 ; 



36. F.n el modelo de insunto-producto dc Lconticf dd ejcmplo 9 suponga que se tienen trcs 

industrias. Másaûn, suponga que e, = 10, e 2 - 15. e, : 30, a n j, u i: j. a, 5 u :[ _ j. 

a :: - j,o>i - = |y a M = Encucnlre ln producción decada industria tal que 

la oferta sca igual a la demanda 

37. Ln cl cjcmplo 8 suponga que cada semanasc suministran al lugo 15 000 unidadcs dcl pnrncr 
alimento. 10 000 unidades del segundo y 35 000 dcl tcrcero. Suponiendo que todo cl 
alimento sc consume, ( ,qtié población de las tres especles puede cocxistir en cl lago? ,-.L\iste 
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38. L n viajero que acaba de rcgresar de Europa gasto $30 diarios en Inglatcrra, S20 diarios cn 
Franeia > S20 dinrios cn Espaiìa por conccpto dc hospcdaje, En comida ga.stò $20 diarios 
en Inglaterra, $30 dinrios en Francia > S20 diarios en Espada. Sus gastos adicionales fueron 
dc $10 diarios cn cada pais. Los registros del viajero indican que gastó un total dc $340 cn 
hospedaje. $320 cn comtda y S140 cn gastos adicionales durante su viaje por cstos trcs 
paises. C alcuie cl número dc dias que pasó el v iajcro en cada pais o mucstrc que los registros 
debcn cstar incorrcctos dcbido a quc las cantidadcs gastadas no son compatibics una con 
la otra. 

i‘>. Una invcrsiomsta lc afirma a su corrcdor dc bolsa quc todas sus acciones son de tres 
compafiias, Delta Airlines. Hilton Hotcls y McDonald's, y quc huce 2 dias su valor hajò 
$350 pero quc aycr auinentó $600. El corredor rccuerda quc hacc dos dias el precio de las 
acciones de Dclta Airlincs bajó S1 por accióny cl dc las dc Hilton Hotcls bajaron Sl.50. 
pero que el precio de las acciones de McDonald’s subió $0.50. Tambicn recuerda que ayer 
cl prccio dc las acciones de Dclta subiô Sl .50 por acción. cl de las de Hilton Hotels bajó 
otros S0.50 por acción y las dc McDonald’s subicron S1 Dcmucstre que el corredor no 
tiene suficientc información para calcular cl númcro dc accicncs quc poscc la inversionista 
en cada compaflia. pcro quesi clla dice que ticne 200 accíones de VlcDonald's. cl corrcdor 
puedc calcular cl nûmcro dc acciones quc tlcnc cn Dclta y cn Hilton. 

40. 1 'n agentc sccreto sabe que 60 equipos aercos. que consistcn en avioncs dc combatc y 
bombarderos, estân estacionados en cierto campo aéreo secreto, F.l agente quierc determi- 
nar cuántos dc los 60 cquípos son avioncs dc combate y cuántos son bombarderos. Existe 
un tipo de cohctc que llcvan ambosavioncs; cl decombatc llcva6 de ellos > el bombardcro 
sólo 2 El agentc averigua quc se rcquicren 250 cohctes para armar a lodos los aviones del 
campo acrco. Aún ntás. cscucha quc sc ticne cl doblc dc avior.es dc combatc quc 
bombarderos en la basc (es decir. el núnicro dc aviones de combaie mcnos dos veces el 
numcro de bombarderos es igual a ccrol, Calcule el número de aviones de combate y 
bombarderos en cl campo acrcoo mucstrcquc la información dcl agenic debc ser incorrecta 
ya que es inconsistentc. 

41. Considerc el sistcma 

lt, - X; - 3x } = a 
3.t,+ x 2 - 5tj = b 
—5-t | - * 21.t, = c 

Vlucstrc quc cs inconsistcnte si c * 2<j - 3 h 

42. Considcrc cl sistcma 

lt t - 3.t,- xj = a 

jr,- .t, + 3tj = b 
3t, + 7jt, - 5.t, - C 

Encucntre las condicioncs sobrc a.byc paraquccl sisteniasca inconsistentc. 

*43. Considcre el sistema general dc las tres ecuaciones Imeales con tres incógnitas: 

«u*i + «i:*: + «ij*j = h \ 

«21*1 + a ì 2 x î + °: j*j = h ì 

«31*1 + «j:*: + «JJ*1 = 

Encuentrc las condicioncs sobre los coefícientes a () para que el sìstema tcnga una so'.cioo 
única. 
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MANEJO DE CALCULADORA 

Tanto la calculadora Tl-85 como la CASIO fx-7700 GB pucdcn rcsolver •iistemas de n 
ecuaciones con « incôgnitas lliasta un màximo de n = 255 cn la Tl-85 y n ~ en la CASIO 
fx-7700 GBi cuando existe una solución única. Considere el sistenta 

3.8.*, + l.6*j + 0.9*j = 3.72 
-0.7*, + 5.4*j + 1.6*, = 3.16 
1.5*, + l.l*j- 3.2*, = 43.78 

TI-85 

I. Se introduce la matriz aumcntada. Hay varias mancras de hacer esto. La mas sencilla es 
la siguiente: 

1(3.8, 1.6, .9, 3.72J(-.7, 5.4, 1.6, 3.16)11.5, I I, -3.2, 43.78)] 


sto> i 3 [ ENTER 


Las últimas trcs tcclas almaccnan la matriz aumcntada cn A. 

2. Se encuentra la f'orma escalonada reducida por renglones de A. 


2nd MATRX F4 <ops> 


(rrcf) ALPHA A F.NTFR 


El resultado es 


rrcf A 
[(I 0 0 
0 I 0 
0 0 I 

Asi. *, = 1.90081294721. ctc. 


1.90081294721) 
4.19411081557] 
-11.348518338IJJ 


Sota. l.a Tl-85 dará respucstas correctas con 12 cifras significativas. Sin cmbargo. cn mttchas 
situacioncs r calcs cs inconvcni cntc tcncr tantas. Se puedc controlar cl númcro dc decimales 

oprimiendo 2nd MODE y dando el nûmero de dccimalcs dcscados que apareccn junto 
al sirnbolo "Float’’. Por ejemplo. si se oprime 0 para obtener ’Float” y sc mucvc a la 


para obtener "Float" y sc mucve a ia 


dcrccha hasta “3", y dcspucs sc oprimc ENTER r sólo sc dcsplegarán tres lusares decimales. 
Siguiendo los pasos anteriores para la matriz A sc obtendria 
rref A 

{{1.000 0.000 0.000 1.901] 

(0.000 1.000 0.000 4.194] 

(0.000 0.000 1.000 -11.349] 

y asi. con trcs lugares dccimalcs. 


*, = 1 . 901 . 


*, = 4 . 194 , 


*, = -11.349 
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CASIO fx-7700 CB 

La CASIO no calcula la fonna cscalonada reducida por rcngloncs dc una malriz. por lo que el 
proecdimicnto es un poco más elaborado. 


1. Seoprime MODE 0 

2. El número de ccuacioncs e incôgnitas se Ìntroducc como sigue 

3B30B0S 

3. Los cocíìcicntcs dc la matriz sc íntroduccn dando | fcXF. | despucs dc cnda núm 

desplcgado en la pantalia Sc don 9 númcros, lo que lleva a 

A I 2 3 

lf 3.8 Lft .9' 

2 -0 7 5.4 l fi 

3 IJ II -3.2 

4. Sc calcula A v se almacc na cn I fcl simbolo .4 ' 1 se evplicará cn la sección 1.81 
con F4 11 Fl EXE j E1 rcsultado cs 

A I 2 3 

1 0.2377 -0.076 0.0287' 

2 -IF-Q3 0 1687 0.083 - ? 

3 0 1107 0.0222 -0.27 

5. Se introducc cl número dc ccuacioncs para una segunda matnr B como sigue: 

M0M M 0 0 0 0 10] 0 Jïl' 


6. Se introducc cl valor dcl lado dcrecho de la misma mancra quc sc introdujcron los 
nùmcros cn cl paso 3. Esto da 

B I 
lf 3.72' 

2 3 16 

3 43.78 

7. Se caicula I B l cn rcalid ad, el inverso de la mairíz A onginal multiplicado por B\ 

MODE ’rôifÊn F.l resultado es 


C I 
|f l.«*H>8 
21 41941 

3 LirlU4 . 
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\ oprimiendo J EXE | dos vcees sc pucdc %cr la rcspucsta eotnpleta 


1.900812947 
4 194110816 
II .34851834 


\si..t 1.900812947. ctc. 


\ota. En la CASIO sc obtcrtdrá un rncnsajc de crror si el sistcma es inconsistcntc o sl 
ticnc un númcro infinito dc soluciones. 


En I 05 problemas 44 al 48 utilicc una calculadora para rcsolvcr cada sistema. 

44. 2.6*, - 4.3.tj - 9.íw, = 2 1 .62 
-8.Sx, 3.6 lTj -*■ 9. Ltj 14.23 
12,3x, - 8.4.tj - O.átj = 12.61 

45. Itj - jt, - 4*, « 2 
x,- *> + 5t, + 2t, = -4 

3t, + 3.tj - 7i, - ,t 4 = 4 
-x, - 2 jtj + líj = -7 

46. 1.247*, - 2.583.tj - 7.161.t, - 8.275.t 4 -1.205 

3.47Zt| + 9.283*, + I l.275t, + 3.606*, = 2.374 

-5.216»,- 12.816*,- 6.298*, + 1.877jr 4 = 2I2Î06 
6.812*,+ 5.223*j- 9.725*, - 2.306*,--11 466 

47. 23.42X, - 16.89*j - 57.31*, + 82.6t 4 = 2158.36 

-14.77*, f 38.29*. + 92.36», 4.36v 4 -1123.02 

77.21*, + 71,26*j - 16.55.*, - 43.09* 4 3248.71 

91.82*, + 81,43*j + 33.94*, + 57.22*, 235.25 

48. 6.1*,- 2.4*, + 23.3*5 - I6.4* 4 - 8.9*,= 121.7 
-14.2*, - 31.6*,- 5.8t, + 9.6*, 4 23.1*. = -87.7 

10.5*, 4 46.l*j - 19.6t, - 8.8*, - 41.2*j r 10.8 
37.3*, - I4.2t, 4 62.0*, ♦ 14.7*, - 9.6 t 5 = 61.3 
0.8*, + 17.7*, - 47.5*, - 50.2t, - 29,8*. -27.8 


Más ejercicios para la TI-85 

LuTI-85 tiene un comando llamado reO- 

En los problcmas 49 al 53 calcule la forma escalonada por renglones (rcf cn lugar dc 
rrefi para cada niatri/ aumcntada 

49. La matriz dcl problcma 45 

50. La matnz dcl problcma 44 

51. La matriz del problema 47 

52. La matriz dcl problcma 46 

53. La matri/ dcl problcma 48 
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En los problcmas 54 al 58 cncucntre todas las solucioncs, si las hay. para cada sistcma. Redondee 
todas las respucstas a tres lugares dccimalcs. [Sugnnncia: Primeroobtcngala tbrma escalonadii 
rcducida por rcngloncs dc la matriz aumentada.] 

54. 2.1.t, - 4.2r : - 3.5.t, 12.9 

-5.9.«, + 2.7.tj + 9.8.«, = -1.6 

55. 1.1.6.T, + 71.8.«, - 46.3jt 3 - -19.5 
4l.3jr, - 75.0«,'- 82.9.V, = 46.4 
41.8»,+ 65.4*;-26.9*,= 34.3 

56. 13.6.«, * 7l.8v, =46.3», 19.5 

41.lri-75.Qbr; - 82 . 9 *, = 46.4 
4I.8.V, * 65.4.«;- 26.9*, 35.3 

57. 5*, - 2v,+ 11*,- 16*,- 12*. 105 

-6*, * 8* : - I4.t, - 9*, - 26*, = -62 


7*,- 

18«;- 

2*3* 

21*4- 


2«,= 

53 

5*, 

- 2*; + 

Ilr,- 

16v 4 

+ 

12«, - 

105 

-6*, 

+ 8», - 

14*, 


+ 

26*.= 

-62 

7*, 

- 18*;- 

1 2v, 

21*5 

- 

2v< = 

53 

-15«, 

+ 42*; + 

21.«,- 17*, 

♦ 

n 

Vi 

*• 

rJ 

t 

-63 

5*, 

- 2v,+ 

II*,- 

16*4 


1 —V' 

105 

-6*, 

+ 84,- 

1 . 

• 9*4 

+ 

2íu, = 

-62 

7*, 

- I8tj- 

I2v, 4 

21*4 

- 

2 

53 

-15*, 

+ 42*, + 

21«, - 

17*4 


42«, * 

63 
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INTRODUCCIÓN A MATLAB 

Ejemplos de comandos básicos de MATLAB 

UA TL \H dhtingui' nûnûsculasy mayûsculas. Esto quicrc dccirquc a > A represcntmi variables 
diferentes. 


Introducción dc nmtrices. Los elementos dc un rcnglón se separan por espaeios y las columnas 
se separan por **:" 


A = |I 2 3:4 5 6:7 8 9| 


4 5 6; 
7 8 9| 


b = |3;6;l | 


1’roduLC la matriz A 


'\ 2 .V 

4 5 6 

7 8 9 


\ / 

Tnmbicn produce la matriz /I amerior 


Produce la matriz b = 


f 3 ì 

6 

I 


Sotación pura formar las submatrices y las matrices aumentadas. 


r= A(2J) 
d - A(3,:) 
d = A(: J) 
e - A(|2 41,:) 
C = |A b| 


/es el elcmcnto cn cl scgundo renglôn. tercera columna dc A. 
des el tercer renglón de A. 
d es la tercera columna dc .4. 

Ccsla matriz quc consiste en el segundo v cuarto renglones dc A. 
Fonna una matnz aumentada C = (.l|b) 


F.jecución de operaciones con reny/ones. 


A(2,:) = 3*A(2.:) 

A(2,:) - A(2.:)/4 
A(|2 314) - A(|3 21,:) 
A(3,:) = A(3,:) + 3-A(2,:) 


R. —i 3/î. 

lntcrcambia los rengloncs 2 > 3 
R> -* R } + 3/?i 


A 'ota. Todos estos cotnandos cambian a la matriz A. Si se quiere conscrvar la matri/ original.I 
> llamar C a la matriz cambiada. 

C = A 

C(2,:) = 3»C(2,:) 

C = rrcf(A) (' = forma escalonada reducida por renglones de I 


Generaciôn de matrices aleatorias. 


matriz 2x3 con elementos entre 0 v I 
matriz 2x3 con clementos entre I > I 
matriz 2x2 con clcmcntos cntre -4 > 4 
matriz 3x3 con clcmentos enteros 
cntreOy 10 

matriz 3*3 con clcmentos complcjos 
a + hi, a v h cntrc - I v I 
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A “ rand(2J) 

A = 2*rnnd(2J)-l 
A = 4*(2»riind(2)-l) 

A = rnuml( 10*rand(3)) 

A ” 2*rnnd(3) -1 + i*(2*rand(3)-l) 
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Otras caractcrísticas usuales: 

Uclp. S1 sc tcclca help scguido dc un comando MATLAB. aparecerá una descripción dcl 
comando. 

Ejemplos. 

help : dara una descripción de cómo sc pucdc usar **:" en MATLAB 
hdp rrcf dará una dcscripción dcl comando rrcf. 

L so dc Itujìechas. f'ara la versión dc MS-DOS. al usar la flccha hacia arriba se dcsplcnarán los 
comandos anicriorcs. Sc pueden usar las flechas para localizar un comando y modifiearlo y al 
uprimir la tccla "cnter” se ejccuta el comando modifícado 

í 'omentarios. Si sc iniciauna linea con cl simbolo °í>, MATLAB interpretaracsto corno una linca 
dc comcntario 

Ejcmplo. 

% Esle es un roinentario 

SuprcMôn depantaUa. L so de .*. Si se quiere rcalizar un comando dc MATLAB > no se desca 
vcr los rcsultados dcsplcgados. sc lìnaliza cl comandocon un : Ipuntoy comai 

Para lincas largas. I’ara cxtcndcr una llnca sc usa “...“ 

a = |l 2 3 4 5 6 7 8 ... 

0 10) producirárt = < 1 2 3 4 5 6 7 8 0 10). 

Para desplegar digitos adicìonales. Normalmcnte MATI.Atí dcspliega sólo 4 digìtos dcspués 
dcl punto dccimal. Asi. 4 3 aparcce como 1.3333. E1 comando íormat long causa quc todos los 
números sc dcsplieguen complclos. Dc csta manera. si sc da fnrmat long y dcspués 4/3, aparecerâ 
en la panulla 1.33333333333333. Para rcgresar al desplicguc normal de 4 dígitos después dcl 
punto dccimal se da el comando fnrmal sliort. 

Tuloría de MATLAB 

I. Dc las siguientcs matrices de dos mancras diferentes 



r 2 2 

3 4 5^ 


r-n 

A = 

-6 -I 

1 2 

2 0 7 
-13 4 

b « 

s - 

'-h | J 


2. Formc ( : matriz aumcntada (. ! /»> para las matriccs .4 y b anteriorcs. 

3. Fomic D, una matriz alcatoria dc 3 * 4 con clcmcntos entre -2 y 2. 

4. Forme H. una inatriz aleatoria de 4 « 4 con clementos enteros cntrc -10 y 10 

5. I-orme K. la matriz obtcnida a partir dc O intercambiando los rcnglones I y 4 No cambic 

B. (Primcro haga K = tí. Dcspués cambic K.) 

6. Rcalicc la opcración con rengloncs /?, —> Af, + i - i 2)R, sobre la matriz C. 

7. Dé cl coinando B(|2 4J.| I 3|). Usc una linca dc comentario para dcscribir ia submatn/.de 
R quc se produce. 

8. Formc í . la matri/ quc consistc sólo en la terccra y cuarta columnas dc ÍK 
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Cipítuto 1 Sìfteniai de ecudoone» Itnealef y matrlce» 


9. ( MS-DOS ). Usc la flccha hacia arríba para localizar cl comando que utilizó para realizar 
la operación con renglones cn 6. Modifiquc la linca para rcalizar la opcraciôn con rcngloncs 
R : -♦/?, + 3/í, y dcspués cjccútcla. 

10. rorme /, una inatríz aleatoria de 8 < 7 con elementos entrc 0 > 1 Di! el comando help 
A partir de la información dada en la descripción que aparccc. dcterminc cómo sc usa la 
notación para formar, lan cficientcmcntc como sca posiblc. lu ntatriz Sque consiste en 
los rcngloncs 3 al 8 de la ntatriz. T. 

11. Encuentre la forma escalonada reducida por renglones de C usando cl contando rrcf Usc 
cstc comando para cscribir un sistema equivalente de ecuaciones. 


MATLAB 1.3 


1. Para cada sistema en los problemas 1.2.5.8 y 16 de esta sección. dé la matriz aumcntada 
y usc cl comando rrcf para encontrar la forma escalonada reducida por renglones Mucstrc 
que cada uno dc cstos sistcmas ticnc una solución unica y quc la solución cstá conicnida 
en la ùltima columna de esta forma escalonada de In mairiz aumentada L sc la noiaciòn 

para asignar la varinble » a la solución, es decir, a la últinia columna de esta forma 
escalonada reducida por renglones de la niatriz aumentada. 

2. Para cadit sistema cn los problcmas 4, 7. 13 y 18 cn esta sccción. dc la matriz auntentada 
y use el comando rrefpara encontrar la fomtaescalonada reducida porrengloncs Concluya 
que ninguno dc cslos sistcmas tienc solución. 

3. Las matriccs siguicntcs son matriccs aumcntadas de los sistcmas de ccuaciones que tiencn 
un nùmero infinito de soluciones. 

a. Para cada una. dé la matriz y use el comando rrcf para encontrar la forma escalonada 
rcducida por rcnglones. 


Í3 

5 

« 1 

o' 


9 

27 

3 

3 

1 I2Ì 


4 

2 

-8 | 

0 

iL 

9 

27 

10 

1 

19 


X 

3 

-18 

0 


1 

3 

5 

9 

ì 6] 


V 




V 









1 

ft 

4 

7 

5 

15 

9' 

I 

0 

1 -2 

7 

-4] 


8 

5 

9 

10 

lû 

8 

1 

4 

21 -2 

2 

5 

fv. 

4 

5 

7 

7 

-1 1 

7 

3 

n 

3 -6 

7 

2 


8 

3 

7 

6 

22 

8 

V. 




j 


3 

2 

7/2 

9 

-12 1 

_2 

t 


E1 rcsto de cstc problcnta ncccsita trabajo con papel y làpiz. 

b. Para cada forma escalonada rcducida por renglones. localice los pivotes dihujando un 
circulo a su alrcdcdor 

c. Para cada fttrma escalonada rcducida, cscriba cl sistema dc ecuacioncs cquivalcntc. 

<1. Resuelva cada uno de estos sisteinas equivalentes eligiendo las variablcs arbitranas quc 

serán las variables correspondientes a las columnas quc no ticncn pivotc cn la forma 
escalonada reducida por rcngloncs. (Estas variables son las variables naturales que han 
dc cscogcrsc dc mancra arbitraria l 

4. Los siguientes sistemas rcprcscntan la intersccciún dc trcs planos en cl espacio dc ' 
dimensiones. L sc cl comnndo rref como hcrramicnta para resolver los sístemas , Qué sc 
pucde concluir sobrc la gcometria dc los pianos? 


í. 


jr, * 2jr J + 3*j *-l U. 

- 3jc 2 + jr } 4 
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2*i ' *: * i 5 

.ïi + - 3.tj 6 

4jt, + 3ar* 2*, 9 
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iií. Lo mistno quc cl (ii), iv. 1 t, - 4,t 3 - 2t, = 4 

cambiando cl 9 por 17 3.r, - 6x\ + 3jc 3 = 6 

-t, + lr 2 - -t, = -2 

5. Utilicc MATLAB pani rcducir las matrices aumentadas siguicntcs a la forma cscalonada 
reducida por renglones paso por paso realizando las opcracumes con renglones. (V'ea los 
cjemplos de comandos para operacioncs con renglones cn la introducción a MATLAB en 
la página 32 .1 Verîfique sus resultados usartdo cl comando rrcf. 


Sota. Si llnmó. I a la niatriz original. haga D 


(1 

2 -1 

2" 

/ 

•> 

4 2 

8 

ii. 

3 

• 

4 -7 

°J 



•I al prmcipio y verifiquc rreftD). 

12-20 1 
2 4_|0-4 

-3 -6 12 2 -12 

I 2-2-4 -5 



\ 


_1 


-19 

-K 

-34 


\ca cn cl problcnta I de MATLAB en la sección 1.5 más opciones sobre la rcalización dc 
opcraciones con rcnglones. 



' 1 2-2 0 > 


' ‘ì 

6. a. Sca.4 

2 4_)0 

-3 -6 12 2 

b = 

-4 

-12 


1 2 -•» -4 


l 3J 


Mucstre que cl sistcma con la matriz auntcntada 1.1 b] no licnc solucion 

b. Sca b = 2 » A(:,I) + A(:,2) + 3 • A(:J) -4 • A(:.4). Rccucrde que II :.l) cs laprimera 
columna dc 4. Así se cstân sumando múltiplos dc columnas de. I. L se rrcft| A b|) para 
resolver cstc sistcma. 

c. Utilice la tlecha hacia arríba para regresar a la linea dc b 2 • tc,|) • etc y cditcla 
para obtener un nucvo conjunto de coeficientes. Lna vez más. resuelva el sistema con 
la matriz aumcntada (.4 bj para csta nucva b Repita para dos nuevas clccciones de 
cocficientes. 

(I. t -,Scria posible poner coeficientcs para los quc no cxista una solucirtn? La prcgunta es 
si la siguicnte conjctura es ciena: un sistema [ I b] ticne solución si b es una suma de 
múltiplos dc las columnas de í. ( ,Por quc? 

e. Pruebe csta conjetura para .4 íormada por‘ 

A = 2 * rand(5) - 1 
A(:J) = 2 • A(:,l) - A(:,2) 


7. Suponga que se quieren rcsolver varios sistcmas dc ccuaciones en los que las matrices de 
cocficicntcs t los coefìctentes dc las variables) son los mismos pero tieticn lados dcrechos 
difcrentes. Formando una matri/ aurnemada más grande se podnín rcsolvcr varios ludos 
dcrcchos. Suponga que 4 cs la matnz de coeficicnlcs \ quc b y c son dos lados dcrcchos 
difcrcntcs; asignc Aug " |A b c| y cncucntre rref( Aug). 
a. Resuelva los dos sistenias siguientcs. 

•T, + Xj + X, = 4 T, + x 2 - .T, = 4 

2r, + 3x> + 4.t, 9 2 t, + 3.t ; * 4.t, = 16 


-2x, + 3Ltj = -7 

-2*. 

+ 3jtj = 11 


b. Resuclva los trcs sistcmas siguientes. 




2t, + 3jr, - 4r, = 1 2r, + 3.t, - 

4jCj = -I 

2t, + 3 jt,- 

4.t,= l 

*,+2x 2 - 3jt,= 0 -*i + 2rî- 

3t, = - 1 

jc,*2t,- 

3.t,= 2 
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1U, = -6 

-x, + 5jt 2 — 

1 IJt, = -7 
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c. Sea I la matriz dc coeticicntcs dcl inciso a). Elija cualesquiera tres lados dcrcchos dc 
su prcfcrcncia. Rcsuclva 

d. Se debe hacer una observación sohre las soluciones dc sistcmos auiJrados. cs decir. 
sistemas con tantas ecuaciones como variables. Conteste las siguienies preguntas 
basando sus conclusioncs cn los incisos al a c), (Ponga atención cn particular a la forma 
de la parte de los cocfìcienles de rref. I 

i. (l Es posiblc que un sistcma cuadrado lenya una solución única con un lado derecho 
y un número infinito de soluciones con otro lado derecho 1 , Por quc si o por quc no? 

ii. ( ;Es posiblc quc un sistcma cuadrado tcnga una solución única con un ladoderecho 
y no tcnga solución con otro? 

iii. 0 Hs ]>osìhlc quc un sistcma cuudrado tenga un nuinero infinito de solucioncs para 
un lado dcrecho y no tenga soluciôn para otro? ,,Por quc sf o por qué no? 

S. OÌMrihudnn dc calor. Se ticne tina placa rcctangular cuyas orillas sc mamicncn a cicrta 
temperatura, Se tiene interés en encontrar la temperatura en los puntos intcnorcs. C onsiderc 
el siguiente diagrama. Se quieren encontrar aproximaciones para los puntos 7', a T^a sea, 
la tcmpcratura dc los puntos intcrmedios. Suponga que lu lemperatura en un punto ínterior 
cs cl promedio de la tcmpcratura dc los cuatro puntos quc io rodcan -arriba. a la derecha. 
abajo y a la izquicrda. 


loo” ino’ lorr 



o* tr o* 


a. t sando csta suposición, csuible/ca un sistcma de ecuacìones. considerando primero el 
punto 7j, dcspués cl ptinto T : , etc, Rcscriba cl sistcma dc mancn» quc todas las variablcs 
estén de un lado de la ecunción Por ejemplo, para /j se ticnc 

f, = (100 + T, + T t + 50)/4 
que sc puede rescnbir como 4/j - J\ - 7' 4 = 150. 

Encuentre la matriz de coeficicntcs y la matriz aumcntada, Dcscriba cl patron quc 
observc en la forma dc la matri/ de coetícientcs. Tal niaUtz sc llama matri/ dc banda. 
0 Vc dc dóndc vicne cl nombre? 

b. Resuelva el sistema usando el comando rrcf Observeque se obtiene unn solución tinica. 
Use la notacíon **;" para asignar la solucion a la vanable x. 

c. Suponga quc .4 cs la matriz dc cocficicntes y b cs cl lado derccho dcl sistcma anterior. 
Dc el contando y = ,Vb. <l.a diagonal aqui sc llanta diagonal invcrlida. No cs la dia- 
gonal de división.) C'omparc y \ \ 
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9. Mudclo de ínsunio-producta de l.eontícf 

a. Haga refercncia al cjcniplo 10. Rcsuelva el sistcma dado usando cl comando rrcf y cl 
comando " ” Dc nuevo observe que cxiste unasolución unica. 

b. Suponga que se ticncn trcs industrias indcpendientcs. La dcmanda extcma para el 
producto I cs 300 000; para cl producto 2. 200 000, y parn cl producto 3. 200 000, 
Suponga quc las dcmandas intemas cstán dadas por 

= o, 2 ».I. 0 , 3 » .3, íij,». 15, //„ = -25, tfj, = .25. a„ ,|. 

.05» - 0 

i. ôQuC le dicc o, 2 = .05? t ,Quí le dicc a„ = 0? 

ii. Fstablczca la matriz aumcntada para que el sistcma de ecuaeioncs cncuentre .t, = 
producciòn dcl artlculo / para i = I. 2. 3. PRI.MERO VUEl.VA A LEER LL 
EJEMPLO 10. 

iii. Resuclva cl sistcma usando \L\TLAB. Interprctc la solución; es dccir. ^cuánto dc 
cada aniculo debc producirse para tcner una oferta igual a la demanda? 

iv. Suponga que x, sc midió cn S (dólares dc producciónj y quc esta interesado cn 
intcrprctar la solución en ccntavos. Serán neccsarios más digitos cn la rcspuesta 
desplegada quc los cuatro digitos normalcs dcspucs dcl punto declmal. Suponga 
quc ha asignado la variablc \ a la solución. Dé cl comando format long (vea la 
página 33)y dcspuòs cl comando \. Esto dcsplcgarú mds digitos. (Cuando tcrminc 
esta partc, de el comando format shorl para rcgrcsar a la forma normal.) 

10. Flujo de tráTiro 

a. Considcrc d siguicntc diagrama dc una malla de calles dc un scntido con vehiculos quc 
cniran > salcn de las íntcrsecciones. l.a intcrsccción k se denota por |A|. Las flechas n 
lo largo dc las calles indican la dirccción del flujo dcl tráflco. Scn t, = numcro dc 
vehiculos h quc circulan por la calle /'. Suponiendo quc cl tráfico que entra a una 
intersección también salc. cstablezca un sistcmade ecuaciones quc dcscribael diagrama 
dcl flujo dc tráfico. Por ejcmplo. en la íntersección f 1 ] 

Jf, + t, » 100 = tráfico quc cntra = tráfico quc sale .t ; * 300. lo quc da t, - *, - 
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I». Resuctva cl sistcma usando cl comando rrcf. Habra un rtumcro intinito dc soluciones. 
l-scriba las soluciones en tcnninos dc las variables que son las naiurales para elcgirsc 
dc mancra arbitraria. 

c. Suponga quc la callc dc [I) a [,i| neccsita cerrarsc; es decir.- 0. ^Pucdc cerrarsc 
tambicn la calle de [IJ a [4| (jr, - 0) sin cambiar los scntidos dcl thmsitu ' Si no se pucdc 
cerrar. ^tual es la canlidad ma\ pcquefta de vchiculos que dcbc jsodcr admitir csu culle 
(de [ 11 o [4D? 

II. Ajvste de polinomios a puntos Si sc ticncn dos puntos cn el plano con coordcnadas i 
distintas. cxistc una rccta ûnica .t ~ c,.» * c ; que pasa por ambos puntos. Si se ticncn txes 
puntos cn el plano con coordcnadas x distintas. existe una parábola única 

>’ = C,JT Cjt - C, 

que pasa por los tres puntos. Si sc ticncn n * I puntos cn cl plano con coordcnadas t 
distintas. cntonccs existe un polinomio de grado n único que pasa a travcs dc los » ■ 1 
puntos: 

_v = c,t* + + • + c,,i 

l.oscoeficicntcsc,... ,c„, scpuctlen enconuarresolvicndo unsistemadeecuaciones 
linealcs. 


Ejempto. 

/', = (2.51 /», = (3.101 />,-(4.-3) 


Sc quicre encontrar c,. c, y c, de mancra quc.v = c,t ; r c r r + c, pasc por los puntos /',, P 2 y P 

5 = c,2 : - c,2 - c, 

10 = c,3 J + c,3 * c, 

-3 = c,4 2 + c : 4 + c, 


Asi, se tiene 



í 2 : 2 n 


5 Ì 

.4 - 

3 3 3 1 

4 2 4 1 

b = 

10 


Resolviendo el sistcma se obticnc c = 


' -9' 
50 

v- 59 / 


. quc dice quc la paráboia quc pasa por cada uno 


dc los puntos cs v = -9t* • 50.t — 59. Sc dice quc la panibola se ojustu a los puntos. 


a. Para /’, = (1. -1). /*, (3.3) y /', = (4. -2). establczca el sistema dc ecuaciones para 
cncontrar los coeficicntcs de la parábola que se ajusta a los punlos. Sea .4 = matri/ dc 
coeficientcs > b = lado derecho Rcsuelva cl sistcma. Tn un comcntnrio escriba la 
ecuación dc la parábola quc sc ajusta a los puntos. es decir. quc pasa por los tres. 


Dc x = |l:3;4| y V ~ vander(x) Compare F'con.l. 
b. Para/', = (0.5). P : = (1.-2). P, = (3.3). P, (4. -2).establezcael sistcmadc ecuaciones. 
dé ta ma trjy. auntcntad|| ^ogspoì COm ! ^ ^ ' ' ' 
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En un comcntario cscribn la ccuación dcl polinomio cúbico quc se aiusta a los 
cuatro putitos. 

Sca x cl \ector columna quc conticnc las coordcnadas .t dc los puntos f , a/\, Oc 

x > cncuentrc \ vander(x). Comparc I con la matri/ dc cocficfentcs quc cncontró al 
cstableccr el sistcma. 

c. I sandoalgunascaractcristicasgráficasdcMATLABsepucdcnvlsualizar los resultados 
con los comandos siguientcs. Siga cstos comandos para los puntos en at v de nucvn 
para los cuatro puntos cn b), 

Dc x como cl vcctor columna dc las coordenadas .t de los puntos 
Dc > como el \ cclor columna dc las coordcnadas v dc los puntos 
Dé los siguicntes comandos: 


V' = vandcr(x) 

c = NTy 

s= min(x):.0I :max(s); 
yv = polvval(c,s): 
plot(x.y,‘»V.yy) 

FI priincr comando da la matriz dc cocticicntcs dcscada, 

Fl scgundo resuelvc cl sistcma obtcnicndo los coeficientes del polinonuo. 

Ll terccro crca un vector s quc conticnc muchos elemcnlos, cada uno entre cl vulor 
minimo v maximo de las coordcnadas a'. dc manern quc se pueda evaluar cl polmomio 
en muchos puntos para crcar una buena gnifica. 

Kl cuarto crca un vcctoryy que conticne las coordcnadas \ obtenidas cvuluando el 
polinomio en los clcmcntDs dc s. 

i.l quinto produce una gráfica dc los puntos originales (con un simbolo ”•") \ un 
dibujo dc la grâfica del polinomio. 

Debc observarsc quc la gráfica del polinomio pasa a travcs dc los puntos (etiauc- 
tados con.). ^ 

d. (icncre x =rand(7.1)yy - rand(7,l) ogencrc un vcctordccoordcnadas a> un vcctor 
de coordcnadas y dc su prcfercncia. Asegúrcse dc que camhia 1 o clige) las côordcnadas 
x de manera quc scan distmtas. Siga los cmnandos del ineiso 0 para visualizar cl ajuste 
polinomial. 


1.4 SISTEMAS DE ECUACIONES HOMOGÉNEOS 

ni sisteiTia general dc m * n ecuaciones lincales fsistema (1.3.7). pagina I6J se llama 

liomngcnco >i lodas las constantes /> t , b : . b m son cero. F.s decir, el sistema general 

homogéneo está dado por 


«11*1 + = 0 
a \2 x \ * a 22 x l + + a 2n x n = 0 
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Soluciún triviul 
Solución ccro 
Solucioncs no 
trivialcs 

EJEMPIO 1 


Solución 


EJEMPLO 2 


Solución 


Los sistcmas homogéneos surgen de varias maneras. Se estudiará uno de ellos en 
la sccciôn 4.4. Bn esta secciôn se resolverán algunos sistemas homogéneos. de nuevo 
mcdiante el inétodo de eliminacion de Gauss-Jordan. 

Para el sistema lineal general existen tres posibilidades: que no tenga solucioncs, 
quc tenga una solución o que tenga un número infmito de solucioncs. Para el sistema 
generalhomogéneolasituaciónesmássencilla. Comoxi ~x 2 - - x„ - 0 cs siempre 

una solución (llamada solucíón triviul o sulución cero). sólo se tienen dos posibilida- 
des: la solución trivial es la ûnica solución o existe un número mfinito dc soluciones 
además de la trivial. Las soluciones distintas a la solución cero se llaman solucioncs no 
triviales. 


l’n sistcma homogénco que ticne sólo la solución trivial Resuelva el sistema dc 
ccuaciones homogéneo 

2r, + + 6 lï 3 = 0 

4x, + 5*2 + 6.t 3 = 0 
3x| + x 2 - 2x 3 = 0 


Bsta es la versión homogênea del sistema del ejemplo 1.3.1 en la página 7. Al reducir 
sucesivamente. sc obtiene (después de dividîr la primcru ecuación entre 2) 


'l 2 3 

o 1 


#, X, - -tx 

1 

'1 2 

3 

0 ' 



1 

2 

3 

1 

0 ' 


4 5 6 

0 


«, -» k\ - JX 


cn 

1 

0 

-6 

0 

X, . —X, 

0 

1 

7 

1 

11 


3 1 -2 

0 




0 -5 

-11 

0 



0 

-5 - 

II 

| 

0 


V 

J 






y 







V 


X, -♦ <f, - 2 «. 

'l 

J 

-1 1 0] 



'l 0 

-1 

I 0' 

#1 -* 

». 

• X, 

/1 

0 

0 

1 0 ) 

Ry "*♦ Rỳ + 5/fj 

0 


2 | 0 

X 

* K s 

0 1 

2 

1 0 



2X, 

0 

1 

0 

0 

1 o 


0 

D 

-1 | 0 ; 


0 

0 

1 

1 °> 


0 

V 

1 

oj 


Asi. el sistema tiene una solución única (0. 0. 0). Esto es. la ûnica solución al sistema 
cs la trivial. ♦ 


Un sistema honiogéneo con un ntiniero infinito de soluciones Resuelva el siStcma 
homogéneo 

x,+ 2 x 2 - Xj = 0 
3x, - 3 x 2 + 2x 3 = 0 
-x, - 1 lx 2 + 6x3 = 0 

Usando la climinación dc Gauss-Jordan se obtiene, sucesivamente. 


[ 1 

3 

2 

-3 

-1 

2 

1 0' 

1 0 

X, -»X, - JX, 

/fj “* íj * Ry 

[\ 

0 

2 

-9 

-1 

5 

0 

l-» 

-II 

6 

1 


0 

-9 

5 

0 

/ 


(l 2-1 0 N 


fl 0 1 O't 


X, -» X, - 2X, 


O 

••1 * 
1 

O 

x,-»x,. vx, 

O 

• I» 
1 

O 

[0 -9 5 1 0 


0 0 0|0 

\ ... 1 > 


L / 
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Ahora la matriz iiuttumtada está cn !a foirna cscaJonada rcducida por rcngioncs v, 
eyidcntemente. cxistcun número infinitodesolucionesdadaspor (-1 v : , ‘ v,..r 3 ).Si. pór 
ejemplo, x 3 = 0. se obtienc la soluciôn trivinl. Si x 3 = I. se obticne la solución t -i.:. I ). 
Si x 3 = 9?r. se obtiene la solucidn (-n, 5jt. 9ti ). ♦ 


EJEMPLO 3 l n sistcma hnmogcneocon más incógniiasqueccuacíones tiencun númcro infinito 
dc soluciones Resuelva cl siguicnte sistema 

x,+ x 2 - x 3 = 0 (2) 

4.Ï, -2x, + 7x 3 -=0 

Solución Reducicndo p<ir rengloncs sc obtiene 


1 -1 | 0] 

n 

- #, *K, 

fl I -I 1 0) 



•2 7 10, 



[0 -6 11 1 oj 



— 

* t> 


I 1 -1 

0 | 

r l 0 i 

0 ' 

1 

0 1 -!i 

s * 


0 1 -41 

V • 

°/ 


Asi hay un número infinito de soluciones dadas por (-fv,. x,). Lsto puede no 
sorprender porquc el sistema (2) contiene tres tncógniias v sólo dos ecuacioncs. ♦ 


Ln gcneral, si hay más incógnit.is quc ccuaciortes. cl sistcmahomogénco (I) sicmpre 
tcndrá un nûmero infinito dc soluciones. Para ver eslo, observe quc si sôlo tuviera la 
solución trivial, entonces la rcducción por renglones conduciriu al sistema 

x, =0 

x 2 =0 


x n =0 

y posiblemente. algunos ecuaciones adicionales de la forma 0 = 0. Pero este sistcma 
tienc al menos tnntas ecuaciones como incôgnitas. Como la reducción por renglones no 
cambia ni el nûmero de ecuaciones ni el niimcro de incógnitas. se tiene una contradicción 
en la suposición dc que había más incógnitas quc ecuaciones. Lntonccs se tiene e! 
teorema I. 


«•(.',If'i ,i ;; í m , , ■WT,’, ,l Ml||)lftr i ifrr.i||---| [ -1i, ' 'qoi .i -i, , .,4 •, 

Teorema 1 El sistcma homogéneo (1) ticne un númcro infinito dc soluciones si n >m. ♦ 

, 
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PROBLEMAS 


1.4 

Autoevaluación 

I. ^Cuáles dc los siguicnles sistemas tfcben icncr solueioncs no triviîilcs? 

a. a lt r, + r 7 ( j*j = 0 b.<j |f *, + a,;tj = 0 c. a tt x, + a,j*j + <»„*-, - 0 

«Jt*t + Ojï*j ” 0 tí Jt*t + °J2*2 " 0 u ît*i + °»*2 + °JJ*J * 0 

a ir*t + a «*2 = 0 

II. j.Para qué valorcs dc k tcndrá soluciones no triviales el siguìcntc sistcma? 

x + y + r ■ 0 
2x + 2y + 4r = 0 
3* + 4,v + kz = 0 

a. I b. 2 c. 3 d. 4 e. 5 t. 0 


I n los problcmas lal 13 cncuentrc lodas las soluciones a los sistcmas homogéncos. 


0 

0 


I. 2x, - jrj* 

3.r, ~ 4 íj : 

JT, + X,- X,“0 
2r, - + 3x, = 0 

3x, + 7xj - Xj = 0 


3. 


*. + 


x.- 


= 0 

2r, - 4i 3 + 3x, “ 0 
-5x, + I3x,- IQx, = 0 

7. 4x, - x 2 '0 
7x. + 3x, = 0 


»(xr. - 0 


9. 


i*: + 


x, + x 4 = 0 
3x, +2*j-2v 4 = 0 

4x,- x,- x 4 = 0 
5x, - 3x,- x 4 = 0 


»1. It,- -*2 = 0 
0 
0 
0 


3x ,-r 


5x, 
7x, - 3 xj ! 
-2x, ~ 3x : 


13. x, + x. — x, 

4x, - x ; ~ 5x, * 
-2x, + x : - 2x, ! 

3x, + 2x; - 6xj _ 0 


0 
= 0 
= 0 


6 . 


12 . 


_r 

-X 

2r 

bx 


- 5 *: 

~ 5xj 


= 0 
! 0 


+ X. - Xj = 0 

- 4x; • 3x, = 0 

- 7x : • 6 t, = 0 

~ 3x, - x, = 0 

- 5xj ~ 7x, = 0 


- X; + 7x, - x 4 = 0 
+ 3xj - 8.x, + x 4 0 


10. -2x, +7x 4 = 0 

x, + 2r, - x, ~ 4 x 4 = 0 


3x, 


- x, - 5 x 4 


4x, ♦ 2x, + 3x } 

x,- 3xj = 0 
-2x, + 6x, = 0 
4x, - I2x, = 0 


Respueslas a la autoevaluación 


I. c 


"http://harcoval.blogspot.com 



! 4 Sll!ctru> de eru-H ioocï 4.1 


14. Mucsire quc cl sistema dc ccuacioncs homogéneo 

Oii.*, -> = 0 

a 2\*t + a :i x i * ^ 

tiene un numero infmito dc solucioncs si v sólo si u l|4 j., a,^,, 0 

15. Considcrc cl sistetna 

2r, 3.T\ * 5x, = 0 

-x, + 7.t,- jt, = 0 
4.r, - î l.x, • X.,, = o 

t Para quc valor dc k tcndra soluciones no trivialcs? 

* 16. Considere el sistenia humogcnco de 3 k 3 

a ti*\ ~ a \z x : ' tí n-Ti “ 0 
Uj,x, - a,;.Tj • Ojj.x, - 0 

"n x, -a,.x ; -o Jv x, = 0 

Cncucntre condicioncs scibrc los cocficientes a, talcs quc lu sotución trivial sca la ûnica 
sotución. 



MANEJO DE CALCUIADORA 

l.os sistemas homogéncos se puedcn resolvcr cn laTI-85 pero nocn laCASIOfx-7700(JU. La 
ra/ón cs que la 11-85 calcula la forma cscatonada reducida porrengloncsdc una matriz micntras 
quc la < ASlU no lo hace. Ln CASIO puede resolver sistemas homoeéneos dc tt ccuaciones con 
n incógmtas pero nada más cuando cxiste una solución úmca <es decir. la solución trivialLos 
siguientcs ejercicios sc disciiaron para rcsolversc en la TI-85 

TI-85 

Ln los problemas 1 7 nl 20 cncuentre todas las solucinncs partt cada Sistctna. 

17. 2.lx, * 4.2*j- 3Jx t 0 
-5.9x, + 2.7x. - Q.&x, 0 

18. -13.6.X, + 71.8*. + 46.3.X, ~ 0 

41 .3jt, - 75.0*^ - 82.9.x, = 0 
41.8.x, - 65.4*j - 26.9*, = 0 

19. 254,-16.X, - 13,x, * 33 x 4 - 5 7x„ = 0 

-16x, - 3 a, -*■ .x, - 12x, = 0 

- &x, - 1 6jx 4 - 2(xx, - 0 

20. 5x, - 2x, + I la, - l&t, -c 12x, = 0 
-6x, + Rxj - 14tj - 9.x 4 + 26.x, = 0 

7x, - 18«; |2r, -r 2Ijt 4 - 2x, = 0 

-Jr, -+ I l.Xj - 9jr, * 1 3.x 4 - 20.x } = 0 
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MATLAB 1.4 

a. Generc euatro nuuriccs aleatorias con mas columnas (íncógnitas i quc rcnglones (ccua- 
ciones). 

b. Usc cl comando rref para encontrar la fonna cscalonada rcducìda por rengloncs dc 
cada una. 

c. Para cada matriz usc la forma cscalonada rcducida por renglones para escribir la 
solución a los sistemas homogéneos asociados. Vcrifiquc cl tcorcma 1, cs decir. quc cn 
este caso siempre hay un numcro infimto de soluciones. 

(Parn usar MATLAB pora generar las matrices alcatonas. \ea la sección antcrior 
a los problemas de MATLAB dc la sccción 1.3.) 
iQue pucde concluir sobrc la solución de un sistcma homogcnco cuya matriz dc cocficicn- 
tes tiene más rcnglones (ccuacioncsi que columnas (incógnitas)'.’ Rcsuclva los sistcmas 
homogCncos cuyas matrices de coeficientes se dan enscguida. ^Confirman cstos rcsultados 
su conclusión? 

' I 2 3 

-I 4 5 

L li 2 -6 

I I I 

0 2 0 

\ 

J. Balancro de reacciones quimiras A1 balanccar rcaccioncs quimicas tales como la de 
la fotosintesis 


0 1 ) 

-1 

2 

3 


ii. 


1 -1 3Ì 

2 I 3 

0 2 -2 
4 4 4 


I. 


CO, - H.O -> C 6 H, : 0 6 * O, 

se buscan enteros positivos.t . v, y jt 4 quc no tcngan un divisor común difcrente de I. 
dc manera que en 

ï,(CO ; ) * JfjUI.O) -» JrdC h H u 0 4 )- t x 4 (0 : ) 

el nùmero dc álomos de cada elcmento quimico involucrado es cl mismo en cada lado dc 
la reacción. F,l númcro dc dlomos de un elemento quimico está indicado por cl subíndice; 
por ejemplo, en CO, hay un átomo de t (carbono) y dos atomos dc O (oxígeno). Fsto 
conduce a un sistcma dc ccuaciones homogéneo. 0 Por que se obtiene un sistemn dc 
ccuaciones homogéneo del "balanceo"? 

C: jc, = J(i - 6*3 “0 

0:2jT|+jr 2 = Clï, + 2x 4 o 6j,-2r 4 ^0 

H: 2rj = llr, 2r : - llr, =0 

Este sistcma ticnc más incógnitas quc ccuacioncs. por lo que se espera un númcro infinito 
dc soiuciones. Para resolver el sistema. se introduce la matriz oumcntada. sc usacl comando 
rrcf y se escribe la solución cn tcrminos dc las variables arbitrarias. Setá necesario elegir 
las varíables arbitrariíts de manera que r : . j:, y t 4 scan cntcros sin un divisor corttûn 
difercntc dc l. 

Para los sistcmas considcrados aqui. habrâ una variablc arbitraria corrcspondientc a 
la última columna dc la rrcf (forma cscalonada rcducida por rcnglonesi de la matriz de 
coeficientes. Para ayudar a cncontrar la elecciôn correcta de variables arbitrarias para 
producir cntcros sc usa la notación para asígnar la variablc z a la última columna de la 
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rrcf de la matriz de cocficicntcs. Se da cl comando *» = rat(z,'s ). Esto desplcgará los 
númcros de esta columna cn forma dc ftaccioncs cn lugar dc decimales. Si sc cstá usando 
MAILAB 4.0, sc dael comando formal rat y dcspués sc dcsplíega (ascgúrese dc dar 
cl comando format short para regresar a la forma normal). 

a- Rcsuelva el sistcma antcrior para la rcacción de fotosintcsis > encucntre los cntcros.r, 
a t, sin común divisor difcrcnte de 1 quc la batanccan. 
b. Lstablezca cl sistcma de ecuaciones homogcncas que balancca la rcacción cntre: 

Pb(N',) ; + Cr(Mn0 4 ), -♦ Cr ; 0, + MnO : * Pb,0 4 - NO 

Resuclva cl sistema y cncucntrc los entcros r, a.r^ sin divisor común difcrente de I quc 
balancea la rcacción 


1.5 VECTORES Y MATRICES 

til estudio de vectores > matrices es cl corazón dcl álgebra lineal. Ll cstudio de vcciores 
comenzó csencialmente con el irabajo dc gran inatemâiico irlandcs Sir Wìlliam Hamil- 
ton (1805-1865).t Su deseo de encontrar una forma de represemar ciertos objetos en el 
plano y el espacio lo llevó a descubrir lo quc el llamó cuaterninnes. Esta noción condujo 
al desarrollo de lo que ahora se llaman vectorcs. Micntras Hamilton vivió y duranie ei 
rcsto del siglo XIX hubo un debate considerable sobre la utiiidad de los cuatemiones y 
vectores. Al final del siglo el gran fìsico inglcs l.ord Kelvin escribió que los cuatemio- 
nes. "aun cuando son bellamente ingeniosos. han sido un mal peculiar para todos 
aquellos que los han manejado de algttna mancra y. los vectorcs ... nunca han sido de 
la menor utilidad para ninguna criatura". 

Pero Kclvin cstaba equivocado. Hoy casi todas las ramas de la fisica clásica % 
modema se representan mediante el lenguaje de vcctores. Los vectores también se usan, 
cada vez con más frccuencia. en las ciencias biològicas y socialcs.J 

En la página 2 sc describiò la soluciòn a un sistcma de dos ccuaciones con dos 
incognitas como un par de números (x.y). En el cjemplo 1.3.1 en la página 9 se escribiò 
la solución a un sistcma dc tres ecuaciones con tres incógnitas como la tema de nûmeros 
(4. 2. 3). Ianto (r, y) como (4. -2.3) son vcctorcs. 

DEFINICIÒN 1 Vector rcnglón dc n cornponcntes Se definc a un vcctor rcnglón dc n componcn- 

tcs como un conjunto ordcnado dc n números cscritos de la siguientc mancra: 

(r 1 ,r 2 > ...,x > ) (I) 


t Vca U scmhlanzo bibliugrática Jc Iliintllinn cn la páçinj 54 

î Un anilisb intercsantc sobrc el dcsarrollo dcl anStisis sccuiriid mcxlcrnose pucdc cnmullar cn cl libro de M 1 
Crrmc. A HiOory oj Vtcinr Anafysls (Notrc t)amc Cnlvcrsitj of Notre Damc Pros. |W)7> o cn cl cxcclcntc 
lihro dc Morris Klinc, Mathemancal Thounfytfrnm Ancttnt tò U.vttrn linu-% (NtM Ybrk Qbrfbrd I 'nivmitv 
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DEFINICIÓN 2 


Componenlcs dc 
un vcctor 


\ cctor cero 


EJEMPLO I 


ADVERTENCIA 


Vcctor columna dc /i componcntcs Un vcctor columna dc n componcntcs es un 
conjunto ordcnado de n númcros escritos de la siguiente manera: 




vS 


( 2 ) 


Ln (11 o í2). x | se llama la primcra componcntc dcl vector. es la scgunda compo- 
ncnte. y así sucesivamente. Ln çencral. .v 4 se llama la À-fsima componcntc del vcctor. 

Para simpiificar. con frecuenciu se hará refercncia a un vector renglôn dc n 
componcntes como un vcctor rcnglôn o un «-vcctor. De igual manera. se usara el 
lêrmino vector columna (o/i-vector) para denotar a un vector columna de n componen- 
tes. Cualquicr vector cuyos elementos sean todos cero se llama un vcctor ccro. 


Cuatro vectorcs l.os siguientcs son vectores: 
i. (3,6) cs un vector renglón (o un 2-vector). 

( 2 \ 


-1 


cs un vcctor columna (o un 3-vector). 


iii. (2. -1.0.4) es un vector renglón (o un 4-vector). 


IV. 


ro'i 

0 

0 

0 

v°; 


es un vector columnu y un vector cero. 


♦ 


La palabra "ordenado" en la definición de un vector es esencial. Dos vectores con las 
mismas componentes escritas en diferente orden no son igoales. Así. por ejemplo, los 
vectores renglón (1,2) y (2, 1) no son iguales. 


Ln el resto de este libro sc dcnotarán los vectores con letras minusculas negritas 
como u. v. a. b. c. etcCtera. Un vcclor cero se denota por (I. Más aún. como en general 
serâ obv io cuando sc trate dc un vector renglón o de un vector columna. se bará referencia 
a cllos simplementc como “vectores*'. 

L.os vectores surgen de diversas maneras. Suponga que el iefe de compras de una 

fábrica debe ordenar cantidadçsdiferentes dc acero. aluminio. aeeite v papel. Él puede 
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mantener el control dc las camidades a ordcnar con un sôlo vcctor. Kl vcctor "j ^ indica 

60 

cjuc ordenará 10 unidadcs de acero, 30 ttnidades de aluminio. etcétera 

Obsenadón. Sc puedc ohscrvar uqui por què cs imporlantc cl orden cn quc sc cscriben 

r 30t p0 

las componcntes de un vector Es claro que los vectorcs y siemfican cosas 

lioj lóO 

muv distintas para el comprador. 

Ahor.i sc dcscribirán algunas propicdades de los \cctores. Como seria repetitivo 
lincerlo primcro para los vectores renglón y después para los vectores columna. se daran 
todas las defmicioncs en términos de vectores columna. Los vectores renglón tienen 
dcíinicioncs similares. 

I as componentes dc todos los vcclores cn cste texto son númcros rcalcs o comple- 
jos. 1 Se denoia al conjunto de todos los nûmcros reales por I y al conjunto dc numeros 
t complcjos por I 



inanera similar. sc usa el simbolo i n paru denotar al conjunto de todm- los 


rt-veelores . dondc cuda c, es un núinero complejo. En cl capitulo 3 se analizarán los 


conjuntos iv tvectores cn el plano) y I- ' (vectores cn cl cspacio). tn el capitulo 4 sc 
cxaminarán los conjuntos arbitrarios de vectores. 

Fn realidad los vectorcs son tipos espcciales de matnces. Por lo mnto. en lugar de 
cstudiar Uts propicdades de los vcetorcs. >c analizarán las propiedadcs dc las matriccs. 


t l tumnHtocumplL-joounnumcfi'delafnrmau-fA.en Jui)ile<jy/fvonrMmcrcHrcale.vcf- .'~i tndupírulia 
2 >e <lu una dcvcnpción Jc lus numcnis voniplcjns Niv sc fiabla dc vcctorc* tomplejíM ofm vc/ Ium:i cl c.ipimli 
t. 'cràn ûtU«K cn evpccnU cn d capltulo h pi>r lo ttuno, a mcnov quc se cvtablc/ca ik otru mancra por <1 nvomcnti 
s< vuponUrá (|uc iod<>i lnv vectorcv tìcncn cotnponcntci tcalcv. 
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DEFINICIÓN 3 


Matri/. Una matriz.4 dcm«Aesun arrcglo rcctungular de mn númcros dispucstos 
cn m rcnglones y n columnns 


a u a u *•* a \, '•• a \» 

Ujj ••• Oj/ ••• Oj* 

: : 

• * * s ' 

",i o a ••• ••• 

: : : 

• - • • 

a m\ 0,2 ••• ••* a ~ 


(3) 


Hcnglones y 
columnns de una 
matriz 
Componentc o 
elemento 

Matríz cuadrada 
Matriz cero 
Tamano dc una 
matriz 


121 símbolomxnse lcc “m por n". A tuenos quc sccstablezcalocontnirio. sc supon- 
drá sicmprc que los númcros cn una matriz o vcctor son rcalcs. E1 vcctor rcnglón 

Kì 


( <i,f a c- 


,i in ) sc llama renglón i* y el vcctor columna 


a 2' 


se llama columna j. La 


componente o clcmento ŷ dc.-l. denotado por t,, r cs cl número quc aparcce en cl renglon 
i y la columna/ dc A. En ocasiones sc escribirá la matriz.-l como.4 - («„). Por lo general. 
las malríccs sc denotaran con lctras mayúsculos. 

Si A cs una matriz m x n con m n. entonccs l sc llama matri/ cuadrada I na 
matriz m * n con todos los clcmentos igualcs a cero sc llanta matriz cero dc m • n. 

Sc dicc que una matriz m x n tiene tamaôo m < n. 


\otdhistórica. fcl matomático inglosJames losephSylvestor 1814-189" 'ueel primoro 
quo usó el têrmino 'matriz• en 185U, para distinguir las matrires de los determinantes 
ìque se estudiarân en el capítulo 2). De horho. la intención era que el lérmino ' rnatriz 
tuviera el significado de madre de los determìnantes' 


EJtMPLO '2 Cinco matrices Enscguida >e prescntan cirtco mntrices de difcrcntes tamanos. 

i. | ^ ’ j es una matriz dc 2 < 2 (cundrada). 

f-l i\ 

ii. 4 0 I es una matriz de 3 * 2. 


I -2j 

. í-1 4 1 
*"• 1 3 0 2 


íl * -21 

3 1 4 

2 -6 5 


cs una matriz dc 2x3. 
cs una matriz dc 3 * 3 (cuadrada). 
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es la mairiz ccio de 


x 


4 


♦ 


Sonu iïm con parcntesìs cuadrados. En algunos l.bros sc dan Uls matrices dentro de 
parentcsis cnadrados en lugar de parénicsis redondos. Por ejemplo. las primeros dos 
matrices en el ejemplo 2 se puedcn escribir como 


• r i ji 


-1 

3 

L 4 2 

ii. A = 

4 

0 

l “J 


1 

_2 


Kn este texto se usarán exclusivamente parêntesis redondos. 


A través del libro se hace refcrcncia al renglón i. | a columna / y la componente,/ 
cjcnìpl,'" 31 " 7 d,fefCn,eS Va, ° rcS dc 1 yj ' Btaii idcas sc ilus[ra n el sigu.cnte 


FJFMPIO t Localización dc las componentcs de una matri/ 

3,1 y 2.2 de 


Encucntrc las componentes 1.2. 


Solución 


.1 = 


1 6 4' 

2 -3 5 

7 4» 

/ 


I a coniponente 1.2 es el número que sc encuentra en el primer renulón v la segunda 
columna. que se han somhrcado; la componemc 1.2 es 6: 


ll*t rrrtRfcin 


rUirolumtu 

I 

— 16 4 

: -3 5 

l 7 4 


I n las siguientes matrices sombreadas se puede ver que la componentc 3 I es 7 v la 
componcntc2.2es -3; 


I ra mkjitmj rolumru 



1 6 4' 

2 -3 5 

JrJo irnntón _ 

1 6 4 

2-3 5 

Jvr n-ngl.iM _ 

7 4 0, 


7 4 o 


♦ 


Dcfinictón 4 Igualdad de matrices Dos matriccs A = (r/„) y B = {b,) son iguales si ( I ) son del 
mismo tainaiio y (2) las componentes correspondientes son iguales. 
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EJEMPLO 4 Matrices igualcs y matriccs distintas /,Son iguales las siguientes matrices'? 

. (4 I 5 ) fl*3 I 2 + 3] 

l 2 - 3 ^ l'-l '-•» 6-óJ 

• (i;) > C i) 

. (\ O'l (\ 0 Oì 

i. L Io ij y |o i o) 

Solución i. Si; ainbas matrices son de 2 x 3 y I + 3. = 4. 2 + 3 = 5, 1 + I _ 2. I 4= 3y 
6-6 = 0. 

ii. No; -2 * 0. por lo que las matrices son distintas ya que por ejemplo. las compo- 
nentes 1.1 son diferentes. Esto es cierto aun cuando las dos matrices contiencn los 
mismos nûmeros. Las componentes correspomiientes deben ser iguales. F.sto 
signifîca que la componcnte 1,1 en A debe ser igual a la componente l.l cn B. 
etcétera. 

iii. No; la primera matriz cs dc 2 *■ 2 y la segunda es de 2x3. de manera que no tienen 

el rnismo tamano. ♦ 


Los \ ectores son matrices dc un rcnglón o de una columna 

Cada vcctor cs un tipo especial de matriz. Asi. por ejemplo. el vector 
renglón de n componentcs («,. «j. a n ) es una matriz de I x n. mientras 


que el vcctor columna de n componentes 


'«t' 




cs una matriz de n ■ I 


Las matrices igual que los vectores surgen en un gran número de situaciones 

rioì 


prácticas. Por ejemplo. en la página 47 se vio la manera en que el vector 


30 

15 

(60 J 


puede 


representar las cantidades ordenadas de cuatro productos distmtos usados por un 
tabricante. Suponga quc se tienen cinco plantas diferentes. entonces la matriz de 4 x 5 


Q = 


'|0 20 15 16 25^ 

30 10 20 25 22 

15 22 18 20 13 

,60 40 50 35 45, 


podría repre^t^^^d^||J^o^awU^md|U c t()s en cada una de las cinco plantas. 
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DEFINICIÓN 5 


ADVERTENCIA 


EJEMPLO 5 


Escalares 


Sc pucde ver, por cjcmplo, que la planta 4 ordena 25 unidadcs del scgundo producio 
micntras que la planta 2 ordena 40 unidades del cuarto producto. 
l as matrices se pucden sumar y multiplicar por nûmcros rcales. 

Suma de matriccs Sean A ~ (o v ) y B - (b^) dos matriccs m x n. f-ntonccs la suma 
de A y B es la matriz mxn.A + B dada por 



a,,+A,, a,j + A,j ... 

a \» + h \» 


A + B**(a v +bJ = 

U;, + Aj, ajj + Aj, ... 

+ h Z 0 
• 



+ û w j + A w3 ... 

♦ 




> 



Es decir, A + B es la matriz m x n que se obtienc al sumar las componentes 
corrcspondicntcs de A y B. 


La sum.i de dos matricesestí definida sólo < udtido las rnatrices son del mismo l.imano 

ì '" 


C; :)■ 

(vectoresi y j 2 . Es dedr, son inrompatibles bajo la suma 


Así, por ejemplo, no es posible sumar las matrices 

I 


2 -5 

4 7 


o las matrices 


Suma dc dos malrices 


'2 4 -6 7'’ 
13 2 1 

+ 

1 0 1 6 -2' 
2 3 4 3 

= 

f 2 5 

3 6 

0 5' 
6 4 

[-4 3 -5 sj 


1-2 > ^ 4, 


-6 4- 

V. 

I oj 


Cuando se m;inejan vcctores. se hace refercncia a los números como cscalares(que 
pucden scr rcales o complcjos dcpendiendo de si los vectores cn cuestión son rcales o 
complcjos), 


Nota histórica. El término 'escalar' se originó r <m Hamilton. Su definición de 
cuaterniôn incluía lo que él llamó una "|wde real" y una "parte imaginaria". En su 
artículo "On Quaternions, or ori a \ew System of Imaginaries in Algebra . en Phtlcnophi- 
cal MagàJinc, 3 J serie, 2'if 18441:26-27, escrìbió: "La parte rea/ algebraicamente puede 
tomar ttxlos los valores conteriidos en la esca/a de la progresión tle números desde 
el intinito neg»ilivo al infinito positivo; la llamaremos, enlonces, la partt' escalar o 
simplemente el esca/ar del cuaternión . . En e| mismo artículo Hamilton siguió con 
la dcfmición de la [Mrte imaginana de su cuatemión como la parte vertnrial ■Nunque 
éste no íup el primer uso <)ue se <iio a la palabra "vertor" , sí fue la primera vcv <)ue 
usó en el contexto de las definicioncs contenidas <m esta sección Ls justo dpcir que el 
artículo del que se tomó !a cita anterior marca el inicio del análisis vectorial modcrno. 
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DEFINICIÓN 6 Multiphcacic’in dc una matríz por un cscalar Si .4 - (ttu) es una malri/. deiNxti 
y si a cs un cscalar. entonccs la matriz m x n, aA. está daila por 



'aa„ 

aa n 

••• 


aA - (aa v ) = 

aa 2ì 

UCIz 

• 

*•• aa 2» 

♦ 

• 




aa *2 

••* 



V 





En otras palabras. a.-t = (a« /; ) es la matriz obtcnida al multiplicar cada componcnte de 
.4 pora. Si a/t = = ( b u ). entonces b u = aa t) para /=1.2. m yj - 1.2. n. 


EJEMPI.O b Mûltiplos escalarcs dc matrices 


Sea A 


-i.4 


1 -3 4 2 


2-684 

3 14 6 

. Lntonces 24 - 

6 2 8 12 

l - 2 3 5 7 J 


-4 6 10 14 

v / 


' -i | -i -i'l 


'() 0 0 0 

-| -i -4 -2 

y 0.4 = 

0 0 0 0 

i -1 -a -r 


0 0 0 0 

\ ’ » v 


V / 


♦ 


EJEMPIO 7 Suma de múltiplos cscalares dc dos vcctorcs 


Sea a = 


Í4 

6 

I 

^3 


li = 


4 

-3 

o; 


. Calcule 2a - 3b. 



4 


'_2 


í X 


6 


14 \ 

Solución 2a —3b = 2 

h 

1 

+ (-3) 

4 

-3 

= 

12 

2 

+ 

-12 

9 

= 

0 

II 


3. 


o 


6 


l «J 


l 6.) 


El siguiente teorema proporciona los hechos básicos sohre la suma de matrices \ la 
multiplicación por escalares. Se demuestra la parte lií) y se dcja el resto dc la prucba 
como ejcrcicio para el lectortvea los problcmas 41 al 4.Í). 
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1 tOREMA 1 


Demostración 
de iii) 


EJEMPtO 8 


Scan A, B y C trcs malrices de m * n v sean a y p dos escalares. Entonces: 


i. .<f + 0 “ A 

iL 0.4 = 0 

UL A + B-B+A <Ie>’ conmutativ a ra la suma dc matriccs) 

iv. (.4 + 2?) + C = A + (5 + O (Ie> asociatrva para ia suma dc matriccs) 

v. ol{A + B)-<x A + ciB (ltr> distributiva para la multiplicación por un cscnlar ) 
vi. lA’x/t 

vil (a + (î )A - aA + PA 

Nota. El ccro en la pane /) del teorcma es la rnatri/ cero de m x n. En la parte iì) cl cero 
a ia izquierda es un cscalar micntras que el ccro a la dcreclia es ia matrizcero de m * n. 


Sca A 


a n 

"31 "33 

' 1 
t 1. 

a mt a mi 


a \* 

a i» 


y B' 


í t'n h \i 
bu *>, 


n 




fon 

h_ 


Entonces 


.4 + B « 


il - h ■ * i- u |uu runhiH|UÌcM 
ikn nùmn* iruln i» y h 


\ 


'fljj+'líi a \i + h n ■■■ 

a ln + 

"31 4 *2l a U 4 ^33 ' 

Jé*'l . !’||i , t ' • 

a U + *3» 

♦ 1 

' W , 1 | -• , 1 

«»l + a ml + h m2 ' t ’ 

I. iri|,'j 1 i' il 

a m» + h mn 

6,1+a,, P ìt .+ a n ■■■ 

h in t °\n ' 

h i\ + "ji h a + a 32 

h l» + a 2n 

• - 

• •' ( , | 

',\'!;!(! ( ■ , 

h m\ + a m\ h ml + °ml ’ 

bmn + a mn 

V 



<*B + A 


llustración dc la lcy asociativa para la suma dc matrices Para ilustrar la lev aso- 
ciativa se observ a que 


LV 


I 4 -2' 
3 -I 


t* ~ 2 5 ìl + f 
l 1 " l 5 JJ [ 


3 -I 2 
0 1 4 

3 2 I 

4 -2 5 


De igual maneru. 

(\ 4-2 

3-10 


2 -2 3 
I -I 5 


3-12 
0 I 4 

X 

I 4 -2 
3-10 


3 -I 2 

0 I 4 


i 3) 
1 9| 


5 -3 5Ì = Í6 
I 0 9) [4 - 


l 3 
I 9 
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Fl cjcmplo 8 ilustra la importancia dc la lcy asociativa de la suma de vectores ya 
quc si sc dcsea sumar tres matriccs o más, sólo sc puede hacer sumándolas de dos en 
dos. La lcy asociativa dicc quc eslo sc puede haccr dc dos maneras diferentes y obtener 
cl mismo resultado. Si no fuera asi. scria más dilìcil detìnir la suina de treso más matrices 
ya quc tcndria que espccificarse si se quicre dcfinir la suma dc 4 + B + C coino (.4 • B) 
+ Co corno .4 +- (/i + O. 



Sir William Rowan Hamilton, 1805 -1865 


Nacido en Dublín cn 1805, en donde pasó la mayor partc dc su vida. 
William Rowan I Iamilton fue sin duda el más grande matemátíco irlandés. 
El padre (un abogado) y la madre de Hamilton murieron cuando era apcnas 
un nino. Su tío. un lingQista. sc hizo cargo de su educación. Para su quinto 
cumplcanos, Hamilton podía leer inglcs, hebreo, latín y griego. Cuando 
cumplió 1.1 anos dominaha, además dc los idiomas dcl contincntc curopco, 
sánscrito. chino, pcrsa, árabc, malasio, hindú, hcngnli y varios otros. 
Hamilton disfrutaba escribir pocsia. tanto cuando era nino como dc adulto. 
y cntre sus nmigos sc contaban los grandes poetas inglcses Samucl Tavlor 
Coleridgc y William Wordsworth. Sin embargo, la poesía de Hamilton sc 
considcraba tan mala que rcsultó una fortuna quc dcsarrollara otros 
intercses, c.spccialmente en matcmáticas. 

Aunquc disfrutó las mateináticas dcsdc niflo. el interés de Hamilton 
creció de manera importante dcspués de un cncucntro casual a los 15 artos 
con Zcrah Colbum, cl amcricano quc calculó las dcscargas clcctricas de 
los rayos. Poco tiempo después. Hamilton comenzó a leer los libros 
importantes de matcmáticas de su tiempo. En 1823, a los 18 aftos. 
un error en la Mècaiùque céleste de Simon Laplace y escribió un articulo 
impresionante sobre el tcma. Un afto después entró al Trinity College en Dublin. 

La carrera universitaria de Hamilton fue sobresaliente. A los 21 aftos. siendo 
todavia estudiante de licenciatura. habia impresionado tanto a sus maeslros que fuc 
nombrado Astrónomo Real de Irlanda y Profesor de Astronomia en la universidad. 
Poco después escribió lo que ahora se considera un trabajo clásico cn òplica. Usando 
sólo ia teoria matemática, predijo la refracción cónica cn cicrto tipo de cristalcs. Más 
tarde los flsicos confirmaron esta tcoria. En parte dcbido a este trabajo. Hamilton fue 
armado caballero cn 1835. 

El primer articulo puramcnte malemático de Hainilton apareció en 1833. En cl 
describió un manera algcbraica de manipular pares dc números reales. Estc trabajo da 
las reglas quc se usan hoy en dia para sumar. restar. multiplicar y dividir nûmcros 
complejos. No obstante, cn un principio. Hamilton no pudo dcsarrollar una multipli- 
cación para ternas o n-eadas ordenadas de números para n > 2. Durante 10 aftos estudió 
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Sir William Rowan 
llamiltcm (The 
Crangcr Callcction) 




1 S Veruires V ittalnri; 


33 



cste problema, y se dicc que !o rcsolvió en un rato dc inspiración mientras caminaba 
por el Puente dc Brougham cn Dublin cn 1843. La clave era dcscartar la familiar 
propiedad conmutativa de la multiplicación. Los nuevos objetos quc creó sc llamaron 
cuatcmìones. que fueron los precursores de lo que ahora se conix:e como vec/rvvv. 
En la actualidud, una placa incrustada cn el puente cucntu la historia. 


Aquí, nnentraj camiualva. 
el 16 de octubre tie 184 . 3 , 
Sir \Y ; ílIiaju Rowan Hamiltc 
dti?cukrió, en un iusiante di 
jèenialitLicl. la íórniula fundamt 
para la muliiplicación de cuaterc 


puente 


en tina pie 


Durante el resto de su vida, Hamiiton pasó ia mayor parte del ticmpo dcsarrollan* 
do cl álgcbra de cuatemioncs. Él pcnsaba que tendrían un significado rcvolucionario 
en la fisica matcmátìca. Su trabajo monumcntal sobre cste tcma, Treattse on Quatcr- 
nions, fue publicado en 1853. Después trabajó en una oxtensión del tcma, Elemmts 
ÍJ / Ouatemions. Aunque Hamilton murió cn 1865 antes de terminar csta obra, su hijo 
publicó el trabajo en 1866. 

Los estudiantcs dc matemáticas y fisica conocen a Hamilton dentro dc muchos 
otros contcxtos En fisica matcmática, por ejemplo, se encucntra la función hamilto- 
niana quc con frecuencia rcpresenta la encrgia total de un sistema, y las ecuaciones 
difercncialcs de dinámica de I lamilton-Jacobi. En la teoria de matrices. cl teorema de 
Hamilton-C'ayley establece que toda matriz satisface su propia ecuación caracteristica. 
Esto se estudiará en cl capitulo 6. 

A pesar del gran trabajo dcsarrollado. los ultimos anos de Hamilton fueron un 
tormcnto. Su csposa estaba semiinválida y él fue atacado por el alcoholismo. Es 
gratificante por lo tanto, sefialar que durante estos últimos aflos la recién fbrmada 
Amcrican National Academy of Sciences eligió a Sir William Ro\van Hamilton como 
su primer mieinbro cxtranjero. 
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PROBLEMAS 


1.5 


Aatoevaluación 

I. (r Cuiil dc las siguicmes ascvcracioncs cs cierta para la mauí/ 

I? 


III 


(’ -> ») : 




a. C.v una rnatríz cuudradn. 

b. Si se multiplica por el cscalar - I. el producto es | ]. j 
i'l c. Ls una matri/ de 3x2. 

d. Eslasunmdc^ J J) y ("f, | jj- 

II. , v uál de los incisos cs Li - AH si A * (2 0 0)yfl = (3 I)? 
ii. 1-8 -4) b. (5 0 1) 

c. 116 -4 0) 

d. Lsta opcración no $e puede realizar. 

< uál de las siguicntes afirmaciones es cierta cuando se cncucntra la difcrcncia de dos 

niitrices? 

u. Las matriccs debcn scr de! mismo tamaflo 

b. Las matrices deben ser cuadradas. 

c. Las mamccs dcbcn scr ambas vcctorcs renglón o vectores columna, 

d. Una matriz dcbc scr un vector renglon y la olra un vcctor columna. 

IV. /Cuálts serian los elentemos de ia scgunda columna dc la matri/ fí si 


í 3 - 4 0 °ì? 

[2 8 -ij (o 0 OJ- 




a. -2. -8. I h. 4. -8 

c. 2. 8. -I d. -4. 8 

V. , Cuál dc las siguicntes dcbc scr cl segundo rcnglón dc la matriz B si 3.-I - lì = 2C para 




'l 

-1 

1] 


'1 0 0' 


A * 

0 

0 

3 

y c- 

0 1 0 



l 4 

2 



l 00 

a. -3. 2. 6 

b. 0,-2, 

9 




c. 3. -2. 6 

d. 0. 2. 

-9 





Respuestas a la autoevaluación 

11 fittp://Waròoval l blo l gspot'.co h m 





1 "i Vrcttirç» y malfitf- 57 


En los problcntas I al 10 

1. a + b 

4. b-3c 
7. Oc 


reulicc Ins cálcultvs indicadivs con a 
2. 3b 3. 


-3 


5 


2 

1 

. b 

-4 

y c = 

0 

4 


. 7 J 




-2c 


5- 2a-5b 6. -3b *■ 2t 

» »*b + c 9. 3a-2b-4c 


10. 3b 7c 2a 


En losprohlcmas II al 20rcalicc los cálculns iiulicadoscon a 1 (3. -1.4. 2i b - |6 d I 4i \ 
c = (-2,3. 1.5). 


II. a • c 
14. -2b 
17. n - b * c 
20. uu |lb * yc 


12. b a 
15. 2a-c 
18 c - b * 2a 


13. 4c 
16. 4b 7a 
19. 3a 2b 4c 


Kn los prohlcmus 21 aJ 32 rcalicc las opcraciones mdicadas con .4 


r = 


4 6 

-7 3 

v 




) 


' 1 3 


-2 0) 

2 s 

. tí ■ 

1 4 

l-* 2 J 


V 


21. 3.1 
24. 2C-5.4 
27. 4 - U + C 
30. 1C - 2/1 


22. .4 - tì 

25. 0/í (0 es el cero escalar) 
28. C-A-tí 


23 '1 - C 
26. -74 + 3/jt 
29 24 - 30 ■ 4/' 


31. Encucntrc una matriz l) tal quc 2.1 - tí 0 es la rnatriz ccro dc 3 • 2. 

32. F.ncucntre la matriz i. til que t + 2fí - 3C + E cs la matriz cero dc 3 . 2. 


En los problemas 33 al 40 realicc los câlculos indicados con .4 - 


C~ 


0 0 
3 I 
0 -2 



t 

1 

-1 2 


u 

i 

f 

= 

3 

4 5 

. n - 

3 

0 

5 


1° 

1 -Ij 


l 7 

-6 

(i 


33. .4 - 2tí 34. 3.4 - C' 35. 4 + ^ (' 

36. lA-tí + 2 C 37. C-A -fí 38. 4f - 2B - 3 I 

39. F.ncucntre una malnz D lal quc .4 • !t - T * I) cs la matriz cero dc 3*3 

40. I ncucntre unamatnzEtalqucJr-^fl • X J - 4E es la nmtriz ccr.. dc 
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41. Sca.I = l«, i una matriz de m - n y sea 0 lamatrízccrudc m • n. I tílfcc lasdefinidonc: 
5 y 6 para dcmostrar que 0 A 0 ) quc 0 +/| =. 1. l)c igual mancra. nuicstrc quc 1.1= I 

42. Si .4 - («, ). fí (/»,,)yí * (c„)son tres matrices dc m • n. calculei.l + fí) I 
C) y mucstrc quc son igualcs. 

43. Siít y |t son cscalares \ .1 y Wson matriccsdem < n, cakulca(.-t - fí) y u.4 - nRy mtlcsu-c 
quc son iguales. Calculc ademâs (u * Jt).4 y a.4 - |).4 muestre quc son iguales 

44. Considere la “gráfica" quc une los cuatro puntos de la tigura 1.7 ( onstruya una matrlz 
dc 4 * 4 quc tcnga la propicdad dc que u - 0 si cl punto / no está concctado funido por 
una lineal con el punto /. yI si el punto / cstá concctado con el punto /. 



45. Ilaga lo mismo (construyendo una malriz dc 5 * 5i parn la grática dc l.i figura 1.8. 


2 



Figuru 1.8 


46. Fn la tabricación dc cicrto producto sc nccesitan cuatro matcrias primas. FJ vcctor 


«1 = 


w 


rcprcscnta una demanda dada dc la fíibrica para cada un.i dc las cuatro mntcrias 


primas para producir I unidad del producto. Si d cs cl vccior dcmnnda de la làbrica 1 \ 
c cs cl vcctor demanda dc la tabrica 2. , >ii:c reprcscntati i >s s ccti tcs «1 - c •• '»l 
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MANEJO DE CALCULADORA 

Como se vio en la página 28. sc pucden introducir mainces tanto en la Tl-85 como cn la CASIÛ 
fx-7700 GB. Rn la CASIO es necesano pnmero especifìcar el tamnno (o dimensión»de la matriz. 
Como en la página 29, se da el tamaflo dc una matriz m * m oprírmendo la siguiente secuencia 
de teclas: 

, MODE i Q j Fl j [ Ffi | | Fi | | m | | EXE j | EXE 

Aqui Iswis9ylsns9. 

En la TI-85 no es necesario especificar el tamano de antenuno. 

CASIO fx-7700 C.B 

Suma y mutliplicaclôn por un escalar en la CASIO fx-7700 GB Para sumar dos matriccs 
del mi smo t amaflo, primero se introduce una como .1 y la otra como /í Dcspucs sc oprímc la 

lecla 0 . quc cn cl modo apropiado licnc la ctiqucta **f" 

Para multiplicar I por un escalar A. s« oprime 00. I.alccla AA | sc acccsa 
oprtmtcndo j R J cuando la calculadora csta cn el rnodo apropiado 

TI-85 

Suma y miiltiplicaciún por un escalar en la TI-85 l.a manera más scncilla de sumar dos 
matrices dcl mísmo tamafto es introducir primcro cada matriz y dar a cada una un noinhrc (como 
I y H). Dcspuès para ohtcncr .■! - 11 se oprlme 


ALPHA 


0 0 


ALPHA 


Para obtener kA sc oprimc 


0 0 


MATLAB 1.5 


1. Este problcma proporciona la priicttca nccesana para trabajar con la notación matncial al 
igual que con los procedímicntos quc se usaran en problemas funiros. En los problemas 
anteriorcs. al rcali/ar la operación con renglones R. -> A’ + cR r se cncontraba cl 
tnultiplicador c por obscrvación. Estc multiplicador c sc puede calculur con cxactitud a 
partir dc los elcmentos dc la matriz. 


fìjemp/íi. 


/1*0 0 / g 

(o 0 « j 
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Para crcar un ccro cn la posiciòn quc ocupa i se necesita /?, - > /?, * t-i I )K ; Ohsene 
quc/- .-1(2.3) y quc i • .1(3.3); 

c = - A(3JVA(2J) 

En gcneral. c = - clcmcnto quc dcbc haccrsc ccro/pivotc usado: 

A(3.:) A(3,:) + c*A(2,:) 

a. Para la matrizque sigue rcalice las opcraciones con rcnglones H, —> R, r c R t pant obtener 
ta matriz en forma escalonada por renglón |no la forma cscalonada reducída por 
rengloncs). excepto que el clcmento pivotc no ncccsita scr I (No multipliquc ni divida 
un rcnglón por un número para crcar unos.) Encucntre todos los mulliplicadorcs usando 
la notación dc matriccs antcrior. Para csta matriz sus multipiicadores scrán númcros 
sencíllos para quc pucda vcrificar conforme el proceso avan/a 

i2-2» r 

2 4-1 0 -4 

-3 -6 12 2 -12 

I 2-2-4 -5 

V / 

b. Oprima 

A ■ rand(4.5) 

A(:„3( = 2*A(:.l) + 4*A(:,2) 

Siga las instrucciones del inciso a), Debe estar scguro de calculiir los multiplicadnrcs 
usando In notaciòn matricial 

Vca cn cl problema 2 dc MATLAB cn lu sccción 1.10 una situación en la quc sc 
quicre rcalizar cl tipo dc rcducciòn que se acaba de dcscribir 

2. f'aractcristicns dc MATLAB Intnuiucción eflciente de matrìces dispersux 
a. En el problcma 45 sc lc pidió quc estableciera matrices parn gráficas cn las que 

{ I si cl punto i cstá concctailo con el punto / 

0 dc otra manera 

P:ua la mayor partc dc cstc tipo de gráficas la matri/. consiste en muchos ccros y algunos 
unos. En MATLAB se puede introducir una matríz con ccros cn todus sus elementos y 
después modificarla renglôn por rcnglón 
Considerc la siguicntc gràfica: 


1 
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u = zeros(5) 

a(l.|2 -l| = 11 l| (I estáconccladocon2 > 4) 

a(2.|l 3 4|) = 11 I l| (2cstaconectadncon l.3> 4) 

y asi sucesívamente 

Términé dc introducir la matri/ antcrior y vcrifií|tic cl rcsultado con su rcpucsta al 
problcina 45. 

b. Considerc la siguientc gráfica dirigida. 


IM 



Dcfma 


I m la ansta / va ni nodo » 

-1 si la onsta j salc dcl nodo i 
0 dc otra mancra 


<.De quti tamarto scrá A? Introduzca A = zeros(n.m), dortdc n es el numerode renglones 
y m cs el nùmcro de colunmas. Sc modificará.4 columna pnr columna vicndo una arista 
a la vcz. Por ejcmplo, 

A(|l 2|.l) | 1;11 laarista I saledelljy vna|2] 

A(|4 5|,8) -|l;-l| la orista 8 salc de |5J y va a [4| 

Complete el proceso anlcrior para encontror A 


3. a. Introduzca cualcsquiera dos matrices .1 y fì de distinto umano, Hncuentrc A * B. ,.Que 
lc dicc MATl.AB? 

b. Introduzca cualesquiera dos matrices I y 0 del mi$mo tamaflo. Suponga que v es un 
cscalar Dc sus conocimicntos aigcbraicos sobrc las manipulaciones con numcros. t ,a 
qué conclusiófl llegaria sobrc las relaciones cntrc s*A, **B y a*(A + B)? Utilicc una 
linca de comcntario para cscríbir esta conclusión. Prucbe su conclustòn con trcs 
elecciones difercntes de v. Prucbe su conclusión con otn» clcccíón dc A y otra clcccion 
de fì y para tres valores de v. (Sî va a usar MATl.AB para generar matrices aleatorias. 
consultc la prescntación anterior de problemas de MATLAB 1.3.) 


1.6 PRODUCTOS VECTORIAL Y MATRICIAL 

En esta sección se ve la manera en que se pueden multiplicar dos matrices. Es evtdente 
que se puede defïnir el producto de dos matrices de m x n, A = (a (/ ) y B = (b, ; ) como la 
matriz m x n cuya componente ìj es u t jh ir Sin embargo. par3 casi todas las aplicaciones 
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importantes que usan matrices. se necesita otro tipo dc producto. Se intcntará explicar 
a qué se debe esto. 


EJEMPLO 1 


Producto dc un vector dc dcmanda v un vcctor dc prccios Suponga que un fabri- 
cante produce cuatro articulos. Su demanda está dada por cl vcctor dc demanda d = 
(30 20 40 10) (una matri/. de 1x4). F.l precio por unidad que recibe el fabricante 


S20Ì 
S15 

por los articulos cstá dado por cl vector de precios p = 

$40 

se cumple la dcmanda. ^cuánto dinero recibirá el fabricante? 


(una matriz de 4 < 1). Si 


Sulución La demanda del primer artículo es 30. y el fabricante recibe $20 por cada articulo 
vendido. Entonces recibe (30)(20) = $600 de las vcntas dcl primcr articulo. Si se sigue 
este razonamiento. se ve que la cantidad total de dinero quc rccibe es 

(30X20) + (20( 15) + (40)( 18) + (10)(40) = 600 + 300 + 720 + 400 

= $2020 


Estc resultado se escribe como 


(30 20 40 I0V 


Í20' 

15 

18 

40 


= 2020 


Es decir, se multiplicó un vector renglón de 4 componentes y un vector columna de 4 
componentes para obtener un escalar (un número real). ♦ 


En cl ûltimo cjcmplo se multiplicó un vector renglón por un vector columna y sc 
obtuvo un escalar. En gcneral sc tienc la siguientc dcfinicián. 



Producto cscalar Scan a - 


Mj 


ÍV 


« 

a n 

”) 

y 1, =1 

h 

■ J 

dos vectores. Entonces el producto 

a ■ b. está dado por 


a • b <=> 11,6, + ajh + -'*♦ + ajh„ 


(I) 


Debido a la notación en (1). el producto escalar se llama con frecuencia prodocto 
punto o producto intcrno de los vectores. Observc que cl producto cscalar de dos 
u-vectores es un escalar (cs decir, es un número). 
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ADVERTENCIA 


Al tornar ol producto escalar de a y b es necesario que a y b tengan el mismo número 
de componentes. 


Con frecuencia se tornarâ el producto escalar de un vector renglón y un vector 
columna. £in cste caso se ticne 


Producto cscalar 

vf»clor rcnglán 1 

1 

fV 


f 

(^j* ♦ • • • í/jj) • 

h 2 

= «|é, + aJ? z +- • < • + a n b n 


h 

tsU; e» un nOmrni rr.il Iiiìi «t*Ui 


"J 


l 

columru n • | 


( 2 ) 


EIEMPLO 2 Producto escalar de dos vcctores 


Sea a = 


f J ì 


f 3 Ì 

-2 

l 3 J 

y b - 

. 4 J 


. t'alcule a b. 


Solución a b = (D(3) + (-2)(-2) + (3X4) = 3 +4 +12 = 19 


♦ 


'I' 


EJEMPLO 3 Producto escalar dc dos vectores Sea a = (2. 3. 4. -6) y b = | * Calcule a b. 
Solución Aquia b * (2)(1) + (-3X2) + (4X0) + (-6)(3) = 2 - 6 + 0 18 = -22 


El siguicnte teorema se dcduce directamentc dc la definición del producto escalar. 
Se deinucstra la pane li) y se deja el resto como cjercicio. 


, 

TEOREMA 1 Sean a. b y c tres n-vectores y scan a y P dos escalares. Entonces 

i u n-n 

. . 


ii. a b = h a (ley ccnmutativa del producto escalar i 


íii. a(b + c) = a b + a -c (lcy distríbutiva dcl producto cscalar) 


HÈÊÊÊIfflllí 


- — ì- - r — — ' --J J.. 

iv. ...u, I„ 
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"tì 

fVÌ 


Prueba de ii) 

Scan a - 

y b 

* * 



Enionce; 

fl. 

V. V 

i 

Á 


L-'mmn • 


a b=*« 

ÍÍ,A, + IH 

hn + 



I 


• - • + a„h„ - hiûf + + ' t * + - b a ♦ 


Observe que no exisle una le.v asociativa pani el producto escalar. La expresión 
(a b) • c ~ a (b c) no tiene sentido porque ninguno de los dos lados de la ecuación 
está definido. Para el lado izquierdo. estose concluye del hechode que a b es un escalar 
y el producto escalar del escalar a b y el vector c no esta dcfinido. 

Ahora se definc el producto de dos matrices. 


DEFINICIÓN 2 Prodncto de dos matrices Sea A - (a^) una matriZ m x n, y sea B - (h tJ ) una matriz 
n x p. Bntonces el producto de A y tì es una matriz m ■*.p,C= ! (c„), cn dondc 


c v ® (renglón i dc A) ■ (columna J de B) 


(3) 


Es dccir, el elcmcnto ij de AB cs cl producto punto del renglón i de A y la columna j de 
B. Si esto sc extiende, sc obtiene 


«V = fl »l A t/ + a ch + • • • + 



Si el númcro de columnas de A es igual al nûmero de renglones de B. entcmces se dicc 

que A y B son compatiblcs bajo la multipliraciún 


•\DVERTtNCIA 


Dos matrices se pueden multiplicar sólo si el número ile columnas de la primera matriz 
es igual al niimero de renglones de la segunda. De otra manera, los vectores que fomian 
el renglón / en .4 y la columna j en fí no tendrán el mismo número de componentes y 
el producto punto en la ecuación (3) no estará definido. tn otras palabras. las matriccs 
A y B serán incompatibles bajo la multiplicarión. Para ilustrar esto, se consideran las 
siguientes matrices A y B: 
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/ «le 4 


uJumiM) 
dcfl 


^ll °I2 •’* u \n 


\ 

u 2ì U V "• «2» 


h u h \2 •••!*(, --- V 

• • • 

• 


h ÌX h 12 h iÀ- ■ h : r 

a n u a ••• a m 


• ♦ éj • 

* • • 

• • 4 

* “ « 

"»l u ml *** J m,, 


/*_| /*»■! • • * 1 > • • b 

nj np j 


Los \fctonP5 renglón y columna sombreados deben tenerel mismo nûmero de compo- 
nentes. ^ 


LJtMPLO 4 Producto de dos mnlriccs dc 2 « 2 


Si A ~ | ^ y D - ^ “* . calculc AIi > HA 


Solutión 


I e$ una mairi/dc 2 * 2y ffes unn matriz de 2 * 2, cntonees C = .4B = (2 • 2) x (2 ■ 2) 
también es una matri/ dc 2 x 2 Si í' - (c # >. ^cuál es cl valor de c,, ’ Sc sabc que 

c tt -(l rt renglóndc .-I) • (I’ columna dc D ) 

Rcstribicndo las matrices, sc ticne 


V i olurmv» 
rtojl 


1 * irniitMiilr .4 _ | 3 3 ! -2 | 

1-2 4^5 6 J 


Así, 


c tl -(l 3 




3 -e 15 = 18 


I)c mnncra similar. para calcular c t 2 se tiene 


rnlnmiM 
dí' II 

I 

>” mnglûrt dc 4 _ , 3/3 _ 2 

1*2 4^5 6 

> 

c , 7 = (l 3) |"“j = -2+ 18 = 16 

Siguicndo cl proccdimicnlo sc encucntra quc 

Cj| = (-2 4) = -6 + 20= 14 
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EJEMPLO 5 


Solución 


C22 = (-2 4 ) 


( 1 )- 


4 + 24 = 28 


Entonces 


18 16 
14 28 


C = AB = 

De raanera similar. sin escribir los pasos intenncdios. se ve que 

<-■•<-(! ïí-i 


9 - 8 j _ 

' 7 ij 

I5+24J 

[-7 39j 


♦ 


Ohen'uciún. El ejemplo 4 ilustra un hecho iraportante: en general. cl proilucto de 
mairices no esconmulativo. Es decir, AB r BA. Algunas veces ocurre que AB - BA. pero 
estoes unaexcepción. no una regla. Si.-15 = BA. sedice que.4 y B conmutan. De Itecho, 
como lo ilustra el siguiente ejemplo. puede ocurrir que AB estc defmida y BA no lo esté. 
Asi. debe tenerse cuidado cn el orden de la multiplicación de dos matrices. 


El producto de una matriz dc 2 x 3 y una dc 3 x 4 estâ definido pero cl producto dc 
una matriz de 3 * 4 y una de 2*3 no lo está Sea 



/ _ \ 

r 7 

-1 

4 7 j 

A = \ 

2 0 " 3 y = 

[4 1 sj 

2 

5 

7 

O 


r 3 

1 

2 V 


. Calcule AB. 


Primero obsen'e quc A es una matriz de 2 x 3 y B es una matriz de 3 x 4. Entonces el 
número de columnas de.4 cs igual al númcro de renglones de B. Por lo tanto. el producto 
AB está definido y es una matriz dc 2x4. Sea AB - (' - (c,j). Entonces 


c„ =(2 0 -3) 


' 7^ 
2 

v- 3 / 


= 23 




c,j = (2 0 -3) 


Cji * (4 I 5) 


e„ = (4 I 5) 


•> 
K/ 


r 3 z 

(a\ 

0 
<> 

o 


= •> 


= 15 


= 26 


c a = (2 0 -3) 


c l4 = (2 0 -3) 


-I 


V */ 
7j 


V 3 / 


= -5 


= 5 




c î2 =(4 I 5) 


c, 4 = (4 1 5) 


5 
1 

( 


v »/ 
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Asi. AB = ~’ £ ^ j. Esto completa el problema. Observe que el producto 

BA no está definido ya quc cl nûmero de columnas dc B (cuatro) no cs igual al nûmcro 
dc renglones de A (dos). ~ + 


LJEMPIO 6 Contacto dirccto c indirccto con una cnfcrmedad contagiosa En este ejemplo se 
muestra cómo se puede usar la multiplicación de matrices para modelar la mancra en 
que sc cxtiende una enfermedad contagiosa. Suponga quc cuatro individuos han con- 
traido csta cnfennedad. Este grupo hacc contacto con seis pcrsonas dc un segundo grupo. 
Estos contactos, llamados couiactos dircctos . se pucden rcpresentar por una matriz dc 
4x6. Enseguida se da un ejemplo de estc tipo de matrices. 

Matriz de contacto dirccto: primero y segundo grupos 

-j#o 

'0 t 0 0 I 0 ' 

\ 1 0 0 1 0 I 

c ‘ 0 0 0 110 

,1 0 0 0 0 1 , 

En este caso sc hace - l si la /-csima pcrsona del primer grupi> hace contacto con la 
y-êsima persona del segundo grupo. Por ejemplo, el I en la posición 2.4 signiftcaque la 
segunda pcrsona del primer grupo (infectada) hizo contacto con la cuarta persona del 
scgundo grupo. Ahora suponga que un tercer grupo de cinco personas tíene varios 
contactos directos con individuos del segundo gnipo. Esto también se puede representar 
por una matriz. 

Matriz de contato dirccto: scgundo y tercer grupos 

'o 0 I 0 f 
0 0 0 10 
- o I 0 0 0 
10 0 0 1 
0 0 0 10 
,0 010 0, 

Observe quc b M = 0. lo que quiere decir que la sexta persona del segundo grupo no tiene 
contacto con la cuana persona del tercer grupo. 

Los contactos ìndircctos o Je segimda orden entre los individuos del primero y 
tercer grupos se rcprcscntan por la matriz de 4 x 5 C - AB. Para \er esto. observe que 
una persona del grupo 3 pucde quedar contagiada por alguien del grupo 2. quien a su 
vez fue contagiada por alguicn del grupo I. Por ejemplo. conio a 2i = I y = I. se ve 
que. indirectamente. la quinta pcrsona del grupo 3 tuvo contacto (a través de la cuarta 
persona del grupo 2) con la segunda pcrsona del grupo I. El nûmero total de contactos 
indirectos entre la segunda persona cn el grupo I y la quinta persona del grupo 3 esta 
dado por 
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tlEMPLO 6 


Así. AB 


= [23 -5 2 5] 

[\5 6 26 39/ 


Esto complcta cl problema. Observe 


BA no esta defmido ya quc el nútnero de columnas de B (cuatro) no es 
de renglones de A (dos). 


que el produeto 

igual al número 

♦ 


Contaicto dirccto e inilirccto con una cnferniedad contagiosa En estc ejemplo se 
muestra cómo sc puede usar la multiplicación de matrices para modelar la manera en 
que sc extiende una ent'ermedad contagiosa. Suponga que cuairo individuos han con- 
traido esta entermedad. Este grupo hace contacto con seis personas de un segundo grupo. 
Estos contactos. Ilamados c ontactos dircctos. se puedcn representar por una rnatri/ de 
4x6. Enseguida se da un ejemplo dc este tipo de matnces. 


Matriz dc contacto dirccto: 


t 


primcro y segundo grupos 
t*Oi jÎo 
0 I 0 0 I o 1 

, = 1 0 0 I 0 I 

0 0 0 110 

/ 0 0 0 0 l; 


En este caso se hace a t/ I si la t-êsima persona del primer grupo hace contacto con la 
/-êsima persona del segundo grupo. Por ejemplo, el I en la posición 2.4 significa que la 
segunda persona del primer grupo finfectada) hizo comacto con Ia cuarta persona del 
segundo grupo. Ahora suponga quc un tercer grupo de cinco pcrsonas tiene varios 
contactos directos con individuos del segundo grupo. Hsto también se puede representar 
por una matriz. 


Matriz de contato directo: segundo v tercer grupos 


(0 


0 



û 

0 

1 

0 

0 

0 


I 

0 

0 

0 

0 

I 


o r 

I 0 
0 0 
0 I 
I 0 


Observe quc 0. lo que quiere decir que !a sexta persona det segundo grupo no liene 
contacto con la cuarta persona del tercer grupo. 

l.os contaclos tndirectos o de scgundo orden entre los individuos del primero y 
tercer gntpos se reprcsentan por la matriz de 4 x 5 C = AB. Para ver esto. observe quc 
una persona del gmpo 3 puede quedar contagiada por alguien del grupo 2. quicn a su 
vez fue contagiada por alguien del grupo 1. Por ejemplo. como a Zi = 1 y A 4Î = I. se ve 
quc. indirectamcnte, la quinta persona del grupo 3 tuvo contacto (a través de la cuarta 
persona del grupo 2) con la segunda persona del grupo I. El número total de contactos 
indirectos entre la segunda pcrsona en el grupo I y la quinta persona del grupo 3 esta 
dado por 
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r|||l|j||li 


TEOREMA 2 



íSs = + J5 + + M 2Î^S? + U 2 «Ai? 

= 1 . 1+0 0 + 0 0+1 • 1+0 0 +1 0*2 


Ahora se catciila. 


Matri/ de contacto indirecto. Primero y tercer grupos 

r 0 0 0 2 0 1 
10 2 0 2 
L " Alì " 1001 I 
v 0 0 2 0 l ; 

Oberve que sólo la segunda pcrsona en el grupo 3 no tiene contactos indírectos con la 
enl'crmedad. La quinta pcrsona de este grupo tiene 2+1 + 1 - 4 contactos indirectos. 


Sc ha visto quc las matrices. en gcneral. no conmutan. bl síguicnte teorema muestra 
que la ley asociativa si se cumple. 




Le> asociativa para la mnltiplicaciún dc matrices Sea A * («„) una matriz dc n 
x m, R - (l> 0 ) una matriz de m * p v C - (tí„) una matriz dc p x q. Entonces la ley 

asociativa 


I fw ll ! i r'vfí 1 :\ï l\i n r '' i r' r ' 1 

mÊÈÊmlÈ 


M 


iiiìMiii à, 


A(BO - ( AB)C 



sccutnple y ABC. definida por cualquicradc los lados de la ecuación (5), es unu matriz 

♦ 




dcnxf 




La prueba de cste teorema no es dificil. pcrn es algo tediosa. Se desarrolla mcjor 
usando la notación de sumatoria. Por esta razón se dificre hasta cl final de esta sccción. 

De aqui en adelante se escrihirá el produclo dc tres matrices simplcmente como 
ABC. Se puedc hacer esto porquc (AB)C = A(BC): enlonces se ohticnc la misma 
respucsta indcpcndicntcmente dc cómo sc llcvc a cabo la multiplicaciôn tsicmprc \ 
cuando no sc conmutc ninguna de las matrices). 

La ley asociativa se puede extendcr a productos de mâs matrices. Por ejemplo. 
suponga que AB. RCy CD cstán dcfinidas. F.ntonces 


ARCD = A(BlCD)) = ((AB)C)D ~ A(BC)D = ( Atì)(CD) 


( 6 ) 


Fxistchtt^/^9fQ<iXVi9Lb)il<)gspQtí.C0«ntiplicaciôn de mainces 
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Las demostracioncs están dadas a) tìnjil de la secciòn. 


Multiplicaciún dc matrices como una combinación lineal 
de las columnas de A 

Sea .-I unn mntriz de m * n y x un vector de n • 1. ('onsidere el producto 


u ll U I2 ... d l« 


(t 

•*l 


u ll‘ r i + “iî r l + • • + 

(, 1\ a 22 ••• 



zr 

u :i r i 4 a n x i + • • ♦ a i* x n 

• » • 

• • • 

• • • 




f ■* » 

• • • 

"~l a ml •• a m* 


w 


««»l r i ’ a ml v l + • • • + (l »m 


.tx =.t. 


/ \ 
«11 




í«uì 

«:i 

+ x 2 

U 22 

4* • • • -f X 

a lti 




* 


• 


• 



lím. 1 


mj) 


a mii 


<•») 



'«ii 


«i: 

Obscrvcquc c, - 

«:i 

es la prirnera columna de A. c 2 - 

Ojj 




««3 

de .■(. y asi sucesivamentc. Entonces (9) se puede escribir como 



.•íx = .x,c l +x J c ; + .-.+.t^„ 



es In segunda columnn 


( 10 ) 


I I lado derecho de la expresión (10) se llamn comhinación lineal de los vcctorcs c, c,. 

... c„. Las comhinaciones lineales se estudiarnn con dctallc en la secciòn 4.4. Aqiii 
simplemente se nbserva cl siguiente hecho útil: 


Ll producto de la tnatriz A de m -* n y el vector columna x es una combinaciòn 
lineal de las columnas dc A. 


tTtt p' ^ / li a i cuva l .b l uyspo t . co ffî 
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FJEMPLO 7 


Suponga ahora que B es una mairiz de n x p. Sea (’ = AB y sea c ( la primcra columma 
dc C. Entonces 



M 


a ll^ll + "12*21 + •• •+ 

c, - 

c 2i 

s 

«31*11 + *21 + ••■•+ a ìn^,i\ 


• 


* • 


L 'm\ 

v J 


a ml*ll + a m-^21 H -- 



M 


M 


a l.' 


a 21 

+ ^’l 

U 22 

+ ---+fr„, 

a ÌK 


a ml 

V m, J 


a «’ 

, "■) 


a m„ 


es igual a la combinación lineal de las coluinnas de A. Como csto se cumple para todas 
las columnas de (' = AB. se ve que 


Cada columna del producto AB es una combinación lineal de ias columnas de A. 


Cómo escribir las columnas de AB como combinación lincal dc las columnns deA 

Sean 


Entonces AB = 


(-3 -I5Ì 
10 26 
13 32 


( I -2* 

2 4 

3 5 


Ahora bien 


**(í 1) 


( 


'1 



10 

= 1 

1 

2 

+ 2 

4 



3 

v > 


s 

y J 


= una combinación lineal de las columnas de A. 


Í- |5 1 

26 

= -1 

rn 

2 

+ 7 

r _2’ 

4 

32 J 


3 


l 5 J 


= una combinaciòn lineal de las columnas de A. 


Multiplicación de matrices por bloques 

Lxistcn situaciones en las que es convenicntc manejar las matriccs como bloques de 
matrices más pequcrtas. Ilamadas suhmatrices. y después multiplicar bloque por bloque 
en lugar de componente por componentc. Resulta que la multiplicación en bloques es 
muy similar a la multiplicación normal de matrices. 
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EJFMPIO 8 


Multíplicación p«r hluques C'on_sidere el producto 


Hl lector debe 
cstas matrices 


AD = 


1 -I 2 

2 0 4 
I I 2 

-2 3 5 



4 l' 
-I 0 
2 I 


verilìcar que esle producto esté definido. Ahor.i sc hacc 
mediante líneas punteadas. 


una partîciôn dc 


1 -I | 2 4' 


' 1 4 | 3 




2 0|45 


2 -1 | 0 


' C | í) 

r G H 

1 M2-3 

•2 3 | 5 oj 


-32|| 
f 0 l| 2j 


E 1 

H * 


Existen otras maneras de formar la partición. En este caso C = I 1 -1 K - 1 

[2 0/ [2/ 

etcelera. Ahora. suponiendo quc todos los produclos y la.s sumas de matrices e.stan 
dchnidos, sc puede multiplicnr normalmente pant obtener 


Ahora 



CG + IX) \ CH + ÙK 

-I- 

, EG + FJ F.H + / A , 



EH+FK=[~ X ) 

El lec,or debe vcri,ìcar <l« CH + DK = ' 2 l j y F.G + F./=| “| _ Jj de mancra que 


f ■ . 

' -7 

13 

I3'l 

CG + DJ | C7/ + DK 

-10 

21 1 

20 

EG + FJ EH + FK 

v 

-3 

4 i 

-1 
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Ésta es la misma respuesta que se obticne si sc mulliplica AB dircctamente. ♦ 

C'uando se hace una partición de dos matriccs y. como en el ejemplo 8. todos los 
productos de submatriccs estân defmidos. entonccs sc dice que la partición es confor- 
mante. 


EJEMPLO l ) 


Snlución 


DOS matrices quc son conmutativas Suponga que las matriccs.-I y B son cuadradas 

y que se hacen particiones conformantcs dc C~ ’ý | y D ~ \ (f / | Muestrc que ( 

y l) son conmutativas. Aquí O dcnota la tnatriz cero e /es una matri/cuadrada que tiene 
ia propicdad de que Al - IA - A siemprc quc estos productos estén defìnidos (vea la 


página 99). 


CD = 


(I A\(l B)(r-+AO 

l v c; /j[í> l) [p.i + i'O 


IB + Al W/ 
O B< 


en donde / * = / /. De igual manera 


DC = 


I B\(i .4\_(l 2 +B O 

o /J[o /J [o i+i o 


IA + Bl\_( I 
O-A+t 1 ) U/ 


H + A\ 

I J 


A + B 

' J 


Como B + A=A + B. CD =- DC. es decir. las matrices son conmutativas. 


♦ 


Para poder probar los teoremas 2 y 3 y para estudiar muehas otras partes del material 
de este libro es neccsario usar la notución Jcsumutoría. Si cl lector no está familiari/ado 
con ellu. siga leyendo. De otra manera puede ir directamente a las dcmostraciones de 
los teoremas 2 y 3. 


Signo de 
sumatoria 

Ìndice dela suma 


La notación con Z 

Una suma se puede excribirt de la siguientc manera. si N > M 


a M + <*«►! + a W2 + ,,, + u .V*X a ‘ 


que se lec “suma de los términos u*cuando cl valor de k va de Af a A r . Fn este contexto 
v se Hama signo de sumutoria y k se conocc como indicc de la suma. 


t Pl nutcmilico soi/o UonhwU Hulcr (1707-178.1) luc cl primcro cn u<ar la lcrra prjcw î. (s.gma) p.wa dcnotar 

http://harcoval.blogspot.com 


16 Pr«iiA.tu» vtxlorul V nulrlojl 73 


EJEMPLO 10 Interpretación de la notaciôn dc sumatoria Hxtienda la sunm i; , h Á . 
Solución Comenzando con k = I y terminando con k - 5. se ohtiene 

= />| + b; + + />4 + /» t 

*-! 


EJEMPLO 11 Intcrprctación ric la notaciôn dc sumatoria Uxticnda la suma 
Solución Comenzando cn k - 3 > terminando en /L = 6. se obtiene 

6 

X C ‘ - C J + t'4 + C < c 6 ♦ 

4-3 

LJEMPLO 12 Intcrprctación dc la notaciòn dc sumatoria Calcule V- k : 

Solución En este caso u k - k\ y k va de -2 a 3, 

3 

£k' =( ^J’ + I-I^ + ÍO)^ t J + 2 J + 3 J 

_ J 

= 4 + 1 + 0 + 1 + 4 + 9=19 ♦ 

\ola. Como en eî ejempio 12. el indice de la sutnatoria puede tomur valores enteros 
negutivos o cero. 


FJEMPLO 13 Cómo cscrihir una surna usundo la nolación dc sumatoria F.scriba la suma S t = I 
2+3-4+5-6-7-X asando el signo dc sumatoria. 

Solución Como I = (-1-2 = (-1 ^ ■ 2.3 - < l)‘ 3.setiene 


S% = L 

4-1 


EJEMPLO 14 Cómo cseribir d producto cscalar usando la uoluciòn de sumatoria I a ecuaeión 
(I) para el producto escalar se puede escribir de mancra compacta usundo la notación 
de sumatoria: 


Solución 


O 

a b = c4jA»| + a : b 2 + + ajb n = V ( // ( 
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La fórmula (4) para la componente ij del producto AB se pucde escribir 



La notación de sumalorìa tiene propiedades ûtiles. Por ejemplo, 

H 

£ ca k = ca, + ca^ + ca 3 + • • • + ca n 
t-i 

= c(û| + Uj + tij + + a„) = c V 

*>t 

A continuación se resumen éste y otros hcchos. 



Las pruebas de estos hechos se dejan como ejercicios (vea los problemas 87 al 89). 
Ahora se usará la notación de sumatoria para probar las leyes asociativa y dis- 
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Demostración Ley usociativa Comoví es de n x m y B cs dc m x p, AB es de n x p. Lntonces (ABH.' 

de los a (n'</))x(/)x q) es una matriz de n x q. De mancra similar, BC cs dc m x <7 y .-1(50 
leoremas 2 y 3 es de /1 x q dc manera que (.4B)C y A{BC) son ambas del mismo tnmafto. Debe 
demostrarse quc la componente ij dc (AB)C es igual a la componentc 1 / de A(BC). Si 
se defîne D = (ci^) = A B. entonces 

ile(E4 

I . 

d \i ~ £ 

»x| 

l,a componente i/ de (AB)C = DC es 


£«*-1 

J*l t-ì 


z a lkbld 


A-l 


m p 


c 0 * Z E ««1*«^ 

, t* I M 


Ahora se define E - (ej « BC. Entonees 


r 

e V m Y. b n c ii 

hi 

y la componente ij de A(BC) » AE cs 


Itt m ft 

E a » e ii*ZZ a * h a c u 

A« | Atr | 4.i | 

Asi, 1a componente ij dc (AB)C es igual a la componentc ij dc A(BC). Esto dcrnucstra 
la ley asociativa. ♦ 


Leyes distributivas Se dcmuestra la primera ley distributiva |ecuación (7)]. La 
dcmostración de la segunda (ccuación ( 8 )) es prácticamcntc idéntiea y por lo mismo 
se omite. Sca A una matriz de n * m y scan B y C matrices de m * p. Lntonces la 
componente k/ dc B + C es y la compcmcntc ij dc A(B + C) es 

IÌ¥IU3 

•» I m m 

Z. f c y) 3 Z a A^it + E a * c m ~ componente ij dc 'AB más 

*»l i-l A»l 

la cotnponcnie ij de AC y esto dcmuestra la ecuación (7). ♦ 
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Arthur Cayley y el álgebra de matrices 


- El matemático inglcs Arthur Cayley (1821-1895) desarrolló. en 1857, el 

álgebra de matrices. cs decir. las reglas quc indican cómo se suman y 
multiplican las matrices. Caylcy nació en Richmond. en Surre> (cerca dc 
Londres) y fue educado en cl Trinity Collcge. Cambridge. donde se graduó 
en 1842. En esc aito obtuvo el primer lugar en la dificil prueba para cl 
premio Smith. Durante un periodo de varios aftos estudió y ejerció la ca- 
/ rrera de leyes, pcro nunca dcjò que su pràctica en la abogacia interfiricra 

] con su trabajo cn matemáticas. Siendo estudiante de la barra viajó a Dublin 

y asistiô a ias conferencias de Hamilton sobre cuatemiones. Cuando sc cs- 

H tableció la cáícdra Sadlerian en Cambridge en 1863. Ic ofrccicron cl puesto 
a Caylcy v 61 lo aceptó, renunciando a un lucrativo futuro como abogado 
por la moílcsta remuneración de la vida académica. Pcm fue cntonces que 
pudo dedicar todo su ticmpo a las matemáticas. 

Cayley està clasificado como el tercer matcmâtico más pralifico cn la 
historia; lo sobrepasan sólo Euler y Cauchy. Comenzò a publicar sicndo 
todavía cstudiante de la Universidad en Cambridgc. durantc sus artos de 
abogado publicó entrc 200 y 300 articulos y continuó su cppioso trabajo cl resto de 
su larga vida. La colccción masiva Collucted Matltemalìcal Pajyers dc Cayicy contiene 
966 articulos y consta de 13 grandcs volúmcnes con un promedio dc 600 páginas por 
volumcn. Casi no cxistc un àrea dentro de las matcmáticas puras que el genio dc 
Cayicy no haya estudiado y enriquccido. 

Adcmás de desarrollar la tcoría de matriccs. Cayley t'uc pioncro en sus contribu- 
cioncs a la geometria analitica. la teoria dc dctcrminantcs. la geometria de n dirnen- 
sioncs. la tcoria de curvas v superficies. el estudio dc formas binarias, la tcoria de 
funciones clipticas y el desarrollo de la teoria dc invariantes. 

E1 cstilo matemáîico dc Cay lev 1 refleja su fonnación lcgal ya que sus articulos son 
sevcras. directos. metódicos y claros. Poscía una memoria fenomenal y parecia nunca 
olvidar nada que hubiera visto o leido una vez. Posela además un tempcramenlo sin- 
gularmente sereno. calmado y amablc. Se le llamaba “el matemático dc los matcmá- 
ticos”. 

Cayley desarrolló una avidcz poco común por la lectura de novelas. Las leia 
mientras viajaba. mientras cspcraba quc una jurtta comenzara v cn cualquier momento 
que se prescntara. Durantc su vida leyó miles de novelas. no sólo cn inglcs, sino 
tnmbién en griego, francés, alcmán c italiano. Disfrutaba mucho pintar. cn espccial 
acuarela y mostraba un marcado talcnto como acuarelisia. Tambicn cra un cstudiante 
apasionado dc la botânica y la naturaleza en general. 

Caylcy cra, en cl verdadcro sentldo de la tradición inglesa, un aipinista amateur 
e hizo viajes frectientes al Contincntc para realizar caminatas y cscalar niontailas. 
Cuenta la historia quc dccia quc la razón por la que sc unió al alpinismo fue que. 


Arthur Caylc>' 
(Llbrary n/ 
Congress) 
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Qunquc sentia que el ascenso cra arduo y cansado, la gloriosa sensación de fcltcîdad 
que lograba cuando conquistaba una cima era como !a quc experimentaha cuando 
resolvía un probiema difïcil de matemáticas o cuando completaba una teoría matemá- 
tica intrincada, y lc era mds sencillo lograr esta scnsaciûn escalando. 

L as matrices surgieron con Caylcy. rclacionadas con las transformacioncs lineales 
del tipo 

x’ = ax + by 
/~cx+dy 

donde a, b, c, d son números reales, y dondc pucde pcnsarsc que son funcioncs que 
convierten al vector (y. y) en el vector (x'.y). Las transformaciones se estudiarán con 
detalle en el capítulo 5. En este momento se observa que la transformaciôn (17) está 
completamente dctcrminada por los cuatro cocfìcientes a. b, c,dy por lo tanto pucden 
simbolizarse por el arreglo matricial cuadrado 

(a /ri 

[c dj 

al quc se ha dado el nombrc de matriz dc 2 x 2. Como dos transformactones del tipo 
dc (17) son idénîicas si y sólo si tienen los mismos coeficientcs, Cayley dcftnió que 
dos matrices 


(a b i 

U d ) 



eran igualcssi y sòlo Ha = e,b=fc=gyd =h. 

Ahora suponga que la transfonmación (17) va seguida de la transformación 


Entonces 



f => ex’ + jy 

y" = gx' + hy' 

x" = c(ax + by) + f(cx + dy) ~ (ea + fc)x + (eh + fd\y 
y" - g(ax + by) + h(cx + dy) = (ga + hc)x + (gb + hd)y 


( 18 ) 


Esto Hevó a Caylcv a la siguientc dctinición para el producto de dos matrices: 


e / | í a b\í ea +fc eb + fd j 
S h/[c dj 4 /x gh + hJj 


que cs. por supucsto. un caso cspecial de la defînición general del produeto dc matri- 
ccs que se dio en la púgina 64. 

Es intcresante observar còmo cn matemáticas, observaciones muy sencillas, pue- 
dcn llcvara delìniciones y tcoremas importantes. 
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PROBLEMAS 


1.6 


Autoevali 

I. ,'Cudl 






î.lcsigual alnûmerode 
producuí^l/i si sc multiplicu ta matru 

NHi 


las matricej /I y tì si AB cs un vcctor 


: scr igual nl niimcfa dc coli 




dc 


1111 y11 y 

el producto AH cs cicrta si 

el resulttda tendrá clnco columnas. 

' t matriz cuadrada 
cinco renglones. 
retiglones 


mntri/ 




En los problcmas I al 7 calcule cl producto cscalar dc los dos vcclorcs 


2' fo' 
I. 3;0 

W l 4 



5. (a, h), (i . d) 


7. 4.5); <-1.-3. 4. 5) 


2. (1.2,-1.0); (3.-7.4.-2) 

4. (8.3.1); (7.-4.3) 


í*ì 


y 

> 

9 

- 





8. Sca a un n-vcctor. Prucbc quc a u 0. 

9. Encucntrc las condicioncs sobrc un vcctor a tales que a a - 0. 


Respuestas a la autoevaluación 
I. d II. a III. a IV. d 
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Fn Ins prnhlcrnas 10 al 14 reaiicc las nperacioncs indicadas con a 

f 4 Ì 

c -l . 

5 


10. (2a) (3b) 

13. (2bi (3c - 5a) 


II. a (b + c) 

14. (a- c) • (3b- 4a) 




12. c (a b) 


En los problcmas 15 al 29 realiee los cálculos índicados. 

is - (-;;)(;;) “• (ï i)(i;) (i -:)(-;;) 

-1 ì: íl+ìll'îl - + 

HHM 4 ii| 1 î] 


2 -3 5] I 4 h' 

24. | 0 6 -2 3 5 

2 3 1 10 4 


25. (1 4 0 2; J 4 


; • , . 1 3 -2 1ÏÏI 0 0 

26. 4 „ 3 0 27. 4 0 6 0 1 0 

^ 5 19(001 


’l 0 0Ì [3 -2 I 

28. 0 I 0 4 0 6 

,0015 |i) 


(tl h c | M 0 0 

29. \d c /10 I 0 


M W | V U . 

V h j 0 0 I h-J.**** 


dnndc <». b. c. d. c.j. g, 
h.j. son numerns rcnlcs 


30. Encucntre una matri/ .4 = (" * tal que I j ’ j - | " | 

*3I. Scan a,.. tr |N <»,, y u : , númcros rcalcs dados tales quc * 0. 


tncuentre los númcros/> u . A,,. A ;l y A : . talcs quc 11 !' l: I 

l rt :i I,” •) 

32. \erifique la ley asociativa para la multiplicaciôn de las matricc5.1 * " 1 4 I. 

I 0 6) 


101] I 6 

I 2 y < > I 
3 -2 0 0 5 
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VECTORES 

ORTOGONALES 


33. Igual quc cn cl cjcmplo 6. suponga que un grupo dc pcrsonas Ku contraido una cnfcrmcdad 
contagiosa. Bstas personas tiencn contacto con un segundo grupo que r u su vcz. tiene 

'l 0 1 0\ 

contacto con un tcrccr urupo. Sì A - 0 I I 01 

10 0 1, 

contagioso y los rnientbros dcl çrupo 2. y si 


reprcsenta los contactos entre cl gmpo 


'l 0 I 0 0' 
l) 0 0 I 0 
I 10 0 0 
,00101 


rcpresenta los contactos entrc los grupos 2 v 3. a) / C uántas personas hay en cada grupo n 
b) Encucntre la matri/ dc contactos indirectos cntrc los grupos I y 3. 


34. Conteste las preguntas del problcma 33 para .-) 


J\ 0 I I 0] 

(() 1 0 I IJ' 


B = 


'I 0 0 0 0 0 l' 

0 I 0 I 0 0 0 

I I 0 0 I I I 

0 0 0 1 10 1 

0 10 0 0 0 0 


Se dice quc dos vcctores a y b son ortogonales si a • b = 0. En los problemas 35 al 39 
determine cuálcs pares de vectores son ortogonalcs+. 


35. 








38. (1.0. 1.0); (0, 1.0. I) 


(a) 


(a) 

0 


j 

b 

♦ 

0 

0 


t 






í 0 


V 

37. 

4 

l- 7 J 

* 

3 

■) 

\ ) 


40. Dctermine cl númcro « tal que (I. -2.3. 5) es ortogonal a (-4.«. 6. I). 


41. Dctcrmine todos los nûmeros u y |t tales quc los vectorcs 


' r 


í 4 Ì 

-a 


5 

2 

y 

-2(4 

. T 


l V 


son ortogonalcs. 


42. Demucstrc el tcorema I usando la definición dc producto escalar 
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43. I n fabricante de joycria sobre díseno ticnc órdcncs por dos anillos. ttcs parcs dc aretes. 
ctnco prcndcdorcs y un collar. El fabricanlc cstima quc lc lleva I hora dc mano dc obra 
haccr un tuiillo. I i horas haccr un par dc aretcs. i hora un prcndcdor y 2 horas un collar 

a. Fxprcsc las órdcncs dcl fabricnnte como un vector rcnglón. 

b. txprese los rcqucrimicntos cn horas para los distintos ttpos de joyas como un vector 
columna. 

c. I lilice cl producto cscalar para calcular el númcro total dc horas quc requcrirá para 
terminar las órdenes 

44. Ln turista rcurcso de un viaje por Furopa con moneda cxtranjera dc las smuientcs 
dcnominacioncs: 1000 cheiincs austriacos. 20 libras inglesas. 100 francos franccscs. 5000 
liras italianns v 50 marcos alemancs. En dólarcs, un chclin valía S0.055. la libra Sl 80, cl 
franco S0.20. la lira S0.00I y cl marco S0.40. 

ii. Exprese la cantidad dc cada tipo dc moncda por medio de un vcctor rcnelón 

b. F.xprcsc d valor de cnda tipo dc moncda cn dólures por medio de un vcctor colunuta 

c. I tilice cl producto cscalar para calcular cuántos dólorcs valia cl dinero cxtranjcro del 
turista. 

45. l'na cotttpaflia paga un salario a sus ejccutivos y les da un porcentajc de sus acctones como 
un bono anual El aflo pasado cl prcsidente de la compaflia recibiô S80 000 y 50 accioncs. 
sc pagó a cada uno dc los vicepresidcntcs S45 000 y 20 accioncs y cl tcsorcro recibió 
S40 000 y 10 acctones 

a. Exprese los pagos a los cjccutivos cn dmero y acciones como una matriz de 2 ■ 3. 

I>. I: xprcse cl núrncro dc cjccutivos de cada nivel conm un vcctor columna. 
c. Utilicc la multiplicaciôn dc matrices para calcular la cantidad total de dmcroy el númcro 
total dc acciones quc pagó la cornpafiia a los ejecutivos cl ano pasado. 

46. La siguientc labla conticne \ enlas. utilidades brutiis por unidnd y los impucstos por unidad 
sobre las vcntas dc una compaflla grandc 



l'mducto 


Mo 

Articulo vcndido 

1 II III 

Articulo 

Utilhlad unilnrtu 
lcn cicntos dc dôlarcs) 

Impurvtio unitarins 
(cn cicntov dc dólares) 

Fncru 

4 2 

20 

1 

J.S 

1.5 

fcbrcru 

6 1 

0 

II 

2.75 

2 

Mur/u 

5 3 

12 

IU 

1.5 

n.b 

Xbril 

8 2.5 

20 





Fncucntre una matri/ quc mucstrc la utiiidadcs y los impuestos lolnlcs para cada mcs. 

47. Sea .1 una matrlz cuadrada Entonces I- se dcfínc sinipiemente como .1.1. Calcuie 



48. Calculc l : si I 


fl -2 

2 4 ) 

I I 
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49. Calculc.4 ’ si .4 » 

50. Cnlcule I 1 - 4' -l J y .4' donde 

0 1 0 0 
0 0 I 0 
0 0 0 1 
,0 0 0 0 , 

51. Calculc -l : A' A* y A‘ dondc 

0 I 0 0 0' 

0 0 10 0 
. 4 = 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 I 

,0 0 0 0 0 

52. Unn malríz I dc // x n ticnc la propiedad de que Ifí es la mntrrz ccro para cualquicr matriz 
fí de n x n. Pruebe quc A cs In matriz ccro. 

53. L'na matriz dc prohahflidadrs es una matrizcuadrada quc ticnc dos propicdndcs: i i todos 
sus clcmcntos son no negativos (2 0) y ii I la suma de los elemenios en cada renglón cs I 
Las siguicntcs son mntriccs dc probabilidadcs: 

'ì i n fl l t. 

M í > Q a 0 1 0 

0 0 1 T ï T 

V V v‘ • V 

Prucbc quc PQ cs una tnatriz de probabilidades. 

*54. Sea P una matriz dc probabilidadcs. Pruebe que P'■ es una matriz dc probabilidadcs. 

**55. Sean P y Q dos matriccs dc probabilidadcs dcl mismo tamarto. Pruebc quc i'Q es una mntriz 
de probabilidadcs. 

56. Pruebe la fórmula (6) usando la lcy asociativa [ecuación (5>) 

*57. Lln tomco de tenis se puede organizar dc la siguiente manera. Cada uno dc los n tcnistas 
jucga contra todos los dctnâs y sc registran los resultados cn una matriz K dc n * n dc la 
siguicnte manera: 

I I si el tcnista ì lc gana ul tcnLsta j 
t) si el tcnísta / picrdc contra cl tcmstu / 
tl si / = j 

Dcspués sc asigna al tcnistn / la catificación 
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a. Para un tomco entrc cuatro tcnistas 

'0 1 0 o' 

u 0 » I t 

K 10 0 0 

J 0 I 0 

Clasitìque a los tenistas scgun sus calificacioncs. 

I». Intcrprctc el signifìcado dc la calificación. 

58. Sea O una matri/ ccro dc rn • n \ sca .1 una matriz n • p, Dcrnucstrc quc OA O t , dondc 
O t cs la matri/. ccro dc m « p, 

59. Verifique la ley distnbuttva [ecuacion (7l) para las matnccs 



1 1 

' 2 f 


-1 2 

4 = 

1 • 4 H - 

Ì3 -1 0j 

-1 4 
. 6 

C = 

3 7 

4 


Hn los problcmas 60 al 64 multiplique las matriccs usando los hloquc» mdtcados 



’ 2 3 | 15' 

f 

60. 

0 l|-42 



3 1 I 6 4 

\ 


1 0 | -1 1 

/ 


2 l|-34 


62. 

-|- 



-2 1 | 46 



k 0 2 | 3 5 



4 


1 1 

0 



— 

61. 

6 

3 


- - 

5 


k - / 


(3 


I • 5) 


2 4 | I 6 

3 0 | -2 5 


2 I ! -I 0 

-2 -4 | I 3 ) 


(»3. 


i 

0 

0 

0 ' 


/ 

e 

f 

0 

0> 


1 

o 1 


3 

l' 


0 

1 

0 

0 


Jî 

* 

-- 

0 

0 

64. 

0 

t 1 

5 


6 


0 

0 

a 

b 


0 

0 

1 

0 


0 

o 1 

1 

2 

4 


V 0 

0 

c 

d J 


0 

0 

0 

1 


, 0 

0 ! 

2 

I 

3j 



-I I 4 
0 4 -3 


I 0 0 

0 I 0 

0 0 I, 


65. Sea.4 = (/. y). Si sc hace una parttciôn conformantc de .4 v /i, dcmuestrc 

que .4 > li conmutan Para csto / csta dcfinída en el ejctnplo 9. 

En los problemas 66 al 73 cvalúe las sumas dadas. 


4 

66. V 2k 

67. ỳ,‘ 

68. £t 

69. X '* 

M 

1 • 1 


l-î 

70. V — 

ír i+í 

*-±Ì„ 

i■ , i . 
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En los poblcmas 74 al 86 escriba cada suma usando la notación de sumatoria. 

74. I +2 + 4-8f|6 75. 1 - .î-9-27 + 81-243 

., 2 3 4 5 6 7 /i 

76. - + + - 

3 4 5 6 7 8 „ * 1 


77. I +2'- * 3 1 ' -4 1 * • 5 ’+ •-• + «■ 

78. I +.e’+**+.**+.r ,: +x l5 +x"+jr' 

79. _ 1 + i_J_ + ±__L + J__JL.l_i + l 

a ir a’ a* a s if a 1 o* a* 

80. 1 3 + 3 5 + 5 7 + 7 9 + 911 + 11 13 + 13 • 15 + 15 17 

81. 2 : • 4 • 3 J ■ 6 + 4 : 8-5* 10 + ó 5 • 12+7 } 14 


82. a n + o l: + a n + u,, + o r + Oy 

83. a ,,+«,,+ a Jt + + <!,. 

84. <;,, + 0 ^+ 0 ^,+ a u + a }i + <;,, + tt, t + u, 4 + o 4l + o 43 + <; 4! + a u 

85. + + <!,,/•,j + u, 4 6 4 , + </,,6,, 

86. ,, + + ii ;i 6,,f,, + <ì,,6, 4 <* 4 , 

r * °n^ii l 'x‘ + ,) n^u c » + ^ii'-V 

+ «.,/>„<•„ + a u b, ; c„ + <i,,6 lt c„ + <i 3 A 4 t 4 < 

87. Prucbc ia fòrmula (14) cxtcndicndo los términos de 


S <"* r 6 í) 

4-.W 


88. Pruebc la fórmula 1 15). 

n 

ISugerencia Utilicc 1 13) parn dcmostrar quc 1 (-<;.) 

<-w 


89. Pruebc la fòrmula (16) 


-1«, 

<-*r 


Dcspucs use i I4).J 


B manejo de calculadora 

La multiplicación dc matriccs <de la que el producto escalar es un caso especial) sc pucdc rcnliznr 
con facilidad tanto en la TI-85 como cn In CASIO fx-7700 GB. 

TI-85 

Ksto se puede hacer dc dos maneras sencillas. Si las matrices .4 y li cstán ya en la calculadora. 
cntonces sc opnmc la sccuencia de teclas 

/\LPHA | j\J [ x [ [ AI.PHA j B [ ENTER 

y se obliene el producto 18 en la pantalla. 

Si ei producto no esiá definido. la calculadorn dcplcgarà cl mcnsojc 
F.RROR I4LTNDF.FINED 
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Dc otra mancra. se puede simplemcnte introducir las matrices l'or ejemplo, 
l[l.2]t3.-l]][[5 t 6j|7.8]) 


ENTF.R 


da como resultado [[19 22]] 
[43 50]] 


MODE 


CASIO fx-7700 GB 

Sc introduccn las matriccs t y tì, Dcspuês se presiona 
producto cstá indctlnido sc dcsplegarú cl mensajc Dim ERROR 

tn los problemas 90 al 92 utilicc una calculadoni para obtener cada producto 


R F5~| . Si el 



1.23 

4 69 

5.2 r 

9 61 

-2.3«' 

9«. 

-1.08 

6.28 

-3.96 

-5.31 

8.57 

-4-27J 

-8.06 

2.67 

0.69 

-5.23 


91. 


92. 


f125 216 4193 
383 516 237 
209 855 601 
(403 237 506 J 

r 23.2 56.3 19.6 -3| 4 

18.9 -9.6 17 4 51.2 

30.8 -|7.9 -14.4 28 6 



'73 

36' 


:i 

28 


49 

67 


V 

/ 



-0.071 

0.068 1 


0.051 

-0 023 


-0.0 II 

-0.082 


0.053 

0.065, 


'0.112 

0.3U4 

0 081 

0.503 

0.263 

0.015 

0,629 

0.093 

0,402 

0.168 

0039 

0 391 

0.355 

0.409 

0.006 

0.230 


93. Fn cl problema 55 sc lc pidió que demostrara que el producto dc dos matriccs de 
probabilidadcs cs una matriz dc probabilidad. Sea 

'0.23 0.16 0.57 0.04) 

„ = 0 15 0.09 0 34 0 42 
0.66 0 22 0 11 0.01 
,0.07 0.51 0.20 0.22 

a. Muestre quc tì y Q son matrices de probabilidades 

b. Calcule f’Q y muestrc quc cs una matriz dc probabílidadcs 

94. Sea.4 | ( ' ( ’j Calcule.4 3 . A\A'\A K y .4"”. 

[SHffenrnaa en la TI-85. .4 A /j calculara 4" para 0 < n s 255; cn la CASIO fx-7700 GB. 


MODE 


dcbc introducirse .1 a ln memoria .4 v a la memoria B. Despues sc oprime 

I—lí-1 , C___J 

11 1 F5 y .1- se desplcgará cn la mcmoria C. Sc oprime FI y ,4 3 pasa a la mcmoria 


.4 Después cl producto Afì da como rcsultado A‘B - .4’. y asi sucesivamentc. Dc otra 
manera, se almaccna I 3 cn B tambicn y AB da como rcsultado. t ; .4 : ■ , 4 4 .] 

T / 

h ; 


95. Sca .4 


a 
0 

0 0 C 


Con basc en los calculos dcl problcma 94. adivinc la forma de las 
componentes de la diagonal de .4". Aqui. x. x y r denotan númcros rcalcs. 
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MATLAB 1.6 

Infiirnuuiòn de MATiAB 
I na matriz producto. 1 B sc fomta mcdiantc A * B, 

t 'na potencin entcm de una matri/. .1", sc cncuentra con A 'n, donde n tiene un valor asignado 
prcviamente 

Se repiten algunos eomandos bàsicos para generar matrices alcatorias: para una matriz 
alcatoriade n x m con elementos entre l v c, A = c*(2*rnndtn.mi-l); para una matriz aleatoria 
de n * m con clementos enteros entre c y c. tí = round(c*(2*rand(n.m>-l)). Paru gcnerar 
matriecs con clcmcntos complcjos, sc gcncran I \ B como se acaba de índicar > se hace C = 
\ + i*B. Si un problcma píde que sc gcnercn matriccs aleatorias con cicrtos clcmentos. gcncre 
matrices tanto rcalcs como complcjas 

1. Introduzca cualesquiera dos matnccs A dc 3 * -I y H de 4 ■ 2. Encuenue V*H v B*A. 
romcntc sobrc los rcsultados. 

2. Gcncrc dos matrices alcatoriíis. I y H. con elementos entre -10 y 10. Encuentre 1/1 y II. I. 
Rcpiu el procesn para al menos síetc pares dc matriccs A y B. ( -.Cuútit»»s parcs satisfaccn 
I H li. i'! iQuè pucdc concluir sobrc la probabilidad dc quc AB - B.M 

3. Introdu/ca las matrices A. B. \ > z siguientes. 



'2 9 -23 0 


'341 


f_2 > 


r - 5 l 


0 4 -12 4 

b -» 

24 

z = 

3 

X ~ 

10 


7 5-|l 


15 


1 


2 


7 * -10 •» 






. 


a. Muestrc quc 1» = b v . !z = t) 

b. Con basc cn sus conocimientos de la inampulación aleehraica nominl. y usando los 
rcsultados del inciso a), ,.quê podria dccír que seria igual,-((x - vz). dondc \ cs cualquier 
cscalar? Prucbc su conduston calculando -px ■*• rz) para al mcnos cinco cscalnrcs ,t 
difcrcntcs, 

4. a. Generc dos matnces alcaiorias con clcmcntos cnteros. A \ tì. tales quc cl producto. Itì 

esté defmido. Modifiqtic tì de manera que tenga dos eolumnas igualcs. i Por cjcmplo. 
B<: 2 ) B(:3).) 

I». F.ncucntrc itì y vca sus columnas. ^Qué puede decir sobre las columnas dc Atì si tì 
ticnc dos columnas iguales7 

c. Pmebe su conclusión rcpiticndo las instrucciancs antcriores para otros tres parcs dc 
matrices.4 y tì. (No clija sólo matrices cuadradas.) 

il. ( ì.âptz v papct) Pmebe su conclusión usando la definiciûn dc multiplicaciòn dc 
matrices. 

5. Genere una matriz alcatoria A de 5 * 6 con clementos entre -10 y 10 > gencre un vector 
alcatorio \ dc 6 x I con elcnicntos cntrc -10 y 10. Encucntrc 

A*x — (x( 1 )* A(:.l) + •••+ \(m)*A(:.m)). 

Repita el proceso para otros parcs dc .-I y \. iQuc relaciôn tìene csto con la cxprcsión (10) 
de esta sección? 

6 . a. Sea -í ' * Suponga quc B j ^ 

Establczca cl sistema dcccuaciones. con incógnitas.r, a.x 4 . qucsurgeal h:»cer Atì tìA. 
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Nenlìquc quc el sisiema sca homogcnco con ttutnz dc coeficicntcs 

f » -c b 0' 

-h n - d 0 h 

c 0 d-a -c 

0 c -b 0 

l>. Para I J | . sc quicrc cncontrar unn matriz tí tal quc \H ÌÌA 


t. Introdu/ca la matri/ H anterior v obtcnga.r,. r„ x, > j , del sistcmn tiomogéneo con 
matri/ dc cocficicnus H Lxplique por qué ha> un numero infinito dc soluciones 
cori un valornrbitrario para unn vuriable. 

ii. Hncuentrc ranrrcfi Ri. s ) \ utilicc csto para elceir un valor p.im lu vanablc 
.irbitrana dc mancra que v, sca un entcro. Si está usando MATt.AB - 0. dc los 
comandos fnrmsit rat scguido dc rrcf(U). 


ni. 


Introdu/ca la mairiz tì = 



que rcsulta v vcritìquc quc IH 


BA. 


iv. Repita tli l parn otra cleccion de la variabìe arbítrana. 


c. 


Repita cl proccso .mierior para I 



d. Rcpita et proceso antcrior p.sra una matriz l de 2 x 2 de su clccción 


(lencrcun pardcmatricesnlcatoriiis .A y /tdc2 * 2conclcnicntoscmrc 10 y 10. Encucntrc 
C i I+/!)•> /> A : ~2lh i ll'■ ( omparer > D (cncucntrcf - Z>(. Gencte dox paras 
mas de matrices de 2 ■ 2 > rcpita lo anterior. Introduzca el parde matrices. I \ H, i*eiicradas 
con MATl ABencl problema 0 b) decsta scccióny cncuentrc (' - / >cumo .mtes lïitroduzca 
el par dc matriccs, I y H. generadas con MATLAH en el problcmn (> c i de esta seccion y 
cncucntrc < - />. Con esta cvidcncin, ,.que pucde concluir sobre la atirmucion t I + /I)-’ - 
A : - 2Atí t tí : 7 Pnicbc su condusión. 

8. u. lnuodu/ca A = rnumltI0.(2*ranil(6.5H)». DéE-|| I) ... > encucntre 

K-\ Sea f |U 0 I 0 0 0| y cncuentrc E*A. Dcscribu como se cumponc F.A de 
purtes dc I y la itiancra cn que esto dcpendc dc la posicion de los clementos in.uales a 
1 en lumatri/ L 

b. Sea E = |2 0 0 0 0 0|, cncucntre E« A. Sea E >» |(l 0 2 0 0 0|; encucntre 
E» A. Dcscriba cómo sc conipone Í.A de partes de .1 y la manera en que esto depcnde 
dc la posición dcl clemento 2 en la niatnz L. 

c. i. Sca E - 11 0 I 0 0 (l| > cncuentre t*A. Dcscriba coiiio sc compone F i dc 

partes dc I > la mancrn cn quc la rclación dependc dc la posicum de los eleinemos 
I cn la matriz £. 

ii. Sca E = |2 0 10 0 0| y cncuentrc E«A. Dcscriba còmo se compone /i t de 
partes de I y la mancra en qtic la relación dcpcndc de la posicion de los elcmcntos 
distintos dc ccro cn L. 

d. Suponga quc I cs una matnz de n x m y Ecs de I «. donde el Z-csimn elemcnto de 
F es iuual a alçún número/». Dc al > b), tormulc una conclusión sohre la relacion cntrc 
l y E.L Pruebe su conclusion generando una malri/ alcatoria f iparn algunu clcccion 
de n v m). formando dos matnces L difcrcntcs (para alguna clección de / \ p > 
encontrando F.A para cada /.. Repita csto paru otra matriz I. 

c. Supongu quc .-I es utia niutriz dc r. • m y t cs de I * «. donde el Z-esimo dcntcmo òe 
F cs igual a algtin númeru p y cly-csimo elemcnto de /•. es igual a aigun numero./ Dcl 
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inciso cì, formule una conclusión sobrc la rclación entre I y £.-1. Prucbc su conclusión 
gcnerando una matriz aleatoria I, formondo dos matnccs difcrcntes F de la forma 
descrita y cncontrando F.A para cada F. Repita lo antcrior piira otra matriz J. 

f. Suponea que .-I cs de n * m y que h es dc m x I. donde el A*ésimo elemcnto dc F es 
igual a algún numcro p > ely-csimo clcmento de /• es igual a algun número i/. C onsiderc 
IF. Rcalicc un experimcnto como cl antcrior para dcterminar una conclusión sobre la 
rclacidn cntre AF y A 

9. Matriz trlangular superior 

■i. Sean A y tí cualesquicra dos matrices aleatorias dc 3*3. sea l A - triu(A) >18- 
triu(B). El comando triu forma matrices tnangulares superiorcs. Encucntre l A*l B 
^Que propicdad ticne el producto? Repita para otros trcs parcs de matrices alcatorias 
dc n < /t. usando diferentcs valores de n. 

I». [Lâpteypapef) A partir dc sus observaciones escrìba una conclusion sobre el producto 
de dos matriccs trrangularcs supcriorcs. Pruebe su conclusión usando la defimción dc 
multiplicación de matrices. 

c. , Que concluirio sobre cl producto de dos matriccs triangulares infcriorcs ’ Pruebe su 
conclusión para al mcnos tres parcs dc matrices trianeulares infcriorcs {Suncrcncia 
l >se trilt A)y trill8)paragcncrarmatriccs triangularcs inferioresapartir dclasmatrices 
alcntorias A > /<.] 


10. Mutrices nilpotcntcs Sc dice que una matn/. I difcrentcde ccrocs nilpotente si existe 
un entcro * tal que t 1 0. bl Indice dc nilpotcncin sc dcfine cotno cl entero más pequeAo 
p3ra cl que A‘ : 0. 

a. Gcnereunamatrizaleatoria.4dc5* 5.ScaB triu(A,l).^.Quéformatìcnefl?Compare 
B : , B\ clcctcra; demuestrc quc B cs nilpotcntc > cncucntre su indicc dc nilp+'tencia 

b. Repita las instiuccioncs dcl ínciso a» para B = triut \,2). 

c. Genere una rnatri/ aleatoria .1 de 7 * 7 Repita los incisos a) > b) usandn esta .•( 

d. Con la cxperiencia adquirida en las partes a). b) y c» ty má> invcstigadón sobre cl 
comando B - triu(Aq). donde y cs un cntcroi, genere una matri/ (‘ dc 6 • 6 que sca 
nilpotcntc con un índicc de nìlpotcncia igual a 3. 

(a b\ (e f\ _ lac + hg af •* bh'' 

11. Matrices por bloqucs Si A = y H \ ^ \ ]. cntonccs .-lif - | ^ + ^ f/ * d ,,y 

Expliquc cuándo es cicrto cste patrón si < j . b,. . , h son matrices cn luuar dc números. 

Generc ocho matrices de 2 » 2. .1. B, C. D. E, F,GyH. EncuentTc A.\ = | A B; ( 
|)| v BB = |F F; C H| Encuentre AA«BB y compárela con K = |.\*E+B*C 
A*F+B*II; C'*E+D*C C»F+D*H| (esdecir.cncuentrc A\*BB -K * Repitaparu otri's 
dos conjuntos dc matrices A, tí.. , // 


12. Producto cxtcrior Gencrc ima matriz alctorìa. I de 3 * 4 s una matri/. aleatoria tí de 4 
» 5. Calculc 

(col I .IMrovv I B)>(col 2 .()(rovv 2 fí)+ +(col 4 Dtross 4 fí) 

y ctiqucte esta cxpresión como fì. Encucntre fì Atí. Describa la rclación cntre i 1 y Atí, 
Rcpita csto para una matriz aleaioria A dc tamario 5 * 5 y una matri/ aleatoria tí dc tamaAo 
5 * 6. (En cstc caso la suma para calculnr fì implica la suma de cinco productos. I 
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IJ. Mafriccs deconiacto Considere cuatro grupos de pcrsonas: cl ympo I eunsisie cn d I, 
12 y 13, el grupo 2 consistc cn 5 personas tì I a fì5. cl grupo 3 consta de 8 pcrsonas C1 u 
<’8. y cl grupo S de 10 personas 01 a f)\0 . 

ii. Dada la siguicnlc informaciòn, introduzca las tres matríccs de contacto directo. (Yea en 
cl problcma 2 de MATl.AB de la sccciòn I 5 una manera cficicntc dc introducir cstas 
matrices.i 


Contactos: 

Wl con H\. fìl) (,J2 con 02. Û3) (.13 con B 1.84. BS) 

ifìl coqCl.C3.C5) («con(.l,C4.C7) 

(fì5 conCI.C5.C6.C8) («4conC8» (tì5 con r’5. C6. C7) 

(Cl eanD\.D2.D3) (C2conD3. D4.D6) (C1 con /)8. 09. DIO) 

(C4 con 04. DS. 07) (CS con Dl. 04, /36.08) (C6con D2.M) 

(C7 con Dl. í)î. D 9) (C8 eon D\.D2. M, 06. 07. Z». DIO) 

li. Fncucntrc la tnntriz dc coiitacto mdirccto para los contactos dcl urupo I con cl crupo 
4. zCuálcS clctnentos son ccro’ ( ,Quc signitica esto'' Interpretc el elcmcnto»I. 5) y el 
(2. 4) de esta matriz dc contacto indirecto 

e. zQué pcrsonn dcl grupo 4 ticne más contactos indircctos con cl grupu I ? , Qné persona 
ticne mcnos contactos? ..(Jue persona dcl grupo I cs la "mas peltgrosa*' (por contagiar 
la cnfermcdad i para las pcrsonas dcl grupo 4? ( ,Por qué? 

[.Vifperym’Zu hxiste una manera dc usar la mulnplicación de matnccs para calcular las 
sumas de renglón y columna Utilicclos vectorcsd c ones(IO.l)ye uncstlj) Aqut cl 
comando unes(n.m| priHÌuce una matrìz de lantano n • m, cn dondc todos lo-. clemenios 
son iguaicsa l.| 


14. Cadcnade Markov l.'na cmpresa que Itacc invcstigaciones dc mcrcado cstn cstudinndo 
los pntroncs dc compru paru tres productos competidorcs, I a cmpresa ha detemtinado el 
porccntajc de residcntes dc casas que cambiarian dc un productu a otro dcspucs dc un mes 
I Suponga que cuda rcsidente comprn uno dc cstos tres productos y que los porccntnjcs no 
cnmbian de un mes a otro, | Esta información se presenta en torma dc malrìz: 

f\, - porccntaje quc canibín Jel producto i iíI producto » 

«lespucs de 1 mes 


/* = 


f.8 

05 


2 .05 j 

75 05 f’ sc llama mutri/ dc Imnsícìòn. 

.05 .9 J 


Por cjemplo. P {: - 2 significa que el 2(1% dc los rcsidentes quc compran cl producto 2 
cambi.in al producto I despuòs dc un mes y 75 significa quc ?5"b de los restdenlo 
que compraban el producto 2 contmùan compràndolo devpues dc un mcs Supnnga quc 
cvistc un totnl de 30 000 rcsidentcs. 

a. \f.âfn: vpupvf) Intcrpretc los otros clcmentos de 

b. Sea v una matriz de 3 « 1, donde x, cl numcro dc rcsidcmcs que compran cl producto 
k U C uiil cs la intcrpretacion dc l’x ' ,.Y de f' : s = P(P%)? 

c. Suponga incialmcntc que 


\ - 


10 IKKI 
10 000 
10 000 
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Encucntrc P"\ para n = 5.10.15.20.25,30.35.40.45 y 50. Dcscribael comportamiento 
de los vcctorcs r'x conforme »i crccc. iCótno puede mterprctarsc esto? 
d. Suponua incialmente quc 


x 


° ì 

30 IKH) 


Rcpitn las instruccioncs anteriores Comparc los resultados dc ci > di. 

e. Elija su propio vcctor incial para x. en dondc las componcntes de x sumcn 30 000 
Rcpita las instruccioncs > hagu una comparación con los rcsultados antcriorcs. 

f. Calcule P" > 30 000/” para los valorcs dc n dados antcs. 0 Què obscrva sobrc las 
columnas dc / v "? ,.Cuál cs la relación dc las columnas de 30 000/*' > los rcsultados 
anteriores dc este problcma? 

Suponga quc una agcncia de rcnta de automóviles tienc trcs oficinas. I n auto rentado 
en una oficina pucdc scr cntrcgado en cualquiera de cllas, Suponga quc 


PROBLEMA 

PROYECTO 


/' = 


8 I .1) 
.05 .75 I 
15 15 S 

/ 


es una inatriz dc transicion tal quc P - porccntaje dc autos rentados cn la oficina / y 
entrcgados cn la oficina i dcspues de un periodo. Suponga quc sc ticne un total de 1000 
automóvilcs. Según sus obscrvacioncs en los incisos antcrìores de cstc problcma. 
cncucntre la distribución a largo plazo dc los autos. cs dccir. cl númcro de autos que 
habrá en cada oficina a la larga, ,.Cômo puedc usar csta información unn oficina dc 
renta dc automóviles? 

15. Matriz dc población L na población de pcccs csta dividida cn cincogrupos dc cdnd cn 
dondc el grupo l rcpresenta a los bebcs y cl grupo 5 al grupo de tna>or cdad. I.a matriz 
siguicntc rcprescnta las tasas dc nacimícnto > supcrvivencia: 


S = 


' 0 0 2 2 

t 2 0 <1 

fl 5 2 0 

0 fl 5 2 

0 0 0 4 


o 

fl 

0 

(I 

1 


s, = número dc pcces quc nacen por cada pcz cn cl grupo / en un aflo 
% porcentaje dc peces cn cl grupo / que sobrcvive > pasa al grupo i. donde / I 


Por cjcmplo. = 2 dicc que cada pcz del grupo 3 ticnc 2 bebés en un aflo y jr,, .4 
dice que el 40":o de los pcccs en cl grupo I sobrevivc al grupo 2 un aflo despucs. 


a. i Líipiz i papel) Intcrprclc los otros dcmcntos de S. 

b. (Liipiz i papel) Sca x la matnz dc 5 x I tal quc x t numero de pcces cn d grapo L 
Explìquc por quc V’x rcprcscnta el numcro dc pcccs en cada grupo 2 aflos más tarde. 


c. Sca 


x 


5IHHI 
10 000 
20 000 
20 00 « 
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Encuenlie noor(S A n*i) para n 10, 20. 30. 40 y 50. (El comando floor redondea al 
mcnor cnicro más ccrcano.) ;<)uè ocurrc con la población dc pcccs a través dcl tiempo? 
^Está creciendo o cstá muricndo? Explique 

d. Los cambios en las Lisas dc nacimiento y supervivencia pucdcn afectar cl crecúnjcnto 
de la población Cambie v n dc 2 a I v repiu los comandos del inciso c) Dcscriba lo 
quc parecc ocurrír con la poblaciv)n. Cantbic .t,, otra vez a 2 y u J y repita los 
eomandos dcl inciso c >. Descríba lo que parcce ocurru con la pobtación. 

e. ( 1-ápiz > papeíỳ Suponga que sc tiene interés cn coscuhur esta población dc pcces. Sea 
h cl vector dc 5 ■ I, cn dondc h = número dc pcccs coscchados dcl grupo/ al final dcl 
aflu Areuincrite por quí u = S*\- h proporciona el nunicro dc peces quc sc tienen al 
final del afio dcspues de la cosccha y luego por qué el númcro dc pcces al final dc 2 
arìos dcspués de la cosccha csta dado por w = S«u-h 

f. t ambic í otra vcz a 2 y s n otra vez a .5. Suponga que sc dccidc cosechar sólo peccs 
maduros, cs dectr. pcces del grupo 5. Se cvaminaran las posibilidades dc cosecha a 
través dc un pcriodo dc 15 aftos. Sea h = (0:0:0:0:2000]. Para demostrar quc «ta no es 
una cosecha quc sc pueda seguir. d<í los comandos 

u = S* v-h 
u = S*u-h 

Repita cl último comando (con la flccha hacia arribai hasta que obtcnga un número 
ncgativo de pcccs despucs de unaccsccha. ^Durante cuantos aftossc puedc rccoger esta 
cantidad? 

£. Experimentccon otras cosechasdcl grupo 5 para cncontrar lacantidad má.\itna de pcccs 
quc sc pucdcn sacar cn un aflo dado con cl fin dc sostener estc nivel de cosccha durantc 
15 aflos. i Introduzca h = |0;0;();0;n| para un númcro n y repita los comandos del inciso 
f) segun sca ncccsario para reprcscntar 15 aflos dc cosccha i E.scriba una descripctón 
de su cxperimento y dc sus rcsultados 

h. Contimic cl cxpcrimento para vcr si pucde cncontnir un vector h quc rcpresentc las 
cosechas dc los grupos i y 5 quc pcnnitirian que cada aflo sc cosccharan nms pcccs (y 
quc se sostuvicra la cosecha durantc 15 artos). Escriba una dcscripeihn Jc su espcrí- 
mcnto \ de sus rcsultados. 


1.7. MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

E.n la sección 1.3. pâjíina 16. sc esiudiarnn los siguicntcs sistcmas dc m ecuaciones 
lineales con n incógnitas: 

°ll*l + "' +a \n X n~b\ 

a 2l*l + a 2: x 2 + * *' + a 2r x » = h 2 (1) 



X 2 + 

’ * + a mn x 

«11 

«i: 


«Jl 

Ojj 

**• a 2n 




11 m 1 

U m2 



http://harcoval.blogspot.com 


92 Cjpítulo 1 Siitcmjs ik' uarionei linealci y rrutnt:»-? 


EJEMPLO 1 



r, \ 

•*i 


ím 

la matriz de coeficientes, x el vector 

• 

y b el vector 

h i 




b„ 

V 


. Como .-1 es iina matri/ de 


m x 11 , y x es una matriz de n x I el producto matricial Ax es una matri/ de m* l No es 
dificil ver que el sistema (1) se puede cscribir como 


Representacìón matricial de un si.stema de ccuaciones lìneales 

.-Jx = b 


( 2 ) 


Cómo escribir un sistema mediante su represcntación matricial Considere el 
sistema 

2.r, + 4xj + 6xj = 18 

4x, + 5x, + 6.r 3 = 24 (3) 

3x, + x ; - 2x 3 = 4 

(Vea el ejemplo 1.3.1 cn la pdgina 7.) Esto se pucde cscribir como ,6 b con A - 


'2 4 6 


V 


^18 

4 5 6 

. * = 

*J 

y b = 

24 

l 3 1 “ 2 J 


W 


4 

^ / 


Es cvidentemente más sencillo escribir el sistema (1) en la forma .-ís - b Existen 
adcmás ntuchas otras ventajas. En la sccción 1.8 se verá la rapidcz con que se puede 
rcsolver un sistema cuadrado si se conoce una matriz llamada la tnversa de A. Aún sin 
clla. como ya se \ io en la sccción 1.3. cs mucho más sencillo escribir los cálculos usando 
una matriz aumentada. 




Si b | V | es el vector ccro dc m x I. entonces el sistema (1) cs homogéneo (vea la 
sccción 1.4) y se puede escribir como 


,.(x = 0 (nnru matnoal de un sbtema dff ecuauoncs ho«no([í i ne*> 

Existc una relación fundamental cntre los sistemas homogéneos v los no homogc- 
ncos. Sea .4 una matriz m * n 



rx «ì 


M 

m ccrus 

\ 

fôì 

x = 

H " 

. b- 


y 0 = 

0 


X. 


K 
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E1 sistL'ma lineal no homogéneo general se pucde escribircomo 

Ax = b ( 4 ) 

Sistetna Con .-I y * dados en (4) y b^O, un sistema homogéneo asociado se detìne como 

homogcneo 

asociado 

At = 0 (5) 


TEORFMA 1 


Sean x, y x z solucionesal sistcmanohomogéneo(4), F.ntoncessudifcancia.x, - x : . 
es una solución al sistema homogcneo relacionodo (5), 


II 


Deniostración 

mlNmmMÌilllmmil 


Pot U Iry itittrilHjtiva (?) 

«1 |J (UiptV! 09 

I 

A{t } -x : )=.4x, -/fx : = b - b = 0 


COROIARIO Sca t una solución particular al sistema no homogénco (4) y sca y otra solución a (4). 
Entonces existe una solución h al sisrema homogéneo (5) tal que 

1 

y = * f h (6) 

Demoslración Si h estâ definida por h = y - x. entonces h es una solución de (5) por el teorema I y 
y =x r h ; 


Fl teorema I y su corolario son muy útiles. Fstahlecen que 


Con el fin de encontrar todas las soluciones al sistema no homogeneo (4). es 
suficicnte encontrar imu soluciôn a <4) y todas las soluciones al sistema homo- 
génco asociado (5). 


Ohservución. Un rcsultado muy similar sc cumple para las soluciones de las ecuaciones 
dilerencialcs lincales homogéneas y no homogêncas (vea los problemas 23 y 24). Una 
de las bondadcs de las matemáticas es que temas en apariencia muy diferentcs ticnen 
una fuerte intcrrelacíón. 


FJFMPLO 2 Cómo escribir un númcro infinito de soluciones coniu una solución particular a un 
sistema no homogéneo más las soluciones al sLsteina homogéneo Encuentre todas 
las solucioncs al sistema no homogéneo 

t, + 2x : - Jîj — 2 
Zx , + 3jc 2 + 5jt, = 5 
-x, - 3x : + 8xj = -1 

el , ^'tìtf0v/)fià‘íÒ6val. blogspot.com 
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Solución 


PROBLEMAS 


Primero. se encuenira una solución mediante redueción por renglones: 


í 1 2 

-1 1 

2 S 

/(j ~♦ R » * 2/lj 

fi 

2 

-1 | 2^ 

2 3 

5 

5 

Rj Rj 4 R% 

0 

-1 

7 I 1 

l-l ~ 3 

* 

-'J 


1° 

-1 

7 1 'J 


*♦ Ki ~ R} 


lô 


o 

-i 

0 


13 | 4' 

7 I I 

0 oj 


Las ecuuciones correspondientes a los primeros dos renglones del úllimo sistema son 

x, = 4- 13xj y x 2 = -l +7x, 

con lo que las soluciones son 

x = (X|, x 2 , x,) = (4 - 1 3xj, - 1 * 7xj. xj) = x p + x h 

donde x p - (4. -1,0) cs unasolución particular y x h -x 3 ( 13.7,1). donde x 3 es un número 
real. es una solución al sistema homogêneo asociado. Por ejemplo, x 3 = 0 lleva a la 
solución (4. -1,0). mientras que xj = 2 da la solución (-22, 13.2). ♦ 



F.n los problemas I al 6 eseriba el sistcma dado cn la fomia Ix - b 
1. 2x, - x, = 3 2- x,-x, + 3x,= ll 

4x, + 5x> = 7 4x, + x, - x, = -4 

2 x,-x 2 + 3xj = 10 


3. 3x, + 6 xj - 7x, = 0 
2x, - xj + 3x, = 1 


4. 4x,-x 7 + x,- x 4 
3x, + x, - 5x, ♦ 6*4 
2 x, x,- x. 


7 

R 

9 


Respuesta 'hít(3://i|itars®lva , l íbtogspot. co m 
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Cilrulu 


Citculo 


5. 


3.T, 


*t -*1 T; 7 
+ji, - 2 
1», = -5 


6. 2t, t- 3 t : - .t, = 0 

—lt, + 2r. + .t, ~ 0 

7-t, + 3jt. - , = 0 


F.n loi problcmas 7 al 15 cscriha cl sistcma Uc ccuacioncs reprcscntatlo por la matri/ aumcntada 
uada. 


I 

-I 

I 


-I 

5 

3 


4 

2(1 


10 . 


13. 


3I|2’ 
4 I 3 
(o o o | o 


6 2 I 
-2 3 I 
0 0 0 



fn 

1 

1 

2) 



r 2 0 

1 

2’ 

8. 

I 

0 

| 

3 J 


9. 

-3 4 

(1 

1 3 


V 



J 



0 5 

6 

1 S J 


fi 

0 

0 

0 

2 1 






0 

1 

0 

1» 

3 


2 3 

1 

1 0 

11. 

0 

0 

1 

1) 

-5 

12. 

1 -1 

5 

l o 



0 

0 

1 | 

(i 


[3 A 

-7 

l 0 






J 







1 

5 

1 0% 

3 


7 2 | 

i 


14. 

2 

3 

2 

1 4 


15. 

3 1 

i 



V. 




/ 


6 9 | 

* 



1 6. hncucntrc la matriz 4 y los veeiorcs x > b talcs quc cl sistcma rcprcsentado pnr la sìguientc 
matriz aumcntada sc pucda escribir cn la fonra lx b y rcsuclsa cl sistcma 


2 0 0 
0 4 0 

0 0 -5 


3 

3 

2 ) 


tn los problcmas 17 al 22 encucntrc todas las soluciones al sistema no hcmiogéneo dado 
cncontrando primero una solucion <si cs posiblc) y dcspués todas las solucioncs al sistcma 

!H. x,- xj~ .t, = 6 

lt, - 3 ju + 3.t, = 18 

20. jr, - Xj - t, = 2 

lt, + Jtj ♦ 2*, = 4 

- 4.r,- 5Xj = 2 

22. jr, - jr. ♦ x, - .t 4 * -2 

-2*| + 3.tj— x, + 2t 4 = 5 
4x, - 2t, + 2x, - 3x 4 = 6 

23. Considerc la ccuacion difcrcncial lineal homogénea dc scgundo ordcn 

.v'(x) + Ji(t)y'(.t) + Hx)\ix) = 0 (7) 

dondco(x) v M t)son continuas > se suponc quc la funcinn dcsconoctda i ticne una scgunda 
derivada Mucstrc quc siy, yy, son solucioncs a (7), cntonces c, y, * c. v, cs una solución 
para cualcsquicra constantes c, > 

24. Suptmgn quc y r v son soluciottcs a la ecuación no homogénca 

>"(■*) + o( *)y'(x) + A(í)t(*) =/(x) (8) 

Dctnuestrc que > r - t v cs una soluciOn a (7). Suponga aqul que /|x I no cs la funciòn ccro 


nomngcnco asoctQOO. 

17. x, - 3x, = 2 
-2t, - 6t, -4 

19. x,- x. — x, 2 

—v, + X 2 - 2t, 4 
x, - 4x, - S.t, = 2 

21. x, + x, — x, -* 2t, = 3 
3x, + 2t, * x, - t 4 = 5 


t fcl simbuto jcalculn| imliLj quc «c ncicJH.i cl cálculo para t - 'blenta 

' / /^ ^ i* Artl I klzrnnrvz\t rvArvt 


J 9 US 'V NNnM U L41IUUIU purj IC 
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MATLAB 1.7 


Nola . Para generar matriccs alcatoria». consul.e la prcsen.ación an.crior de los problcmas de 
MATLAB 1.6. 

. a Cìcnere una matriz alca.oria A dc 3 x 3 con clcmen.os en^c -10 y 10 y gcncre un vcctor 

aSobdT^í conelemcntoscn.re- .0 y lO UsandoMATLAB.resuc.vaclsus.ema 
Cûn la matriz aumentada [A b] usando rrcf. Utilicc la notac.on pm j ponc.^ a 

solución cn la variablc v Lncucntre lx y comparc con b Icncucntre .Vx-bI. tncuenbc 
v x<l)*A(:,l)4x<2)*A<:.2) + x(3)* A(:J) > contparccon b icncucntre > -b Rcp.ta 
esto para otros tres vectorcs b. c Que pucde conclu.r sobre la relauon entrc x.. . 
b. Sea 

4 9 17 i\ pr 

•l = 2 1 5-1 *’ u 

' 5 919 4 16 

9 5 23 -4 

\ • 

\ Resuelva el sistcma con la matriz aumentada (.1 b) usando rrcf S. cxistc un 
‘ númcro infmito de solucioncs. haga una clccción para las sariables arb.tran.Ls v 
encuenue c introduzca cl vector soluctón x correspond.cntc. 

I L to”<mre A-> > y . „I».A(:.I) . «(2)-A(:J) * * 1I4| - A<: "" > 

comparc.4x. yy b. 

iii. Repita para otras dos variables arbitrarias. 

|V. ;Que pucde concluir sobre la rclación cntre -tx. > s b. 

,. ìqJLÍ 1« incisas ,„b. S*C las »h,ci«ncs . los ■mmrnit ccu-.n,™c. .0. 
que manera sc rclaciona esto con el problcma 6 dc MAT L AB 1.3. 

*• 

cs pcrpcndicular a x. (Rccucrdc que dos vectores rcales son pcrpend.cularcs 

b. rÍndÎèrret^adVdcí inciSO a) cncuentre todos los vec.orcs x perpcndicularcs a los 
dos vcctores: 

(1.2. -3.0.4) y (4.-5.2,0.1) 


3. a. Rccuerde el problema 3 de MATLAB 1.6. < Vuclva a resolvcrlo.) 6 Dc qué manera sc 

rpliciôns csto con cl corolario dcl tcorcma i r 
b. S.« I» matriccs , y I. del pmblcn., Ib, dc MATI.AB cn c«. scccnin. 
i Verifioue uue el sistema Í.T b) tiene un nuniero infinilo dc solucones 
ii‘ Sea x =- A b Vcrifique usando lo multiplicación dc matríces quc esto produve una 
soîuïidn a, sistcma con la matriz aun.cn, ada [A bl 

•Tsencncia S. no cxiste una solución úmca. cl comando proporctona lu 
solución dc minimos cuadrados. F.n caso de que el sistema tcnga un numero mf.mto 
dc soluciones la soluciòn dc minimos cuadrados sera una solucton.) 
j|. Considcrando rref( A). encuentre cuatro soluciones al s.stcma homogeneo [ > 

Inyoduzca uno a la vcz. Ilamandolo z. > vcrifiquc mcdmnte la - 
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4. a. Obscrve rrff(A) para la.l dada a continuacion y argumcntc por quc eUistcma f t b| 
tienc una solución mdepcmlicntemcnie dd vcctor b dc 4 * | quc se elijn 

(1 5 8 01 


b. C oneluyu que todo vector b cs una combinactón lincal de las columnas dc -J. Cenerc 
trcs vcctorcs aleatortos b de 4 - | v. par a cada I». encucmrc los coeficientcs nccesarios 
pant cscnbtr b como una combinación lineal de las columnas dc J 

c. Observ-ando rrcff \) para la siguicnte.i. argumcnte f>or quc exístc un vector b dc 4 ■ I 
para el quc cl sistema (.4 bj no ticne solución Realice un expcrimento para cncontrar 
un vcctor b para cl quc no c.xista una solución 

'5 5 -5 0' 

4 5 -6 7 

3 9 -15 9 

9 1 7 6 

V / 

d. ómo puedcn gcncrarsc vcctorcv b quc garanticen quc habrú una solucion ‘ Decida 
sobre el procedimiento y dcscríbalo con un comcntario. Pruebe su procedimiento 
tormando con cl tres vcctores h y dcspués rcsolvicndo los sistcmas correspondientes 

i \ca cl problema 6 de MATLAB cn la sccción 1.3.) 

e. Prucbe quc su proccdimiento cs valido usando la teoria desarrollada en cl tcxto. 

5. I- n cstc problemadcscubrira las rclaciones cntre la forma cscalonda reducida por rcmJones 
dc una matriz y la intormaciòn sobrc lascombînaciones lincales dc las columnas de J. l.a 
parte de MAILAB dcl problcma sólo implica el cálculo dc aJgunas formas escalonadas 
reducidas por rengloncs. La teorla sc basa cn los hechos de quc Ax - 0 sigmfica quc x cs 
una solución al sistcma (.4 0] y que 

0 ~x,(col I of.4)+ + .x J /col n of.4) 

n. L Sca.4 la malríz dcl problema 4c i de MATLAB cn csta sccciôn. Encucntrc rrcf(A> 
i EI resto de cstc ínciso necesita trabajo con papel y lápiz.) 

H. I.ncucntre las soluciones al sistcma homogénco escrito cn tcrminos dc las eleccio- 
ncs naturales de las variables arbítrarias, 

tii. Lstablezca una variablc arbitraria igual a I y las otmv variables arbitrarias igualcs 
a 0 y encucntre las otras incógnitas para producir un \ ector solucion x Para esta 
x. cscriba lo que dice ln afirmación 

0 =/lx - x,(col I of A) **■ + jr„(col o of.4) 

v dcspcjc la columna de .1 que corrcsponde u la variablc arbitruria quc igualó a I 
Verifiquc sus resultados 

iv. Ahora establczca otra variablc arbitraria Igual a I y las otras varinblcs arbitrarias 
igualcs aO. Repita;//). Contmúc de la misma mancra paracada variablc arbitrarla. 

v. Rcvisc rreff A) y vca si rcconocc algunas relaciones cntrc lo quc acaba de descubrir 
y los números en rrcffA) 

b. ^ ca 1 ' amBlnzcne, P r °blemalb)dcMATLABenesiasccción Rcpitalasinstrucciones 
anteriorcs. 
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c. Sea. I una matriz alcatoria dc 6 * 6. Modifique I de manera que 

A(:J) = 2*A(:J) -3*A(:,I) 

A(:3) = -A(:.l) + 2*A(:.2) -3*A(:.4) 
A(:,6) = A(:.2) + 4* A(:.4) 

Rcpita las instruccioncs anteriorcs. 


1.8 INVERSA DE UNA MATRIZ CUADRADA 

Eit esta secciôn sc dcfincn dos tipos de matrices que son básicas en la teoría Ue matrices. 

ri '3 _5' 

En primer lugar se presenta un ejemplo sencillo. Sea .•!=}“ y B = ' ^ . I 'n 


cálculo sencillo muestra que.-15 = BA - A. donde / 2 = | ^ ^ j. Lamatri/. /. se llama marriz 
uicnudad de 2 x 2. La matriz B se llama matriz inversa de A y se denota por A~'. 



EJEMPLO 1 Dos matriccs idcntidad 

r l 0 0 0 0’ 

'\ 0 0 ] 0 10 0 0 

/ 3 = 0 1 0 c / s = 0 0 1 0 0 

0 0 1 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 ij ♦ 


t L« diagonal priitcipal de A - (a.) «omute en lai- cotnponcnles a, ,. o ;: . J !; , ctcétcra A menos quc « establc/en 
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TEOREMA 1 


Demostración 


DEflNICIÓN 2 


Sca A una matìiz cuadrada de nx n. Entonccs 


AI„ = l n A = A 


Es dccir. I„ ccmmuta con toda matriz de n x n y la dcja sin cambio dcsptiés de la 
multiplicacion por la derccha o por la izquicrda. 

A«ra I„ funciona para las matrices de n x n de !a misma mancra que cl nùntero 1 
(unciona para los nûmeros realcs (1 ■ a ~ a • 1 = d para todo númcro real a). 

Sea c', y el elemento ïj dc AI„. Entonccs 

C V~ a " b y> + a eh + '' * + a iA + ■ ■ ' + a*Av 

Pero por (1). csta suma es igual a o,.. Asi. AI„ - A. De una mancra similar sc pucde 
demostrar quc l„A - A. y esto demuestra el teorema. + 


Sotiuïôn. De aqui en adelante sc escribirá la matriz identidad sólo como / va que si -I 
es de n x n los productos IA y AI están definidos sólo si /es tambicn de n * n. 


IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIAIIIIIIIIlllllllliiii 

La inverca dc unu m.triz Sean A y R dos nuitrices de n ■ n. Supotiga que 

• ■ 


Entonces B su Uama la invcrsa de A y sc denota por .4 '. Enionees se tiene 


M-' 




Si A ticne investt, entonccs se dice quc A ç$ invertible. 


I ! na matriz cuadrada que no es mvertible se llama singular \ una mutriz inverîible se 
llama tambiên no singular 

Ohservuciôn /, De csla definición sc sigue inmediatamente que (.-I > 1 - A S i ( es 
invertible. 


Uhsen ucitin 2. Esta definición no establece que toda matriz cuadrada tienc inversa. De 
hecho. existen muchas matrices cuadradas que no ticncn inversa. (Ejemplo 3 dc la pá- 
jiina 1034 


En la definición 2 se cstablccc la inversa de una matriz. Esta definición sugiere que 
la inversa c- única. Pi>r supuestq que asi es. como to dice cl SÌgUÎcnte teorcmu. 
http://harcoval.blogspot.com 
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TEOREMA 2 
Demostración 


TEOREMA 3 

SÊÊÊÊ 


Demostración 



jlUIjl 


Si una matrizes invertible. entonces su inversa es ûnica. 

SunonuaqucBy C sondos inversas de.-t.Se puede demostrarFordefinición 
setiene AB - BA = / y AC = CA « /. 3(AQ * <ÛAK' por la ley asoc.auva de la 
muttiplicación de matrices. Entonces 

= = B(AC)»(BA)C = /C - C 


Entonces B-C y el teoreina queda demostrado. 


A continuación se da oiro hecho i.nportante sobre las inversas. 


Sean A y B dos matriccs invcrtibles de n > n. Entonces^fl es invertible v 




(AB)~ [ * « 


i j-i 


Para probar este resultado sc necesita la definición 2. Es decir. B'Ci 1 - (AB) ' si y 
sólo si B U-'(AB)~ (ABXB 'A'') « /. Pero esto es una consecuenca ya que 


«WKl4ru6J, 0« 




(fljjir 1 XAB) = B-'/B « B |* 

(ABXB-'A ')~A(BB- x W'**AtA" x ~AA‘ ìm Ì. 


1 íil : 


“ / 


A 'o,a. Del teorema 3 sc concluye que (ABCY' = C 'B 'A~'. Vea el problema 16. 
Considere el sistcma de n ecuaciones con n incógnitas 

.-lx = b 

v suponga que .■! es invertible. Entonces 

.q-'.lx = -i ' b se multiplicó por la izquierda por A~ 

/x =.r'b A''A-l 
x =/T'b Ix-x 

Ésta es una solución al sistcma porque 

.4x = ^(.r , b) = (^-r , )b-/b = b 

Si y es un vector tal que .-ty = b. cntonces los cálculos antcriorcs demuestran quc y =I> 
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tJEMPLO 2 

Solución 


Es dccir. y - x. Se ha demostrado lo siguïente: 


Si A es invertibie. el sisrema .-Ix = b tiene 
una solución unica x - A' b 


l.sta es una de las razones por la que se esludian las matrices inversas 


(21 


I 'na vez que se Ita detinido la inversa de una matriz. surgen dos preguntas hásicas 

Pregunta 1. ^Quc matrices tienen inversa? 

I regunta 2 Si una matriz tiene inversa, ^cómo se puedc culcular? 

I.n esta sección se contcstan amhas preguntas, Se comenzara por analizar lo que ocurre 
en el caso de 2 * 2. 


Cïilculo de la inversa de una mutriz de 2 ■< 2 

existe. 


Seu A 


I - - 3 ) 

H V 


Calcule .-t 1 si 


Suponga que .-f •' cxiste. Se escribe ,f' = 1* r y se usa cl hccho de que AA -• - I. 
Entonces 1 * w ) 


AA a 


1 ~ 3 Y* 2»-3» 0 

-4 5\: w) {-4x+ 5r -4y + 5wj [o ij 


Las dos úliimas matrices pueden ser igualcs sólo si cada una de sus componentcs 
corrcspondientes son iguales. Esto signitica que 


2r 

- 3z =1 

(J) 

2y 

-3w =0 

(4) 

-4x 

-*• 5r =0 

(5) 

—4y 

■+• 5 w — I 

(6) 


Este es un sistcma de cuatro ecuacioncs eon cuatro incôçnitas. Observc que hay dos 
ecuacioncs quc involucran sólo a x y a r [las ecuaciones (3) v (5)J v dos quc inciuven 
sólo a y y m [las ccuaciones (4) y (6)J. Se escriben estos dos sistemas cn la fonna 
aumentada: 


2 -3 
-4 5 


lì 

0 


f 2 -3 | Ol 
l-45|l 
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De la sección 1.3 se sabe que si el sisicma (7) (con las variables x y :) ticne una solución 
única, cntonccs !a climinación dc Gauss-Jordan en (7) dará como rcsultado 

fl 0 | x^l 

l 0 1 | ;J 

en dondc (x. r) es cl único par dc númcros que satisface 2x - 3r = I y -4.v - 5r = 0. De 
igual manera. la rcducción por rcngloncs de (8) darâ como resultado 

f' 0 I >ì 
10 I | H'J 

donde (_v. w) es el único par de números que satisface 2y - 3u = 0 y 4v - 5u = I. 

Como las matriccs de coeficientes cn (7) y (8) son iguales. se pucdc reali/ar la 
rcducción por renglones sobre las dos matrices aumcntadas al mismo ticmpo considc- 
rando la nueva matriz aumentada 


í 2 -3 | I 0' 
1-4 5 | 0 1, 


(9) 


Si A es invertible. cntonces el sistema dcfinido por (3). (4). (5) y (6) ticne una solución 
única y. por lo quc acaba de dccirse. la rcducción por renglones da 


I 0 | r ŷ\ 
0 I | z w) 


Ahora se llevan a cabo los cálculos. observando que la matriz dc la izquierda cn (‘ri es 
A y la matriz de la derccha es /: 


( 2-3 I 0| -j«, 

1^-4 5 | 0 ij 

— • /fj — '//fj 


R. • -K j 


' 1 I í 0 Ì 

H 5 i o ij 

'i 4 I í o\ 

1° -i l 2 'J 

4 I i » 

1 ° 1 » -2 - 1 , 


Asi.x = 


v 

7»/ 



% 


-r - rìf 2 -3 ì _ f l o 
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Enlonces A es invertible y A~' = 


(-1 S\ 

1-2 -»J 


EJEMPLO 3 Una inatriz dc 2 * 2 que no cs invertihle Sea A - * 

vcrtible y si es asi calcule su inversa. -2 -4 J 


Determine si A e.s in- 


Solurión Si A~' = ' •' existe, entonces 

,4A~ ‘ = í 1 2 Y x - v Ì = Í x + 2 * >* + 2h-Ì ('l 0] 

\“2 ~ 4 Jl r W J {-2x- 4; -2y-4wj [0 \j 


Esto conduce al sistema 


+ 2r «1 

y + 2u‘ = 0 

-Az = 0 
- 2v - 4w = 1 


l isando el mismo razonainiento que en el cjcmpio I. se puede escribir este sistcma en 
la fomia de matriz aumernada (A |/j y reducir por renglones: 


'I 2 | I 0 [12 I 0] 

1-2 -4 I 0 |J [0 0 I 2 ij 

Hasta aqui se puede llegar. I.a ultiina iinca se lee 0 = 2 o 0 - I. depcndiendo de cuál de 
los dos sistemas de ecuaciones (en x y z o en y y u-> se esté resolviendo. Entonces el 
sistema (10) es inconsistente y A no es invertible. + 


I os últimos dos ejemplos ilustran un procedimiento que siempre funciona cuando 
se quiere encontrar la inversa de una matriz. 


Proccdimicnto para encontrar la invcrsa dc una matri/. cuadrada A 

P'aso I. Se escribe la matriz aumentada (.4 \l). 

Pasn 2. Se utiliza la reducción por renglones para poner la matriz -t a \u forma 
escalonada reducida por rcnglones. 

Paso 3. Se decide si A es invertible. 

a. Si la forma escalonada redueida por renglones de A es la matriz iden- 
tidad I. entonces A ' es la matriz que se tiene a la derccha de la barra 
vertical. 

b. Si la reducción de A conduce a un renglón dc ceros a la izquierda de la 

httDV/hárcóval.bloasDOtbòm M ' 




104 Cipiiulo 1 Sîtìem» dc etuac-one» lincale* y irumce» 


Ohscrvacìòn. a) y b) se pueden expresar de otra manera; 

Vna mainz .4 de n * n cs inverHble si y sòlo si sufarma cscalonada reducida 
por renglones es la rnalrt: identtdad; es dccir, si suforma cscalonda reducidapor 
renglones lìene n pivotes. 


Sea A 


Determinante de 
una matriz de 
2«2 


0 |« 

«?l 


a IJ 

U->5 


. Entonces se define 


Deicnninartte de .-1 = 


El determinante de .4 se denota por det 


<tl) 


TEOREMA 4 Sea A una matriz de 2 x 2. Entonces 

L ,4 es invcrtible si y sólo si dct A * 0. 
ii. Si det A * 0, entonces 


t í a 2 î 

det A [-a 2l •û„ 


(12) 


Demostración Printero. suponga quc dct A * 0 y sea B - ( I /det 4)j _ 

.( Û 2Ï û t2Ì 

l- a ît °iiA a íi °nj 


a Q ~a Q 

a :t a nJ 


Entonces 


det .'I 


_!__( a 22 a lt ** a l3 a îl 0 Lfl °ì 

a 11 a 22 ~ "l2 a 2l l ° “ a 21 a l2 + a 1l a 2:j V° *) 


* / 


De tnanera similar. AB -1, lo quc muestra que A es invertiblc y que B - A ~ 1 . Todavia 
dcbe dcmostrnrse quc si A es invertible, entonces det 4/0. Para esto. se considera e 


sistcma 


a n x,+ 0 , 2 X 2 = ^ 

|3 2 | *1 + U&Xj f* hj 


(13) 


Sc hace esto porque del teorema de restimen (teorema 1.2.1. página 5) sc sabe que si 
estesistema tiene unasolución ùnica.entonces 0 ,^ 33 - «i: a :i * 0. El sistemo sepucde 


escribir en la t'orma 


/U^b 


( 14 ) 
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' M {*) 

con x ~ I r ' j y b = [4} En,onc€s ' comO'-í es invertible. se ve de (2) que el sistcma( 14) 
tiene una solución úiíica duda por 


*" À * 

S Pero por el teorema i-2.1. el hecho de quc el sistcma (13) tcnga una solución ûnica 
iinplica que <i,júfe- = det A * 0. Ksto coinpleta la prucba. ♦ 


W</. La fôrmula (12) sc puede obtener dircctamente aplicandn cl procedimiento para 
calcular una inversa (ver el problema 46). 


tJEMPLO 4 Cálculo de la inversa de una matriz de 2 x 2 Sea ,-í 


existe. 




C'alcule A 1 si 


Solución Se encuentra quc dct A = (2X3) - (-4X1) =10: por lo tanto ,-r' existe. De la ccuación 
(12) se tiene 


Verifìcaciôn 


A-'=±\ 3 4 Ì = 

i<) l-i -J 


( . 


X x 

V I» >•) 


A~*A = — 
10 


3 4 ÌÍ 2 - 4 UJLfio oì-fi 0 ) 
[-1 2j(l jJ 10^0 loJ^[o ij 

î D(4 H “) 


AA~' = 


EJEMPLO 5 Una niatriz de 2 ' 2 t|ue no es invertible Sea .í 


-í' 2 ì.c 

V ~ 


Calcule.'l' 1 si existe 


Solución Se encuentra que det .4 - ( I X-4) - (2X-2) = -4 + 4 - 0. de manera que t 1 no existe. 

como se vio en el ejemplo 3. ♦ 


E1 procedimiento descrito para encontrar la invcrsa (si existe) de una inatriz de 2 

2 tunciona para matrices de n ■ >i Jonde ri> 2 . Se llustra coh varios tíenurios 
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EJEMPLO 6 

Snlución 

ì 


ADVFRiENCIA 


EJEMPLO 7 


Cálculo de la inversa de una matri/. de 3 < 3 

1.3.1 en la pájiina 7). Calculc .4 1 si existe. 


Sea.-I = 


4 

5 
I 



(vca el ejemplo 


Primero se pone A seguido de / en la forma de matri/. aumentada 

2 4 6 | I 0 0' 

4 5 6 | 0 I 0 

3 1-2(001 


y después se lleva a cabo la reducción por renglones. 



^l 

2 

3 I 

î 0 

0 



«, - 4/r, 

* 

r i 

2 


3 | 

1 

2 

0 0 



4 

5 

6 | 

0 1 

0 


*. 

• Rj 3X| 

o ■ 

-3 


-6 | 

_2 

1 0 



3 

V. 

1 

-2 | 

0 0 

1 

/ 




0 - 

-5 

- 

H 1 

i 

0 I 



/ 

1 

2 

3 

1 i 

0 

o' 

-î/t. 


0 

-1 

i -i 

l 

T 

0 

*j - t*j 

0 

1 

2 

1 ì 

I 

0 

*, -> s>, í/r. 

0 

1 

2 

i î 

1 

0 


0 

-5 

-11 

1 -i 

0 

1 

J 

1 


0 

V 

0 

-1 

i & 

1 u 

T 

1 

/ 



0 

-1 1 

* 

1 

î 


0' 

-* R | • R 

3 

f l 

0 

0 1 

T 

T 

-1 

*j -* "*) 

0 

1 

2 I 

1 —1 

T T 


0 

R\ — * Rj ~ 

0 

1 

o 1 

1 

_«i 

i 



11 

0 

1 1 

_ ri 

■ 

♦ 

T 

-’J 



0 

1 1 

—il 
I 

i 

î 

-1 


Como A SC redujo a /. se tiene 


Verijicación 



-T |-1 

1 

-16 

- 

il -11 2 

_ 1 

26 


1 1 

" 6 



-21 I -1 


,-n 


v • 



-16 14 -6' 

f 2 4 

6] 

26 -22 12 

4 5 

6 

-II 10 -6, 

l 3 1 

/ 


También se puede vcrificar que .4.4 1 = /. 


14 -6' 
-22 12 
10 -6 


Sc tjreitúj - 

ll 

pjr.i qiif tor 
rjlrutoî «>jn 
míí jcncitot 


6 


í 6 0 OJ 
0 6 0 

0 0 6 

V / 


= /. 




♦ 


Es fádl comoter etrores numéricos al caltular .4 1 Por lo tanto es importante verificar 
los cálculos viendo que .4 _, .4 = /. 


lîna mairiz dc 3 > 3 que no cs invertîble Sca A - 
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Sotución Siguiendo el procedimiento ar.terior se obtienc. sucesivamente. 


«, »3«, 

*, k 3 . n : 


I -3 4 

0 I -I 
0 -I I 


10 l|-530 

0 I -I | -2 I 0 
0 0 0 |- 21 i 


Hasta aqui se puede llegar. La matriz.4 nopucdt' reducirse a la matriz identidad. por lo 
que se puedc concluir que .-1 no es invertible. + 

Fxiste otra rnanera de ver el resultado del último ejemplo. Sea b cualquier vector 
de 3 * I v cottsidere el sistema Ax = b, Si se trata de resolvcr esto por el método de 
eliminación gaussiana. se terminaria con una ecuaciôn que se lee 0 =c * 0 como en el 
ejemplo 3, o 0 = 0 . Es decir. el sistema no tiene solución o bien tiene un número infinito 
de soluciones. La posibilidad que se eliminaes que el sistemn tenga una solución ûnica 
Pero si -r' cxistiera. entonces habria una solución única dada por x - .-r'b. La 
conclusiôn que sc obtiene es 



El razonamiento anterior sc puede usar para probar el siguienle teoreina (vea el 
problema 47). 


TEOREMA 5 Sca A una matriz dc n x n. 


yim/f ImMmi 


.ri[ff" : , 




L /I es invertible si y sólo si A es cquivalcntc por renglones a la matriz idcntidad 
esto cs. si la forma escalonnda reducida por renglones dc A cs /„. 

ii. A es invertiblc si y sólo si cl sistcma Ax = b tienc una solución unica para cada 
n-vcclor b. 

r' 1 (11..| j 'i ' ’j' r (jJj; j i . • 

iii. Si A es invertible. entonces la solución única de Ax = b cstá dada por x = .4' l b. 

b. A es invcrtible si y sólo si su forma cscalonada rcducida f)or rengloncs ticnc n 
pivotcs. " 4 , 
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EJtMPLO 8 


Solución 


EJEMPLO 9 




Uso dc la invcrsa dc una tnatriz para rcsolvcr un sistcma de ccuacioncs Resucls a 
el sistema 

2t, 4 x 2 + 3x 3 = 6 

x 2 - Xj = -4 
3x, + 5x : + 7xj= 7 


Hste sistema se puede escribir como Ax - b. donde .4 



2 4 

0 l 

3 > ] 

-1 

y 

II 

' 6Ì 

-4 

l 3 5 

7 

f' 

l 7 J 


Asi. la solución única está dada por 





4 -- --ì 


6 1 


r25 ì 


1*1 

- A~b - 

_| i i 


-4 

= 

-8 


[x î; 


-1 ì 1 


l 7 




♦ 


La tccnología y las matriccs dc l.conticf: modclo de la cconomía nortcamcricana 
en 1958 Ln el modelo dc insumo-producto de Leontief. descrito cn el ejcmplo 1.3.9 
en ia página 19. se obtuvo el sistema 


íJjjX) + UjjXj + • • • + + * | *t 

a : ,X, + a :: X : + • * • + U2n X n + L ’: = x 2 

: i : : : 

. f • * * 

O n \ X, + “„2*2 + • • • + a nn x n + L ’« = 

que se puede escribir como 
^ .4x-e=x = /x 


(15) 


(1-A)x = c 

l a matriz A de demandas intcrnas se llamn matriz tccnológica. y la matriz I - .4 se 
llama matriz dc Lconticf. Si la rnatriz de Leontiefes Ìnvertiblc. enlonces los sistemas 

(15) y (16) lienen soluciones ûnicas. + 

Leontief usó su modelo para analizar la economia de F.stados l nidos tn 1 - • 
Dividiólaeconomiaen81 sectoresy losagrupóenseisfamiliasde sectorcs relacionados. 
Para simplificar. se tratará cada familia de seclores como un solo sector de manera que 
se pueda ver la economia estadounidense como una economia con seis tndustnas. hstas 
industrias se enumeran en la tabla 1.1 
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Tabla 1.1 


Srclor 

hjcmplos 


N» mcialcs lennimnlai (NMt) 

Muchlcs, alimcnios proccsadus 


Meliilcs tcrmínadns (M T) 

tlcclrodomcsûcos. vchículos autoimnorcs 


Meulcs h.vstcos (MB) 

llciTamicntas (produccióri rntcrmilcntc). nhmrría 


No mctalcs hasicos (NMB) 

Agricultura. imprentu 


tncrgia (F) 

l’ctrólco. cartvSn 


Semcms (5) 

Uiversinncs. biencs raiccs 



La tahla de insumo-producto. tabla 1.2. da las demandas intemas durante 1958 basadas 
en las cifras de Leontiel. Las unidades en la tabla son millones de dólares. Asi. por 
eiemplo. el número 0.173 en la posición 6.5 signiílca que para producir encrgia 
equivalente a Sl milLSn. es necesario proporcionar $0.173 millones - $173 000 en 
servicios. De manerasimilar. 0.037 enlaposición 4.2 significa quc conel tln de producir 
arliculos metálicos terminados. es necesario gastar $0.037 millones - $37 000 en 
productos no metálicos básicos. 


Tabla 1.2 Domandas ìnternas nn 1958 en la economta de Estados Unidos 



NMT 

MT 

MB 

NMB 

E 

S 

NMT 

0.170 

0004 

0 

0.029 

0 

0008 

MT 

0003 

0.295 

0.018 

0.002 

0.004 

0.016 

MB 

0.025 

0 173 

0.460 

0 007 

0.011 

0.007 

NMB 

0.3« 

0.037 

0.021 

0.403 

0.011 

0.048 

R 

0.007 

0.001 

0.039 

0,025 

0.358 

0.025 

S 

0.120 

0,074 

0.104 

0.123 

0.173 

0.234 


Por último. las demandas extemas estimadas por Leontiefsobre lacconomia de Cstados 
Unidos en 1958 (en millones de dólarcs) se dan en la tabla 1.3. 


Tabla 1.3 Demandas externas sobre la economía de 

Estados Unidos en 1958 (en millones de dólaresi 


NMT 

99 640 

M7 

75 548 

MB 

14 444 

NMH 

33 501 

E 

23 527 

S 

263 985 


Con el lin de maneiar la economía de lìstados Unidos en 1958 para satisfacer todas !as 
demandas cxtemas. ^cuántas unidades debcn producirse en cada uno de los seis 
sectores ’ http://harcoval.blogspot.com 
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Solución La matriz lecnológica está dada por 


'0.170 

0.004 

0 

0.029 

0 

0.008^ 


99 640 

0.003 

0.295 

0.018 

0002 

0.004 

0.016 


75 548 

0.025 

n J73 

0.460 

0.007 

0.011 

0.007 

ll A = 

14 444 

0.348 

0.037 

0.021 

0.403 

0.0 II 

0.048 

> v 

33 501 

0 007 

0.001 

0.039 

0.025 

0.358 

0.025 


23 527 

0.120 

0.074 

0.104 

0.123 

0.173 

0.234 


263 985 


Para obtener Ia matriz de l.eontiet. se resta 


(\ 

0 

0 

0 

0 

0 ' 


0.170 

0.004 

0 

0.029 

H 

1 

0 

0 

'1 

0 


0.003 

02295 

0.018 

0.002 

0 

0 

1 

1' 

11 

0 


0.025 

0.173 

0.460 

0.007 

0 

0 

II 

l 

0 

0 


0.348 

0.037 

0.021 

0.403 

0 

0 

0 

0 

1 

II 


0.007 

0.001 

0.039 

0.025 

1 ° 

0 

0 

0 

II 

1 

7 


0.120 

0.074 

0.104 

0.123 


i) 

0.008 ' 

0.004 

0 016 

0.0 II 

0.007 

0.011 

0.048 

0.358 

0.025 

0.173 

0.234 


E1 cálculo de la invcrsa de una matriz de 6 x 6 es una actividad tediosa. Los siguientes 
resultados (redondeados a trescifras decimalcs) se obtuvieron usando MATl AB: 


'1.234 

0.014 

0.007 

0 064 

0.006 

0.017 

0.017 

1.436 

0.056 

0.014 

0.019 

0.032 

0078 

0.467 

1.878 

0.036 

0.044 

0.031 

0.752 

0.133 

0.101 

1.741 

0.065 

0.123 

0.061 

0.045 

0.130 

0.083 

1.578 


0.340 

0236 

0.307 

0.315 

0.376 

1.349 


Por lo tanto el vector de la salida "ideal" está dado por 


* = (/-- 1 ) 1 c* 


'131 033.21 
120 458.90 
80 680.56 
178 732.04 
66 929.26 
^431 562.04 


Esto significa que sc requeriria aproximadamcnte 131 033 unidades (equivalentes a 
SI3I 033 milloncs) de productos no metálicos terminados. 120 459 unidades de pro- 
ductos metálicos terminados. 80 681 unidadcs de productos metálicos básicos. 178 73_ 
unidades de productos no metálicos básicos. 66 929 unidades de energia y 4.i I 562 uni- 
dades de servicios. para manejar la cconomia de Estados Unidos y cumplir con las 
demandas extemas en 1958. 


En la sccción 1.2 se encontró la primera forma del tcorema de resumcn (teorema 

i.2.i. pâghtíp)//hbir»valitologsi50t;dòii^ uien,c leorcma C! ‘ lab,ece ** v jr,a ' 1,ìr 
macìònes sobre la inversa, la uníctaad de las sotueíones, la equtvfllencta por reneiones 
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y los detcmtinantes son etjuivalentes. hn este momento, se puede prohar la etjuivalencia 
de los incisos /), //), ///), /v) y v). La prueha concluira después de dcsarrollar cierta teoría 
básica sobre determinantes (vca el teorema 2.4.4 cn la página 216). 


TEOREMA 6 


Demostración 


Teorema de rcsumcn (punío dc vista 2) Sea A tma matriz de n * n. Entonces las 
seis afirmacioncs siguieiUes son equivalcntes. Es decir, cada una de ellas implica las 
otras cinco (de manera quc si se cumple una. todas se cumplen. y si una es f'alsa. todas 
son falsas). 

I. A es invertible. 

ii. La única solución al sis-tema homogéneo .4x - 0 es Ui solución trrvial (x = 0). 

iil El sistema Ax = b tiene una solución única para cada //-vector b. 

iv. A es equivalente por renglones a la matriz idcntidad /„dc n x n; cs decir, la forma 
escalonada reducida por rengloncs de A cs l, r 

v. La forma cscalonada por renglones de A tiene // pivotes. 

vi. det A * 0 (hasta ahora sólo sc ha dcfinidn det A si A es una matríz de 2 x 2). 

Ya se ha visto quc las afirmaciones /). /«), /v) y vi) son equivalcntes [teorcma 5). Se 
demostrará que //) y /V) son equivalentes. Suponga quc //) se cumple. Entonccs la forma 
cscalonada reducida por renglones dc A tiene // pivotes: dc otra manera al menos una 
columna de csta forma no tendria pivote y entonces el sistcma Ax = 0 tendria un número 
intìnito de soluciones porque se podría dar un valor arbitrarío a la varíable corrcspon- 
dicnte a esa colutmm (los coeficientes en la colunma son cero). Pero si la forma 
escalonada rcducida por renglones de A tienc n pivotes. entonces se trata dc I r 

Inversamente. suponga que /v) se cumple; esto es. suponga que A es cquivalente 
por renglones a/„. Entonces por el teorema 5. inciso i). A es invertible. y por el teorema 
5. inciso ///), la solución únicade^x = 0 es x = /t '0 - 0. Asi, ii) y /v) son equivalentes. 
hn el teoremn 1.2.1 se demostró quc /) y vi) son equivalentcs cn el caso de 2 x 2. Se 
probará la equivalcrtcia dc /) y vf) en la sccción 2.4. ♦ 


()bser\'ai'iôn. Si la forrna escalonada por renglones dcA ticne // pivotes, entonces ticne 
la siguiente forma: 


1 

r n 

'13 • 

•• r l« 

0 

1 

r 2ì • 

“ r 2 n 

0 

0 

1 • 

“ r 3* 

0 

0 

0 • 

• • 1 


\ J 


(17) 


Es decir. R es una matriz con unos en la diagonal y ceros debajo de ella. 

Para veritìcar que B = A~\ se debe comprobar que AB - BA = I. Resulta que sólo 



.com 
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TEOREMA 7 
Dcmoslración 


PROBLEMAS 


Sam Ay B matrices de n x n. Entonces A es inveniblc y B - A~'‘ ya sea si /1 BA-lo 
si ií) AB -1. 

i. Sc suporte que BA - /. Considere cl sistemn homogéneo .-Ix = 0. Multiplicando 
por la izquierda ambos lados de esta ccuaeión por B, se obtienc 

BAx = m (18) 

Pero BA = / y B0 - 0. de manera quc (18) sc convicde en /x = 0 o x = 0, Eslo 
muestra quc x = 0 cs la úníca solución a Ax - 0 y por el teorema 6. incisos i) y 
/ï). esto quicrc decir que A es invertible. Todavia debc demostrarse que B~A~'. 
Sea A~ l ~ C. Entonccs. AC = /. Así 

BAC = B(4Q ~Bl-tì y BAC - (BA)C - 1C »C 
Por lo tanto. B = C y cl inciso i ) queda demostrado. 

ii. Sea/IB = /. Entonces del inciso i). A = ff '. De la dcfinìción 2 csto significa que 

AB - BA = I. lo quc prueba que A es ínvertible y que B = Esto complcta la 
demostración. * 


1.8 


Autoevaluación 

I. ,\Cuál de la siguicntes ufìmiaciones es cicrta? 

a. Toda matriz audrattii ti$w*ipjímML 

b. Una matrÌH cuadrada tiene Invtrjasl sureduccidn por rengloncs Ijevn a un renglcn de 
, i çeros. [II 

c. Una inatriz cuadrada es invertíble si tiene imersa. 

d. Una matriz cuadrada B es la invcrsa dc .1 si AI ■ B. 

II. ,,Cuál de Uu siguientes afïnnaciooes es cicrta sobre una sistcma dc ecuaciones en fbrma 
dcmatriz? 

a. Es de la lwma A~'x =b. 

b. Sl liene una solucióii única, la soluaon ser* t » .*! 'b. 

e. Tienc sduclrtn si A no cs invettíble. 
d. Tiene una solución única. 

III. íCuál de las siguientes niatríccs es Invertible? 

I.T 

IV. ^Cuil de los siguientcs aftrmaciones es cierta para una matriz mvertible .17 

a. E1 producto dc A por /es/f" 1 . 

b. A cs una mairiz dc 2 * 3. ' 

c. .1 rW“Hì| 

d. .1 esunamatrizcuadradn. 

V. Diga cuál dc las siguientcs afirmnciones es clerta sobre el sistema 

! ji; - I 1 ' | i|t '''I l|'i || m ! ' lj| il | 1 ' 1 l ! '/ì 

http://harcoval.blogs|iòt.com : 
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B 



i-.n los problctnas I ul 15 dcterniine si ln mairiz dada cs invenihle, Si lo es. calculc la invcrsa. 


" 1 ) 
' (i i 


7. 


10. 


13. 


3 2 1 

0 2 2 
0 0 -1 

3 I ft 
I -I 2 
I I 1 


I I 1 lì 

I 2-12 
I -I 2 1 

13 3 2 



9. 


12 . 


15. 



16. Mucsrre quc si I, H y C son matrices invertiblc.s. entonccs ABC es inverttble v 1 1SC) ' ~ 

C-'B 'A-'. 

17. Si A !• • - -.. son matriccs invertiblcs dc »r * n. muestrc quc. f ,.-1, . I„ es invertiblc 

y calcule su inversa. 

IH, \lucstre que In matri/ * 1 cs su propta inversa 

19. Mucstre que lo matriz | ^ es su propia mvcrsa si A *± / o si a n = ~n :: y a }t a„ = I 


- 


3, e = 

'30'' 

20 

y.i ’ 

î | o' 

ì } i 


•10 


í ± ì 

L' • y 


Respuoslas a la auloevaluación 

I. c II. b III. c IV. d V. c 

http://harcoval.blogspot.com 
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•21. Suponga quc -1 cs dcn«my/l es de m « n, dc manera que t/t es de n x n. Dcmucstrc que 
Jfl no es invcrtiblc sì n ■ m. [Sugertnàu. muestrc quc cxisic un vccior \ diferente de ccro 
tal quc ABx = 0 y después apliquc cl tcorcma 6.J 
*22. Utilice los métodos dc csta secciôn para cncontrar las inversas dc las siguientes matrices 
con clcmcntos complcjos: 



scn 0 cos fl 0 

23. Dcmucstrc quc para todo nûmcro rcal tì la matri/ cos 0 %en fl 0 cs invcrtiblc y 

encuentrc su invcrsa. 0 0 I 

(2 0 Oì 


24. Calculc la invcrsa de .1 


0 3 0 
0 0 4 


25. Una matríz cuadrada .4 = (<r,) se llatna díagonal si todos sus clementos t'uera de la diagonal 
principal son cero. Esto es. a 0 - 0 si / * j. (Ua matri/. dcl problema 24 es diagonal.) 
Dcmucstrc que una matriz diagonal cs invertible si y sólo si cada uno dc los clcmcntos de 
la diagonal cs difcrentc dc ccro. 

26. Sea 


una malriz diagonal tal que sus componcntes cn la diagonal principal son todns difcrentes 
de cero. C'alcule A ' 1 . 


27. Calculc la inversa dc I 


2 I -I 
0 3 4 

0 0 5 


28. Demuestre quc la matriz A 


I 0 0 

-2 0 0 no cs invertiblc. 


*29. L na matriz cuadrada sc llama triangular supcrior! inferior) si todos sus clementos abajo 
(arriba) dc la diagonal princìpal son cero. (La matriz cn d problema 27 es triangular superior 
y la matriz cn el problema 28 cs triangular inferior. i Dcmuestre quc una matriz triangular 
superior o triangulur intcrior cs invertible si y sólo si cada uno dc los elementos dc la 
diagonal cs difercntc dc cero. 

*30. Demuestre quc la invcrsade una matriztríangularsupcrior invertible es rriangular superior 
[Sugen-nciíj primero demuestre cl rcsultado para una malriz de 3 * 3.| 


Fn los problemas 31 y 32 sc da una matriz. En cada caso dcmucstrc quc la ntatriz no es invcrtible 
encontrando un vcctor x difcrente dc cero tal quc Ai - 0. 


31. 



[I -I 3 
32. ; 0 4-2 

ttp://harcoval.blogs]Dof. 
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J3. L nafabrica tlc mucblcs de cal.dad l.cnc dos di\ is.ones: una (aller dc muquinas hcrramicnta 
dondc sc fabncan las partes dc los muehles y una división de cnsamble y tcrm.nado cn la 
quc sc unen las panes para ohtencr el producto termmado Suponga quc se tiencn 12 
ct.iplcados en cl tallcr y 20 cn la dívisión. y quc cada cmplcado trabaja 8 lioras. Suponga 
quc se producen sòlodos artículos: s.llas y mcsas. t na silla requ.crehoras de maquinado 
> - horas dc cnsamblc y tennmado. L na mesa requiere 4- horas de maquìnado v horas 
dc cnsamble > tcrmitiadn Suponicndo quc sc tiene una dcmanda ilimitada de estos 
productos y que cl fabncantc quiere mantcncr ocupados a todos sus empleados, ;cuántas 
sillas \ cuantas mcsas al dia puedc producír esta fàbrica? 

34. t.a alaccna dc mgredicntcs mágicos dc una bmja contienc 10 onzas dc trébolcs dc cuatro 
hojas mohdos v 14 onzas dc raiz dc mandrâgora cn polvo. I.a alaccna se resurtc automa- 
t.camentc s.cmpre que ella usc justo todo lo quc ticnc Una poción dc amor reqmcrc t- 
onzas de trébolcs y 2- onzas de mandragora. I na rcceta dc una con<KÌdn (por brujas) cura 
para cl icsfriado común rcquierc îf onzas de trèholcs y 1011 on/.as de mandràgora, jQué 
cantidad dc la poc.ón dc amor y del rcmedio para resfriado dehe hacer la bruja para Jsar 
toda la reserva cn su alaccna? 

35. t n granjero da dc comcr a su ganado una mczcla de dos tipos dc alimento l'na unidad 
estandar del alimento A proporciona a un novillo 10% dcl requcnnuenio diano dc proteina 
\ 15% dcl de carbohidralos. Lna unidad cstándar del alimento tipo B conticne P% del 
requcríntierttod.ano de prolcinay 8%del de carbohidratos Si el gmnjcro quicrc alimcntar 
a su ganadocon el l()0%de losrcqucrimicntos minimosdiarios de proteina y carbohidratos. 
j.cuántas unidades dc cada tipo de alimcmo debc dar a un novillo aJ dia? 

36. I na vcrsiòn inuv simplilicada dc unatabla dc insumo-producto para la economfa dc Isracl 
en 145S divide esaeconomiaen ircs scctores — agricultura. manufactura \ cncrcia — con 
los siguicntcs rcsultados.f 



Agricullura 

Manufacturu 

Fncrgii 

Agricultura 

0293 

0 

0 

\tumilactura 

0.014 

0,207 

0.017 

h'nergia 

0.04-1 

0010 

0216 


a. , Cuàntas umdadcs de producción agricola se rcquicreri para obtener 1 unidad de 
prtxlucto agricola? 

b. t .( uántas unidades de producción agricola sc rcquicren para obtencr 20(1000 umdades 
de productos agricolas? 

c. ^Cuántas umdades dc producción agricola sc requieren para obtcncr 50 000 unidadcs 
dc energia? 

d. iCuântas unidades de cncrgia sc requicren p;ua obtcncr 50 000 umdades de productos 
agricolas 


VVassil} t conticl. Inpul-Oulpul F.iMmmics (\kui\i Vi>rL ( M.ii.l I rmersstv f'ios HM] 
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37. Continuando con cl problcma .16. las exportacioncs ten miles de Ubras israelics) en 1958 

fucron: __ 

Auncultura 13 213 

Manul’actura 17 597 

F-ncnda_ | 786 

a. Calculc las matrices tecnológica y de Lcontief. 

b. Determinc el valor en libras israellcs de los prcntuctos agrícolas, los artículos manu- 
facturados y la energia requcrtdos para haccr luncionar estc modeto y cxporlar el vulor 
establccido de cada producto, 


Fn los problemas 38 al -»5 calculc la forma cscalonada por rengloncs dc la matrìz dada > utillceln 
para dctcmtinar directamcntc si la matriz cs invcrtiblc. 


38. 

40. 

42. 

44 

46 


39. La tttatriz dcl problema 1 
41. La matríz dcl problema 7 
43. La matriz del problema 11 
i. umauuuu,,..,.. 45. La matriz del problcma 14. 

> Sca 4 J|1 11 ' I y suponga que U||itn - cf|* 0. Dcrivc la fónnula t l_i mediantc 

rcducción por rengloncs de la matriz aumcntada 


La matriz del problcma 3. 
La matriz dcl problema 4, 
La matrtz dcl problema 9. 
l.a malriz dcl problcma 13. 


(«u 1 «ì 

I „ „ i n i ■ 


47. Demucstrc los incisos í), fí) y ri - ) del teorema 5 

48. Calculc In inversa dc | ' j donde A cs una matriz cuadrada. revisc la 

multiplicaciòn dc matriccs por bloques cn la página 7 0)+. 

(vt„ 0 ) 

49. Considere que .4,, y Iv. son invcrtibles v encucntre la tnvcrsa de ^ ( 



MANEJO DE CALCULADORA 


TI-85 

Pnra obtener una 

oprima 


inversa en la TI-85. de un nombre n In matriz, por cjemplo .1. y despucs 
ALPHA 'I jT] [m] j x- 1 | 1 ENTER j 


Si. I no cs invcrtiblc. apareccrá cl mensajc 

F.HROR 03 SINGULAR MAT 


cs decir. cnor 03 matriz singular 


t 


htt 

R.it! m ’cn /W- 


, U K-ntc cn su aniculn ' ieadring i incar .Mnchu MuBth« Pog M«q 

logspot.com 
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MATLAB 


CASIO fx-7700 GB 

ob ::"„" eïs - 11 CAS, ° h - ,7M <ìb - ■*—s > 

Si 4 no es invcrtiblc, sc obiendrá el mcnsajc dc crror Ma ERROR. 

Rn los problemas 50 al 53 u,ilicc una calculadora P ara calcular la inversa dc la matriz dada. 
1.6 23 

50 . -42 3 .*> 5 7 

r 6 8 -0.9 4 1 

( -0.03 0.21 


1 

'20 

37 

11 

51. 

26 

49 

10 

J 

[yf 

98 

36 


52. 


53. 


-0.27 

0.33 

0.44 

23.46 
-59 32 
36 38 
1-M.3I 


0 79 
0.02 
— 0.68 


046 
0 16 
0 

0 37 


-0 33 \ 
0.22 
- 0,88 
0.79j 


-59.62 
77.01 
67 92 
-70.80 


38 36 
91.38 
-S! 31 
43.59 


-44.21 

50.02 

1506 

7122 


54. Demucstre quc la mversa dc 


17 
i : 
5 
0 


55. 


tiene ceros abajo de !u diagonal. 
Haga lo misnio pani la matriz 


23 I 
0 
0 
0 
0 


-42 I 
-145 
0 
0 
(I 


-63.7 

362 

372 

0 

0 


4 

22 

-4 

-7 


-19.4 
-15.9 
64 8 
912 
0 


23.8 
61 3 
23 5 

13.8 
46 9 


56. Us matrices en los problemas 54 y 55 se llaman tnaneulares superiores. L.sando los 
rcsultados dc csos problemas. obtenga una conclusión sobre la invcrsa de una matn/ 
tnangular supcrior. 


1.8 


InformacìAn dc MATLAB. El comando de MATI.AB eye<n) forma la matrizidentidad dc n , 

(\ 1 ì\ 

. formc K » |A eye(J)|. 


I. a. Para.4 


2 5 41 

J -I ioJ 
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i. Encucntrc la tomia escalonada rcducida por renglones dc R. t'lilice la notación 
**:" para asignar el nombre de la \ artable 5 a In matri/ quc consistc en las tres úl- 
timas columnas de la forma cscalonada reducida por rcngloncs de R. 

ii. f ncuentrc i'. l y . 15. Describa lu relnción entre. I y 5. 

iii. Compare S con inv(A) 

b. Repita las instruccioncs anteriorcs para A = 2«rand(5)-i (ttilicc eye(5) y hagai igu.il 
a las cinco columnas de la forma cscalonada rcducida por rcnglottes.) 


2. Considcre las ntatrices 


'2 7 5 


'2 -4 5 ' 

1) 0 8 

ii. 

0 0 8 

7 4 0 


7 -14 0 



1 

4 -2 

r 





1 

4 6 

\) 


iii. 

5 

7 

1 0 

4 10 

■* 

/ 

4 




tv. 

5 

7 

1 9 
4 8 

- 

1 



0 

7 -7 

7 





,(» 

7 5 

V 


V 


ì 










'1 2 

3 

4 

5] 


fl 

•t 

-1 

7 5' 

i 

0 -1 

2 

-1 

2 


0 

-1 

2 

-3 2 

-=1 

V. — 

1 0 

n 


-1 

vi. 

1 

0 

3 

1 -1 

56 

1 1 



1 

1 


1 

1 

1 

4 1 


0 

0 

0 

4; 


l" 

0 

0 

0 4 


l’ara cada matriz I: 

a. 1 sc cl comando rref para probar si es invertiblc y encucntrc inv(A). 

b. Si .1 no cs invertiblc. ponga atención en los mcnsajes dc MATLAB cuando dé inv(A) 

c. Si .1 cs invcrtiblc. vcriftque quc inv(A) da la inversa Seleccionc un vector alcatorio b 
para el lado dcrecho. muestrc quc el sistema | f b) tiene una soluciôn unica usando cl 
comando rref, asignc la solución a la variable \ y compare v con y = inv(A)*l> 
(cncuentre v-y i. Repita csto para otro vector b 

3. a. Sca A = rountl(IO*(2*rand(5)-l)). Sca B - A pcro cambie uno dc los rcnclones dc tí 
a B|3,:) ■3*B( l,:) + 5* B(2.:). Muestre que fí no cs invertible. 

b. Sca B = A y cambie el renglón quequiera por unacombinación lirteal de otros renglones 
de B. Mucstre que U no es mvertible. 

c. i Lápi: v papet) Considerando cl pnKcso de reducción a la forma cscalonada rcducida 
por rencloncs. dcmuestrc quc una matri/ R no cs invertiblc si un renglón cs una com* 
binación lineal dc otros rcnglones 


4. SeaA = roundlI0*(2»rand(7)-I)). 

Sca 8 = A pero B(:J( = 2*B(:,I )-B(:.2). 

Scu C' »A pcro C(:.4) C <:.1)+C(:.2)-C(:J) > C(:,6) = 3*C(:,2). 

Sca D - A pero D(:,2) ■ 3*D(:.I). D(:,4) = 2*D(:.I )-D(:,2)+4*D(:J). 
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a. Lncucntre rreídc li, ('y D. ; A queconclusión llcga sobre la invcníbilidad dc unamatrv 
en la quc algunas columnm son combinacioncs linealcs dc lns otras colurnmts? 

I>. Prucbe su conclusìón con otra malrií alcatoria gcnerada F. y moditicada cambiando 
algunas columnas a una coinhínación lineal dc otras. 
e. Para H. C. D y £". busquc palmnes cn tcs nûmeros dc rrcl'que nellcjcn los coeíicientes 
dc las combinacioncs lincalcs. Describa cstos patrones. 
d. ,.Dc quc mancra sc relaciona cstc problema con cl problema 5 de MAl LAB I T' 


5. Tlpos especiales dc matrices 

*• cinco matriccs nicaiorias triangulares supcriorcs con clemcntos cntcros entrc 

-10 y 10. Utilicc cl comando triu Para dos dc las matrices gcneradas cambic un 
clcmento de la diuçonal a 0. (Pot cjcmplo. si la matriz sc llamn I. modiliqucla con cl 
comando AI2.2) 0) 

i. Pruebe si cada una cs invertible Dcscriba una conclusión quc rclacione los 
terminos de la diaçonal dc la matnz triangular supcnor con la propicdad de ser o 
no invertiblc Prucbcsu condusión con trcs n más matrices triangularcs supcriores 
iL Para cada matriz invcrtiblc cncontrada cn i i encucntre la inversa usando cl cnman- 
do inv. ;.A què conclusión pucde llegar sobrc la lomta dc la invcrs.i dc una matri/ 
triangulur supcrior? ;Cómo son los elenienios dc lu diagonal dc la inversa cn 
relación con los clcmcntos de la diugonai dc la matriz oriuínal'.' ;,De qué manera 
sc rclaciona csta observación con i >? 

iii. </.ú/7<r» papvl) Suponga que I cs una mairiz tnangular supenor dc 3*3 

|« b 
ft d e . 

0 0 f 

Dcscnba los pasos ncccsarios para rcducir la matnz auincntada [ I /| (/cs la motri/ 
idcntidad) a la forma escalonada rcducida por rcnglones > utilicc la dcscripción 
para vcrificar las conclusiones sobrc las ínversas dc matriccs triangulares supc- 
riorcs a las que llcgó cn i) y ií), 

b. Prueltc si lns siguicnicsmatriccs y otras con cl mismopatron gcncral son o no invertiblcs 
Dcscriba sus resuliados: 


1 2 3Ì 
15 6 


12 3 4 


5 6 7 8 

7 8 9 

/ 


9 10 II 12 
J3 14 15 16 


c. En cl problema 11 dc MATl.AB 1.3 sc ascguró que el sistcmu obtenido al aiustar un 
polinomìo de grado « a n - I puntos con ctntrdcnadas distintas llcvaria a una solución 
úmca. ,,Ouc dicc esto sobre la matnz de coeficientcs? Pnjcbe su conclusión pnmero 
dé uri vcctor \ con coordcnadas dislintas y cncucnuc \ = vanderU): despucs pruebc 
I. Repita csto para olros trcs vcctores \ 


6. Considerc las siguicntes matriccs 


I 2 .1 4 5 

0-1 2-1 2 

Al* | i) o 2-1 .42 

11 I -I I I 
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2 -i 
-i 2 
(I 3 
i I 
<i 0 


7 5 

-3 2 

I -I 

4 I 
0 4, 
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Í3 

9 

5 

5 

1] 


1 


-3 

4 

5Ì 


4 

9 

5 

3 

2 


_2 

-5 

8 

-8 

-9 

.45 = 

2 

1 

3 

1 

3 

A4 = 

1 

2 

_2 

7 

9 


5 

9 

10 

9 

4 


1 

1 

0 

6 

12 


,0 

0 

0 

0 

-5, 


*ì 

v - 

4 

-6 

8 

11; 


A 5 


'2 -4 4 5 -l' 

0 0 5 1-9 

7 -14 X 7 -2 

7 -14 0 4 II 

,9 -IX I 7 I4 ; 


a. Usando cl comando rrcf. prucbe si las matrices A / a. 15 son o no invertibles. Prucbc la 
invertibilidad dc .4/*.42. A1*A3. Al*A4, 4/*45, .4:* 15. L?MV. .42*.45. 45* 44. 
45*,45 y 44* 45. Obtcnga una conclusión sobre la relación entre la invcrtibilidad dc 
dos niatrices y la invertîbilidad dc su producto. Lxpliquc de que manera la evidencia 
apova su conclusión. 

b. Para cada par dc matrices .4 y H, del problema anlcrior, tales que Afí cs invcrtiblc, 
encuentre 

inv(A*R)-inv(A)«inv(B) y inv(A*B)-inv(B)*inv(A) 

Obtenga una fórmula para (AB)~ l cn términos de 1 l y B '. Expliquc. 


7. Perltirbaciones: matrices cercanas a una matri/ nn invcrtihle Introduzca la matriz 


A = 


í' 2 3 Ì 

4 5 6 
7 8 9 


Verifique que .4 no es invcrtible. En lo quc siguc 1 se cambia a una matriz invertiblc C quc 
cs ccrcana a .4, modificando uno de los clcmcntos de .4: 


C = 


4 5 6 

7 8 9 +/ 


dondc/cs un número pequeflo. 

Antcs dc continuar. de el comando forinat short c. Este comando haní quc los 
nûmcros aparezcan cn notación cicntífica. En MATLAB, por ejcmplo, l.e-5 reprcscnta 

10 -». 

a. Introduzca 


f * I .e-5; C ** A; C (3J) = A(3J) + f; 

Verilìque que (" es invertible y encucntrc inv(C). 

b. Repita para f = l.e-7 y f= l.e-10 

c. Comente sobre el tamafto de los elemcntos de inv(C) (comparado con cl tamafto dc los 
clcmcntos dc C') confomie/se hace pequefto. es decir, confonne C se acetca màs a no 
ser invertible. 

d. Se investigará la exactitud de las soluciones a los sistcmas en los quc la matriz dc 
cocficicntcs cs cercana a scr invcrtiblc. Observe que si 


t 2 
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r 

entonces( \ = b.donde x - I ;esdeur. \ eslasaliidon exacta. Imroduzca x — 11 • I * 1 1 

l'J 

l'aru eadj / usada cn a) > b), fonne (' y b > resuclva e! sisteniu Cy b usando inv(C) 
i dando el nombre dc y a la solución). Encucntrc z = x-y , Que tan Jercanaes la solución 
calculada v a la solución cxacta *? ^,Dc tjuC manera cambia la cxactilud conforme / sc 
hace mas pcquerta. es decir. conforme C sc acerca a no scr invertible? 

Antcs de continuar con otros problemas dc el cornando format para reeresar a la 
notación normal. 


8. Este problcma sc refierc al modelo de insumo-producto dc Lcontief. Resuclva los prohlc- 
mas usando (/-.í) dondc •» es lamatriz tecnologica qucdcscribe las demandas intcmas. 
Intcrprctc sus resultados. [Sugerenciade MATLAB: La matriz tdcntidad /de n * n se pucdc 
gencrar con eve(n).| 

a. E1 problema 37 de esta sccción. 

b. El problemaOb) dcMATLAB 1.3. 

L tilice format tong si desca tnas dígitos en las respuestas. 


9. c riptogrnfïa Un proceso pant cncriplar un mensajc sccrcto es usar cierta matnz cua- 
drada cuyos clemcntos son enteros con clcmentos cntcros cn la tnvcrsa. Sc rccibc un 
mensajc. sc asigna un númcro a cada letra (por ejemplo. A I. B 2. ctcctcra. y cspacio 
- ?^i. sc arreglan los numcros en una matriz de izquierda adcrccha cn cada rcnglôn,dondc 
cl numero de clcmcntos cn el renglón cs igual al tamafto de la matriz dccodigo, sc multiplica 
csta matriz por la matnz de código par la áenscha , sc transcribc cl mensajc a unn cadcna 
de numeros ique sc lce de izquierda a derccha a lo lorgo dc cada rcngUSnl. v sc manda el 
mcnsaje. 

La persona quc dchc recibir el mcnsaje conoce la matriz dc código. El o clla arrcglan 
el mcnsaje cncnptadu cn una matri/ dc i/quicrda a dcrccha en cada renelón. cn donde cl 
número dc elementos cn un rcnelón coincide con cl Umarìo de la nìatri/ de codigo. 
multiplicH par la Jerecha por cl invcrso de la matri/ de código > puede lccr el mensajc 
decodificado idc izquicrda a dcrccha por cada rcnglón). 

a. < l.aptzy papch Si sc arregla el mcnsaje en una matriz lcyendo de izquicrda a dcrccha 
dc mancra que cl mimcro de elementos en un renglón coincide con cl uimnilo de la 
rnatriz dc código, ^por quc dcbc multiplicarse por la dcrecha? 

£,Por qué al rnultipliear por la inversa sc decodifica el mcnsajc (es decir. se deshacc 
el encnptado)? 

b. Usted ha recibido el siguiente mcnsaje que fuc cncríptado usando la matnz I dada. 
Dccodifiquclo. (Suponga que A = I. B = 2, elcétera. y cspacio = 27.) 

I 2-3 ‘1 î' 

-2 -5 8 -8 -9 

.-* = | 2-2 7 9 

I I 0 6 12 

,2 4 -6 8 II, 

Mtnsajc. 47.49.-19. 2?7.487. 10. -9.63.137.236.79.142. IK4.372.536.59. 70 -40.332.588 

Suia. El pritner renglón dc la mutriz quc ncccsita construír cs 47 49 -|9 257 487. Ahora 
continúe con el scgundo renglón. 
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1.9 TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ 

Correspondicntc a toda matriz existe otra matriz que. como sc verâ cn el capitulo 2, tiene 
propiedadcs muy siinilares a las de la matriz original. 


ij ’ 1 ii-! m 11 illlHlllllllllilliÌlMÌIlilililllllllliMllililllB 

DEFINICION 1 Transpuesta Seazl -(Oŷ) unatnatrizde m >; n. Entonces latranspuesta de/í. quc 
se escribc A\ es la matriz dc n x m obtenida al intercambior los renglones por las 
columnus de A. De manera brcve, se puede escribir A' a (aj. En otras palabras. 



S. •••: «.« 


v • ll “ lllll " li;, " i?Ul ** llillÉiíi 


«2, «3: - •• 

: I 1 : 


«ml «mJ ' ‘ • “m, 


. entonces A‘ - 




imnimiiiniiinniiiii]|||i11 \\ mni \\ 11miTtnfTjn lUll \\\ 11 nl llllullllllitlmlH lllmllillnÌi|m 

Simplemente se coloca el 
como el rcnglón; de A'. 

,u, , l , 


yy-y 

a \i a * - • • ««ï 

illtíllìlllmlllllmllllluill 

{% «i. • • • U -»J 
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'i illlulm' 




FJEMPLO 1 Obtención de las transpuestas de trcs matriccs Encuentre las transpucstas dc las 
matrices 

'1 2 -ftj 


-G í) # -(-í i i) 


2-3 4 

0 I 2 
2-1 5 


Solución Al intercambiar los renglones v las columnas dc cada matriz se obtiene 


-(ì i) 


3 4 

I f> 


C' = 


12 0 2 
2-31-1 
-6 4 2 5 


Observe. por ejcmplo. que 4 es la componente en cl renglón 2 y la columna 3 de t 
mientras quc 4 cs lacomponenteen el renglón 3 y lacolumna 2 de C'. Estoes. cl clemcnto 
2 3 de C es el elemcnto 3,2 de C'. ♦ 


TEOREMA 1 



Supongaque A - (odes unamatrizde n x m y B *». (hy) cs una matriz dc m * p. Entonces 
l (A r y =A. (2) 

iL (ABY = B'A'. (3) 

iii. Si A y B son de n x m. entonces (A * B)' = A' + B'. (4) 

■I' cs invertíblc . • ‘ • 

xnr'rvrvt rvrvin 


iv. Si a «Jnyeiti 


•ni'UXI csiuscrtibli 

Dval.blogspot.com 


■■(A-'y 


(5) 
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Oemostradón 



DEFINICIÓN 2 


FJEMPLO 2 


i. Esto siguc dircclanienlc de la dcfiniciòn de la transpuesta. 

II. Primero. sc obscrva quc AB cs una matriz dc n x p, dc manera quc (AfíY es de 
p * n. Tnmbicn. B' es vie/p x m y A' es de m * /;. dc manera que HX' cs de p x n. 
Asf amKis matricesen laecuación(3) tienen el inismo tamarto. Ahora, el ele- 
" 

mento ij de Afí es £ a á b kt y éste cs el eiemcnto /r dc {AO/. Scan C = H' y D = 

t.i 

A'. Entonccs el elcmento (j, dc C es h tl y el elcmcnto ij, de D es a,,, Asi. el 

fff jjl ^ 

elemento ji de CD - clemcnto ji de fí'A' » £ = £ V* = £ = 

*»i t»i 

clemcnto /; de (AB) r . Esto completa la demostración de la partc //), 

iii. Esta parte se deja como ejercicio (vca el problema 11). 

iv. Sea A — B. Entonces Afí fìA = / de inanera que. del inciso H% (Afìy ^ b’A' = 

/' = / y (&•« j'» A'B 1 = /. Por lo tanto. A' es invertiblc y B' es el inverso de A‘; cs 
decir. (A'r 1 -r'^(A ’ * 


La transpuesta juega un papcl imponante en la leoria Je mairices. Se verâ. cri 
capìtulos posicriores. que A y 4' licncn muclias propiedadcs cn eomún. Como las co- 
lumnas de .1' son renglones de A. se podrán establccer hceho.s sobre la iranspuesta para 
concluir quc casi lodo lo que es cicrto para los rcnglones dc una matriz >c cumplc para 
sus columnas. 


La siguientc dcfinición es fundaincntal cn la teoria dc matrices. 


Matriz simétrica La matriz (cuadrada) A de n x n se llama simétrica si A J - A. Es 
decir. las columnas dc A son tambicn los renglones dc A. 


Cuatro matrices simctricas 


Las siguientes cuatro matrices son simétricas: 


/ 


(1 2^ 

r | 

T 

1 

2 3 tí = 

-4 7 5 

V / 

[2 5 oj 


C= 


f-l 2 4 
2 7 3 
4 3 8 
6 5 0 


6 

,S 

0 


♦ 


En ios capitulos 5 y 6 se vcrá la importancia dc las matrices simctricas reales 
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PROBLEMAS 


Otra manera de escribir el producto escalar 

Sean a = | ~f | y b = IV I dos veciores columna con n componentes. tntonces. de la 





a ì 


b. 

; 

y b- 

: 

a„ 


b„ 

V J 


K "J 

(1) en la página 


a b - + • • • + aj>„ 

Ahora bien. a es una matriz den« 1 de manera que a' es una mairiz de I » « y 

a' = (d, a 2 • • • a„) 

Enionces a'h es una matriz (o escalar) de 1 * 1. y por la detìnición de la multiplicación 
de matriz 




a'b (a, a z - • a n ) 


K b "J 


a x b | ♦ aJb 2 + • + ajb„ 


Asi. si a y b son vectores columna de n componentes. entonccs 


a ■ b = a'b 

La fórmula (6) scrá ûtil más adclantc cn cstc lihro. 


( 6 ) 


1.9 


Autoevaluación 








I. Si A es una matriz de 3 * 4. entonces A 
a. 4x3 b. 3x4 c. 3«3 


' cs una matriz de_. 


d. 4x4 


II. Falso-verdcuiero A' está detînida sólo si .4 cs una tnatriz cuadrada. 




III. Falso-verdadera Si A es una matrlz de n « n. entonccs la diagonal principai dc A' cs 
misma quc la diagonal principal dc.-t. 

IV. Falso-vt-rxladcrtí [(+')? = A' 

V. ú—’ 3 51 


la 




Pfl 


'-i iì 

2 0 
3 0 


b. î ò 
l 3 0 

V J 



Respueslas a la autoevaluación 

1. a 11. F 111. V IV. V V. b 
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En los problcrnas I al 10 cncucntre la tnmspucsta de la matri/ dada. 



11. 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17 . 

18. 


19. 

20 . 

21 . 

22 . 

23. 

»24. 

•25. 


Scan .1 v 0 malrices dc n • m Dcmucstre, usando la dcfinición I, quc ( !»«>' = A' + B' 


Encucntre los númcros ay|l talcs quc 5-6 2 cs simctrica 

2 4j 

St A y H son tnatnccs simdtricas de n * «, pruebc quc 4 + H es smtctrica 
Si .1 y H son tnatrtces simctricas de n * n. dcrnucslrc quc <Affy - BA 

Dcrnuestrcquc paracualquier matri/ A la matriz producto 11'estádcfinido \ es una matrr/ 
simétrica. 

Dcmuestre quc to<la matri/ diagonal es simctnca (vea cl problenra 1.8.25. págma 114j 

Dcmucstre quc la transpuesta de toda matríz díagonal supcrior es triangular mferíor ivea 
cl problcrna 1.8.29. página 114), 

l na matriz cuadrada sc llama antisímctric» si | = -A i es dectr. ,v, -a t i /Cuáles dc las 
siguicmes matrices son antisimctricas? 


(“1 


■» _i _■> 


0 I -I 
10 2 
1 -2 0 


Sean A y H dos malnccs antisimétricas de n x n. Dcmucstre quc .4 + ff es antisimctrica 

Si .1 cs una matriz rcal antisunétrica, dcmucstrc quc toda componcntc cn la diagonal prin- 
cipal de 4 es cero. 

Si .4 y ff son matriccs antisimétricas de n * n. dcinucstre quc (.4/4) “ /4.4 de manera quc 1/4 
cs simctrica si y sólo si .1 s /4 conmutan. 

Sea I unu matriz de n • n Dcmucstre que la matriz j4.4 + A 1 ) cs siinétrica. 

Sca .4 una matri/ dc n x n Dcinuestre que .4') es antìsimétrica. 

Dcmuestre quc cualquicr matriz cuadrada sc pucdc cscribu dc una manera unica como la 
suma de una inatriz simétrica v una matriz antísimétrica. 


“n 

a : , ^ 2 " 


una matriz con elementos rcalcs no negativos quc tienc las propicda- 


dcs siguicntcs: I) oj, + <q. 1 y ♦ au = I y ii) 

invcrtible y que .4 A'. 
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Kn los problcmas 26 al 2*> caJculc (í') 1 y (.1 ')' y dcrniicslre quc son igualcs 

“■■<-(5;) "•«-fiìì 


3 2 I 
0 2 2 
0 0-1 


27 ‘ ^[3 2j 

r | I I 
29. .1= 0 2 3 
5 5 I 


m 


MANEJO DE CALCULADORA 
TI-85 

Para obtencr -P cn la 11-85. oprima 


2nd I MATRX ] S (MATH) [ AI.PHA ]Q (T) S L ENTER 

CASIO fx-7700 GB 

Par aoblc ner -1' en la CASIO fx-7700 GB. primero ohtenga. I cn la pamalla. Dcspues prcsio- 
nc F2 . .-I' estarà almaccnado en la mcmoria C. 


MATLAB 1.9 


ln/ormación de MATLAB. Para la mayoria de las aplicaciones, para cncontrar la iranspuesia de 
scda A'. Aqui' esel apósirofc. Si .1 tiene elementoscomplcjos. A' producirá la transpuesta 
conjugada complcja; si desea enconlrar la transpuesta de .-I (sin conjugación compleja). usc A.\ 
Para generar matriccs alcatorias, consultc los problcmas de la sección anlcnor, MATLAB 1.6. 

1. Gencrc cuatro pares, I y tì. dc matriccs alcaiorias lales quc AB cstc delìnido. Elijn algunas 
matrices cuadradas y olras no cuadradas. Encucntrc (.Ifl)' - l'fl' y (AB)' B!\‘. Concluya 
una fórmula pant (.-I HY cn icrminos de las Iranspucslas dc I y H. 

2. Consulteel problema 2 dc.MATLAB 1,8. Pnracadamatri/dcahi. verifiquc si.l’ cs o no in- 
vcrtiblc y rclacione esto con la invcrtibilidad de -I. Cuando tcnga sentido para la matri/. 
compare Inv(A') con lnv(A)\ 

3. Cienerc cuatro matriccs cuadradas alcatorias dc diferentes tamofios. 

a. Para cada mairi/cncuentrc B A’ + A. Describa los patroncs observados en la forma 
dc estas matriccs B. 

b. Para cnda matriz. I, sea C \ - A. Describa los patrones obscrs udos cn estas matri- 
ces C. 

c. Gcncre cuatro matrices alcatorias dc diferentes tamaflos. algunas cuadradas y otras no 
cuadradas. Para cada matriz F gencrada. cncucntre G - F*F Describa los patrones 
obscrsados en la forma dc cstas matrices O. 

d. (Lápiz ypapeD Prucbe sus obscrvaciones cn los incisos a). b| v c) usando las propie- 
dades de la transpuesta 
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4. a. {Làpizypapel) Si 1 es un3 tnatriz con elementos reaîcs. cxplique por qué al rcsolver 
cl sistema I x = 0 sc obticnen todos los vcctorcs rcales x talcs que x cs pcrpendicular a 
lodas las catumnnx dc A. 

b. Para cada matriz I dada, cncucntrc todos los vcctores realcs x talcs que x es perpendi- 
cular a todas las cotumnas dc A. 


2 (1 1 


(2 4 5) 

0 2 1 


0 5 7 

1 1 1 

ii. .1 = 

7 8 0 

-1 1 1 


7 0 4 

,111 


' 'J 


iii. A = rand(5J) 

PROBLEMA 5. Mutrires onogonales Sca \ = 2*riintl|4)-l y sea Q = orth(A). Q es un ejemplo dc 
PROYECTO inatriz </rtr>gonal. Las matrices ortogonalcs tienen propicdades especiales quc sc cxplora- 

rân en cstc problema, 

a. Generc un par dc vectorcs aleatorios de 4 « l.iy y. C'alcule cl producto escalar dc \ v 
y: llâmclo s. Calculc cl producto escalar de Qx v (}>•; Ihimclo r, Encuentre s—r y usc 
format short e para el desplieguc cn pantalla. Rcpita para otros tres parcs de x v y. 

<’,A quc conclusión llega al comparar el producto cscalar de x y y con cl producto 
cscalar de y» y Qỳ? 

b. Prucbc su conclusión dcl inciso a>. Gcnerc trcs matrices ortogonales Q dc difcrcntcs 
tamaflos (usando el comando orth j y al mcnos dos parcs dc vcctorcs \ y y por cada Q. 
Generc al mcnos una niatriz eompleja Q. Para cada Q y par * y y. comparc el producto 
escalar de v y y con cl producto cscalar de Qx y Qy. Escriba una descripción dc su 
proceso y sus resultados, 

c. Para cada (3 gencrada. dcmuestre que la longitud dc cada columna dc Q cs igual a I > 
que cualesquiern dos columnas difcrcntcs de Q son perpcndicularcs cntrc si. (La 
longitud dc un v cctor esta dada por la raíz cuadrada dcl producio escalar de un vector 
consigo niismo: longitud = sqrt(x , »x). Dos vectores son pcrpcndiculares si su produc- 
to escalar cs igual a cero.) 

d. Para cada Q. cxplorc la relación entre Q. Q' e inv(Q) Formule una conclusión sobre 
csta relación. Dcscriba su investigación y su proccso dc pcnsamicnto Gcnere otras dos 
matrices aleatorias ortogonalcs dc tamaftos màs grandes y pruebe su ccnclusión. 

c. {Lápizy papct) L'tilicc la conclusión a la que llegó en el inciso d) (y otras propiedades 
conocidas) para probar la conclusión dd inciso b). 

Utilicc la conclusiòn del inciso b) para probar la obscrvación dcl inciso c). 
f ''ugcrcncin Dada una columna de Q. seleccione un vector adccuado \ tal quc Q\ sca 
igual a la columna dada.j 


1.10 MATRICES ELEMENTALES Y MATRICES INVERSAS 

Sea .4 una malriz de m ■ Fntonces. como se vcrá cnscguida, sc pueden realizar 
operaciones elcmentales con renglones en .4 multiplicando A por la izquicrda por una 
matriz adecuada. Las operaciones elementales con renglones son: 

i. Multiplicar el renglón; por un número c difercnte de cero. R, -* cR, 

ii. Sumar un mûltiplo del renglón t al renglóny. R, -* R, + cR, 

iii. Pennutar (inlercambiar) los renglones »' y j. R t R f 
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DEFINICION 1 

J ' ' ii 1 M 


l lUii'im iilllHiai——ÉM—ÉMfcHi'Vi 1: .l •' • ;, ,,, ; 2 1 ' li ,"hN l I 1 1|.r-.'i'••; •••..•', ,i, ,, ,;.• , , r.1' 

Matm elcmental Una matriz(cuadrada) £de n * n se llama una matri/ elemental 

si se puede obtener a partir de la matriz identidad, /*. de n x n mediante una sola 






operacìón elemental con renglones. 


w,immw 


H|1>TV,iMH\Ì 






ii'. 


iì 


II 


IS'otaciòn. Una matri/ elemenia! se denota por E. o por cR t . R , + cR,. o pt>r P„ según la 
forma en que se obtuvo de /. Rn cste caso P,j es la niatriz obtenida al intercambiar los 
renglones i y j de /. 


EJEMPLO 1 Trcs matriccs clemcntates Obtenga tres matrices elementales de 3 * 3. 


u. 


ni. 


(\ 0 OÌ 
0 1 0 
0 0 1 

I 0 0' 
0 I 0 
j0 0 I 

{ \ 0 0\ 
0 I 0 
,0 0 1 


• *ft, 


.n, ,t». 


(\ 0 O'I 
0 5 0 
0 0 1 


- 5/î, 


I 0 0 
0 I 0 
-3 0 I 


= R,-lR y 


(\ 0 O'I 
0 0 t 
0 I 0 


= p 


23 


Matru- oberniHj 
rnulUplicJindo cl «.-tjuntlo 
trnulrtn di» ! jinr 

M.ilru* ulHrnidj mul1r|ilirjndn 
«•I pnmcr rengltin dc / por -1 y 
u!m.1ndoln jl lcrrcr n-n|(>0«> 


MHiir oMetmlj (xnimn.indci H 
v ímcpi rpnglnnM dc / 


La prueba del siguiente teorema se deja como ejercicio (vea los problemas 54 al 56). 


TEOREMA 1 Para reatizar una operación elemental en una matriz A. se multiplica A por la izquierda 
por la matriz elemental adecuada. ♦ 

i rllLil i.lLnli..llni .. R illiclilll.loi .1,118101 ui• 1 1lîuIf nlí .iiHll 1 i. ...JÌSìldll III, ■ uTlìltttr'u' Hlli 1 1 ilitlll iM' •illinllU 


EJEMPLO 2 


Solucinn 


Opcracioncs clcmcntalcs nicdiantc la multiplicación por matriccs elementalcs. 


Sea.4 = 


Realice las siguientes operaciones eletnentales con los renglo- 


4 2 3 -5 

3 I -2 4j 

nes de A multiplicando .4 por la izquierda por una matriz elemental adecuada. 


i. Multiplique el segundo renglón por 5. 

ii. Multipliquc el primer renglón por -3 v súmclo al tercer renglón. 

iii. Permute el segundo v tercer renglones. 

Como .4 es una matriz de 3 x 4. cada inairiz elemental E debe ser de 3 < 3. ya quc E 
debe ser cuadrada > multiplica a .4 por la izquierda. Se usan aqui los resultados del 
cjemplo I. 


i. (5 R Z X4- 

'\ 0 0' 
0 5 0 

ì 3 2 r 

4 2 3 -5 

. 

132 r 

20 10 15 -25 


0 0 1 

V / 

3 1 -2 A t 


3 1 -2 Ì 
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ii. («,-3/?,)^ = 

r 1 0 0 ' 
0 1 0 

r | 3 2 f 
4 2 3 -5 


r i3 2 r 

4 2 3 -5 


-3 0 1 

V / 

l 3 1 ‘2 «J 


P 8 -* K 


HL (/*y) •■< — 

'1 0 0' 
0 0 1 

r | 3 2 r 
4 2 3 -5 


r | 3 2 f 

3 1-24 


0 t 0 

^ / 

3 1 -2 4 


2 3 -5 


♦ 


Considere los siguientes tres producios, con c * 0: 


1 

0 

°ì 

fl 

u 

" 


fi 

0 

0 ' 

0 

c 

0 

0 

l/c 

ii 

= 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

\ 

0 

1 


0 

0 

‘J 

fl 

0 

0' 

f 1 

0 

0 ' 



0 

0 ' 

0 

1 

0 

0 

1 

0 


0 

1 

0 

v c 

0 

'J 

r c ' 

0 

1 


0 

11 

1 


fl 0 0' 

0 0 I 

0 I 0 

\ / 


'ì 0 0' 
0 0 I 

1° 1 °J 


I 0 0' 
0 1 0 
0 0 I 


(I) 


( 2 ) 


<3> 


Lasecuaciones(I). (2) y (3) sugicrcnque toda inatrizelementai es invcrtiblcy que 
su invcrsa cs del mismo tipo (tabla 1.4). Estos hechos se deducen a partir del lcorema 1. 
Es cvidente que si se realizan las operacioncs R, -* R, - cR, seguida de R, -* R - cR, 

sohre la mairiz .4. la matriz A no camhia. También. R, -> cR, scguida de R, -* - R y la 

pemiuta de los mismos dos renglones dos veces dcja la matriz .4 sin cambio. Se liene 

i**r l - 7 *' <«> 

(R' + cR,r' =Rj~cR, (5) 

< V = Py (6> 


La ecuación (6) indica que 


Toda matriz de pemiutaciori clcmental es su propia inversa. 


Restimíendo los ntsuNosi 
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TEOREMA 2 


TEOREMA 3 
Demostración 


Tabla 1.4 


Matri/ 

clcmcntal lipo E 

t fccto dc multi- 
plicar A pur U 
i/i|uicrila por E 

«cprrccntación 
cìmltólica dc Ut 
npcraciuncs 
clcmcnlal» 

Al multiplicar 
por U Í7i|uicrda, 

E 1 hsce lo 
ciguicntc 

Kcprc*entncí(in 
Mmbiiliru ilc In 

opcrauon 

intcrsa 

Muliiplicacron 

Muttiplica cl 
rcnjrlon ; dc A 
pur c *■ 0 

c*> 

Multiplica cl 
rvnglón / de A 

poc - 

c 

c 

Suma 

Multipìica cl 
rcngiòn r de 1 
por c y lo suma 
al renplón / 

R, + cR, 

Multiplica cl 
rcnglòn r dc A 
por -c y lo cuma 
al renglòn / 

R.-cfl, 

Pcrmutaciôn 

Permula los ren- 
ploncc i y / de A 


Pcmiula los ren- 
glono > yj de A 

p n 


Toda matriz elemcntal es invertible. El invcrso de una matriz clementaJ es una matriz 
del mismo tipo. ♦ 


/V'o/a. E1 inverso de una matriz elemental se puedc cncontrar por inspecciôn. No es 
necesario hacer cálculos. 


Una matriz cuadrada es invcrtible si y sôlo si cs el producto de matriccs clementales. 

Sea A = E^E Z ■■ ■ E m donde cada E, cs una matriz elemental. Por el teorema 2. cada E, 
es ìnvertiblc. Más aún. por e! lcorcma 1.8.3, página 100. A es inveriible+ y 

.4* l «= E- m 'E- m U •i.'fii'Éî'" 

Inversamentc, suponga que A es invertible. De acuerdo con el tcorema 1.8.6 
(teorema dc rcsumcn), A es cquivalente por renglones a la matriz identidad. Esto 
significa quc A se pucde reducir a / mcdiante un nûmero finito de operaciones cle- 
mentales. Por el teorcma I cada operación de este tipo se logra multiplicando A por la 
izquierda por una mattiz elemental y por lo tanto. existen matrices elementales E\. 
E %,.... E m 


t Aqut >< u<A la eeoefalùacU'in dcl tcorcnu I tt.1 para mo> Jc dos matnco Vca. por cicmplo. cl problerna I S I ft 

c ia r-n-m , i Http://harcoval.blogspot.com 
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talcs quc 


-«*w 

AsC del Itforcma 1.8.7 cn la págína 112, 

y como cada E, es invçrtible por el leorema 2, 

-W-W -Etfii (7) 

z elememol cs una matriz elcmental. sc ha cscrito.a como 
lentales y csio completa la prueba. * + 


Como la inversa de. 
cl producto dc matri 



I 

EIEMPIO 3 Cómo escribîr « matriz Invcrtiblc cnmo cl prndttcln dc matricc dcmcntalm 

I M J\ 

es ínvertible y escribala como un producto dc 


Demuestre que la matriz A = 
matrices elementales. 


2 4 6 

4 5 6 

3 I -2 


Srdución Ya se ha ,«bajado con esta matriz, en el ejemplo 1.3.1 en la página 7. Para resolver e! 

problcma. se rcduce.4 a /y se registran las operaciones elememalcs con renulones tn 
C ' «“!*• 1 A* «'» mm 106 ac rcdnjo . , a / usando htt *«««££%££ 


í*. 

/?, 2 R 2 

R 2 - 2 /?, 


R 2 - AR t 

R } + 5 R 2 


R } - 3 R, 

- R 7 




/?,+/?, 


í"! * î' U ^ 1 c ***™ do con f y ****** «su>s nuevc opncion» elemcntales. Asi. 
' cs s' producto de nucve matnces elementales: 


/T' = 


i o oV| o I 


0 1 -2 

0 0 | 

- 2 *. 


0 1 o 

0 0 I 


í' 0 oVi 0 0 


0 I 0 

o 0 -I 


0 I o 
0 5 I 


*. • *. 


"y ■ 


f I -2 0 

0 1 o 

0 0 I 

». - ÌK. 


1 0 o 

0 ■ ii 

o 0 I 


( I o 0 í I 0 oì 


0 I 0 
-3 0 1 

*. - SH 


-4 I 0 
0 0 I 

*. - 


fl 0 oì 

0 I 0 
0 0 I 


«i J#, 

f-ntonces A -<A ') - productode las inversasdc las nueve matricescnordenopuesto: 


2 4 6 

4 5 6 

3 I -2 


f2 0 0 
0 1 0 


0 0 1 


2 R. 


fl 0 oj 

4 I 0 
0 

R. • 4 K, 


fl 0 0 
0 l o 
3 0 I 


I 0 0 
0 -3 0 
0 0 I 

-iit, 


Ry • J/r, 
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1 0 0 

O 

O 

'l 0 -1 


\ 0 0' 

X 

0 1 0 

0 I 0 

0 1 0 


0 1 2 


1° " 5 'J 

1 ° 0 -1, 

0 0 1 

\ > 


0 0 1 

V ✓ 


Se puede usar el teorema 3 para extender el teorema de resumen. cuya ûltima versión 
sc dio en la página 111. 


TEOREMA 4 Teorcma de rcsumcn (punto de vista 3) Sea A una matriz de n * n. Etitonccs las 
siguicntes siete afirmaciones son cquivalentes. Esto es. cada una implica a las otras 
seis (de manera que si una aftrmación es cierta. todas son ciertas, y si una cs falsa. 
todas son falsas). 
i. A cs invertible. 

il La única soluciôn al sistema homogénet) Ax - 0 cs la solueión tri\-ial (x = 0). 
iiL E1 sistema A\ - b tienc una solución única para cada n-vector b. 
b'. A es equivalcnte por rcnglones a la matriz identidadde n * n, /„: es decir. la fotma 
cscalonada reducida por renglones de A es í„. 

v. A sc puede escribir como c! producto de matrices clementales. 

vi. La forma escalonada por renglones de A ticnc /i pivotcs. 

vii. det A * 0 (por uliora. dct A cstá definido sólo si A cs una matriz de 2 x 2). 


Existc un rcsultado más que scrâ útil en la sección 2.3. Primero. sc necesita una dc- 
finición (dada antes en el problema 1.8.29. página 114) 

DEFINICIÓN 2 Matriz triangular superior j matriz trinngular inferior l’na matriz cuadrada sc 
llama triangular supcrior (infcrior) si todas sus componentes abajo (arriba) de la 
diagonal principal son cero. 


Nota. a,j está abajo dc la diagonal principal si i > /. 


EJEMPLO 4 Dos matrices triangularcs supcriores v dos matrices triangularcs infcriores Las 

matriccs U y I' son triangulares superiores mientras que las matrices L y M son 
triangulares inferiorcs: 
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TEORFMA 5 


Demostmciôn 



EJEMPLO 5 


Soluciún 


t. = 


(??) 

Af» 

'2 0 0 0' 
-5 4 0 0 
6 12 0 



3 0 15 


♦ 


>mv M*-*..';' "OTityrîy 1 i,i r,,i : L>ili!|B|inu|U>!!l 1 .*».i i* v.!. i 1 • . ■ 11 ,i 

S«a A una matrizcuadnwla. Entonces.<4 se puede escribir como un produciode matrices 
elementales y una matriz triangular supcrior U. En el producto, las matriccs elemert- 
tales están a la izquierda y la matri/ triangular superior a la derccha. 

La eliminación gaussiana para resolvcr el sistema .lx = bda como resultado una matriz 
triangular superìor. Para ver esto. obscrve quc la eliminaciòn gaussiana tenninará 
cuando la matriz. esté en la forma escaloruida por renglones, y la fomia escalonada por 
rengloncs dc una matriz cuadrada es triangular superior. Se denota por U a ia forma 
escalonada por renglones de A. Entonces A se reduce a U raediante una serie de 
operacioncs elementales por rcnglón, cada una de las cuaics se puede obtener multi- 
plicamio por una matriz elemental. Asf, 


y 


U-E m E m . ì ..E 2 E l A 


Como la invma dc una matriz clemental es una matriz elementaJ, seha escrito A como 

cl producto de matrices elementaJes y U. + 

3 


C ómo cscribir una matrizcomo el producto de matrices elemcntales \ una matriz 
tríangular superior Escriba la matriz 


A 


'3 6 9' 
2 5 1 

1' 1 8 J 


coino el producto de mairiccs elementales y una matriz triangular superior. 


Se reduce A por renglones para obtencr la fomia escalonada por renglonev 


3 6 
2 5 

9 

1 


í 1 2 

2 5 

3Ì 

1 

1 1 

\ 

8 


1 1 

X 


:*, 

1 2 3' 


í 1 2 3 Ì 

*j—+*}- /tf 

0 1 -5 

/Tj — * *j ♦ * : 

0 1 -5 


0 -1 5 


0 0 0 
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PROBLEMAS 


Desputís. al trabajar hacía atras. se vc que 



'l 2 3" 


1 o o 1 

' 1 0 0' 

u = 

0 1 -5 

= 

0 1 0 

0 1 0 


0 0 0 

V ■ ^ 


1° 1 ‘J 

1-1 0 »J 


K } • *j 


1 0 ()' 

fi 0 ot 
1 

(3 6 9) 

-2 1 0 

0 1 0 

2 5 1 

o 

o 

0 0 1 

V. / 

u 1 8 


ì*. 

A 


y tomando las inversas de las cuatro matrices elementales, se obtienc 



r 3 6 9 


3 0 0' 

1 0 0' 

A ■ 

2 5 1 

l* 1 8 - 

li 

0 1 0 

0 0 l 

2 1 0 

0 0 l 

\ 





^l 0 0' 

r i 0 o y 

'\ 2 3^ 

X 

0 t 0 

0 1 o 

0 1 -5 


1 0 1 

V / 

1° -» u 

[o 0 oj 




♦ 


1.10 


Autoevaluación 


Falso-\vrdddero 

I. F.I producto de dos matrices clcmcntalcs cs una matriz dcmental. 

II. E1 invcrso de una matriz elemental es una matriz clcmcntal. 

III. Toda matriz se pucde escribir como cl producto dc matriccs clcmentalcs. 

IV. Toda matriz cuadrada se pucdc cscribir como cl producto dc matnces clcmcntalcs. 

V. Toda matriz invertiblc se pucdc escribir como cl producto dc matrices elemcntalcs 

VI. Toda matriz cuadnida sc pucdc cscribir como d producto de matriccs elcmcntalcs 
y una matriz triangular supcrior. 


Opción múlliple 


1 0 0\ 


VII. La inj 
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1 o o' 


'l 0 0 

j». 

0 I 0 

b. 

0 1 0 


-3 1 


\ «J 


VIII. Lainv'crsidc 


I 0 0' 
0 I 0 
0 0 4 



n. 


v V' 


í' 0 QÌ 
0 I o 

0 0-4 


l>. 


IX. Lainversadc 


'0 I o'' 

I 0 0 

0 -I J 


fo I 0\ 
I 0 o 
0 0 I 


I : 


f \ 0 o’ 

0 10 

0 0 i 
V V 

cs._. 


0 

-1 0 

-i 

0 0 

Q 

o -ij 




c. 

r l -3 0 
«) 1 0 

d. 

1 0 o 1 

0 I f) 


k 0 0 |J 


1° 3 'J 




c. 


(\ 0 oì 

0 I 0 

0 0 ìj 


d. 


'I 0 0 
0 1 <1 
0 0 4 



v i . 

I 0 o 1 

0 0 I 

1 "J 

1 'ilMii'i,#) 



Ln los problcrnas I al 12 dclcmnnc cuálcs matriccs son nudríccs elcmentalcs 


'■ e 3 ■- (::) ■ (::) 

'■ C 3 • (í 3 • I: i 


Ln los probleinas 13 al 20 cscriba la matri/ elemcntal dc 3 x 3 quc llcva a cabo las oneracioncs 
con rcnçloncs dadas sobrc una matrr/ A dc 3 • 5 mcdiante rnultiplicac.oncs por la i/uuicrda 
13. R, -+ 4ff ; 14. H z -* /?. - 2«, |5. fí t -► fí, - 3W, 


Rfspueslas a la autoevaluación 

<• F II. V III. F IV. F V. V 

VIII. b IX. d 

http://harcoval.blogspot.com 


VI. V VII. a 



136 Capftulo 1 S.slcmJi (te ecuacn >n<*s Imcalo v iTUtnces 


16. R\ —s + 4 Ry l*^> 

19. « 2 -» K : + Kj 20- *. ~*-Kì 


18. fl. K, 


Hn los problcmas 21 al 30 encucmrc la matriz clemental E inl quc F,ì B. 


.)*-& -«) 

-<■(.; ;)•»*(. 

O'iï 'D 

»• '-■(.! !)»-(■ 


25. 4 


27. .4 


29. /I 


30. A 




0 II 
0 -I 3 
0 -2 


En los problcmas 31 a! 40 encuentic la inversa dc la matriz clcmemal dada 

r l O'l 


31 - (î 1) «■ (J î) 


37. 


40. 


0 o\ 

-l 0 

t 

0 


l 0 
0 I 
0 -3 
0 0 


1 

tl 0 
0 0 
1 0 
0 l 


38. 


0 I oï 

I 0 0 
0 I 0 
(o 0 0 IJ 


33. 


0 4 


34. 

r 0 1 0' 
1 0 0 

35. 

1 -2 0 1 

0 1 0 

36. 

1 o o' 
0 1 0 


[o 0 l, 


0 0 1 


1-2 « «J 


39. 


10 0 5^ 
0 10 0 
0 0 10 
1,0 0 0 IJ 


En los problemas 41 al 48 dcmuestre quc cada matriz cs invertiblc y escribala como un producto 
dc matriccs clcmcntales. 

- (ì ;) - 2Ì f ''" 


42. 


3 4 


43. 
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3 2 I 

44. n i 2 

» 0 -J ; 

2 D 0 O' 

» 3 0 0 

4 t. 

» 0 -4 0 

«0 0 5 


(o -1 0} 

2 0 4) 

45. 0 1 -| 

46. 0 I | 

1« o 'J 



'2 I 0 0' 
»210 
0 0 2 I 
» 0 0 2 


49. Sea i i Q £ J dondc «c * 0, Escriba .4 como un producto de tres mairices clemcntaJes y 
cdnctaya quc A cs invcniblc 

50. Sea A = |» d e| dondc adf* 0. Escriba A como un producto dc scis matriccs clemcntaJcs 
> concluya quc A cs invertible. 

* 5K ‘J^' ^na 'natri/irianguiar supcrior de n « Pruehc que s. toda componcntc cn ladiagmal 
tA K d,fcren,edc cero. cnionces J cs invcrtíblc. ISngmtnda: vea los problcmas 49 y 50]. 

•52. Dcmuesirc quc si A es unn matriz triangular supenor de „. „ con componcntcs difcrcntcs 
de vcro cn la diagonal. entonccs. I cs tnangular supcrior. 

‘53. Uilicceltcorcma \.9Mv) pàgina 122. y el rcsultado dcl prohlcma 52 para dcmostrar quc 

‘ ' L ? m;lIri/ ,r ' i jn ^ u,jr mrcr,or con coniponcntes difercntes dc cero cn la diagonaL 
cntonces .4 cs invertible > t 1 es triangular infcrior 

54. Dcmucstrc que si F„ cs la matriz de „ x „ obtemda pcrmutando los rcngloncs / \ , dc ì 
cntonces / I es la matriz oblemda al pcrniutar los renglones iy / dc.i. 

55. Sca A la matriz con r en la posición/r. unos cn la diagonal y ceros en otro lado Dcmucstre 
quc A V A cs la matriz obtemda al multiplicar el renglón / de I por r s sumarlo al renglón 

56. Scn \l la matriz con <• cn la posrcion //. unos en las otras posicíoncs dc la diagonal, \ ccros 
enotrolado Dcmucstrequc U,4eslanutrizoblcnidaalmultiplicarelrengUSnIdc.i porc 

I .n los prohlcmas 57 nl 62 escriba cada matriz cuadrada como un producto dc matr.ccs clementalcs 
v dc una matriz triangular superior. 


57. |- 


I 0 (II 


(ìî) 

58. 4 = 

(-i 1) 

59. ,i-j 

fl -1 2] 

2 1 4 

61. A 

'l -3 3' 
» -3 I 

62. ,1 = 

4 -I 8 


J « 1 

v 
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MATLAB 1.10 


fi o 

f - o f o cs la idcntidad con Fi2,2)-c 

1« o ’j 

En MATI.AB. K = cve(3); K<2.2) - c 
'l 0 0' 

I = o | o es la identidad con M3.2) = c 

1° 'J 

En MATLAB. K - cye<3); F<3.2) = c 

í' H °ì . 

/. (i (i | es la identidad con los rcnglones 2 > 3 intercatnbiados 

« 1 0 

En MATLAB, F = eyc<3); F<|2 3|,:) - F<|3 2|,:) 

a. Dé A = rnundl IQ*(2*rand(4)-l). Dc la ntancra qtic scacabade describir, introduzca 
las matrices /• que rcpresentan las siguicntcs operacionescon rengloncs. F.ncucntrc F* A 
para probar quc Frcaliza las operacioncs deseadas. 

i. /í, _♦ 4 R, ii. «,->/?,- 3iil. IntcTcambio de/?, y «4 

I». Encucntre inv(F) para cada / de a). Para cada F, c.xpliquc por quc inv(F) es una mutriz 
elemental y describa qué opcracioncs con rcngloncs rcprcscnto. ,.Por qué cs esta 
operación la •’invcrsa" de la opcraciòn con rengloncs original? 

2. Se quiere rcducir una matriz dada a la ('onna cscalonada rcducida por renulones multipli- 
cándola por matrices clcmcntales. guardando cl producto cn el ordcn cn cl que se usan. Por 
exactitud dcberán calcularsc los multiplicadorcs usando la notacion inatricial. (Vea en 
MATl.AB 1.5. problema I. d cálculo dc los multiplicadores y vca en el problcma 1 dc esta 
sccción cómo se forman las matnccs elemcntales » 

7 2 3 
a. Sca A - -I 0 4 
2 11 

Introduzca cstn matriz y guârdela cn 4. Dé B = A. Esto ponc una copia de 4 en M. Sc puede 
rcducir t) de mancra quc contcnga rref< A) y quedc cn 4 la matriz onginal 

c« -B(2.1)/B(l.l) 

Kl = eyc(3); F 1(2,1) c 
11 = F1 * B 
F = F1 

c = -B(3.l)/B( 1.1) 

formc F2 con c cn la posición correcta 

B = F2*B 

http://hardovâf.tílogspot.com 


I. Estc problema cxplora la forma dc la matriccs denientalcs. Obscrve quc cada matnz 
elemcnt.il sc nuede obtencr a partir de la matriz idcntidad con un cambío. Por cjemplo. 
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('ontinúe de esta m3nera hasta quc B esté cn la forma cscalonada rcducida por 
rcngloncs. SÌ cualquier clemento pivotc es cero. scra necesano reali/ar un intercambio 
dc rcngloncs multiplicando por la matri/ clemcntal adecuada 
l>. I ncuentrc F*A y A*F. dondc F cs cl producto dc las matriccs elcmcntales usados y .1 
es la matri/ original. c Quc lc dicc csto sobre la rclación cntrc /■ \ |? (Justifiuuc su 
respucsta.» 

c. Encuentrc 0 =/■/-'• r.’ > • * Fm donde /7 cs la primera matri/ clcmcntal usada 

y l m cs la ullima. ( ;Cuál cs la rdación entrc D y i? (Justifique su rcspuesta.) 


3. 


d. 


Rcpita los incisos u) n c) para .1 = 


(0 2 

114 . 
2 4 I 

\ À 


a. 


Sca .1 - 


í 1 2 3 Ì 

117 . 

v 4 V 


Realicc las opcraciones por rcnglones usando la multiplicación por matriccs dcmcnta- 
les quc sc dcscribió en el problcma I de csta sección, guardando los productos dc Ins 
matrices elcmentaics pero reali/ando sólo operaciones con rcngloncs dc la fontta R 
R ' cR has,a qi,c 1 “ reclucc a la fonna triangular superior. (No crcc unos cn las 
posìcioncs pivote.) Dc a cada matri/ elancntal un nombrc dc variahlc y desplieguc 
todas las que usc y sus invcrsas Llame L a la forma triangular supcrior, quc cs el 
rcsultado final. y /• al producto dc todos las mntrices elcmcntàles usadas. 
b. Encucntrc L F I -*F2 1 * Fm~ . donde F\ cs la printcrn matri/ elemcntal usada 

y Fmìa ûltima. ( ,Qué puedc dccir accrca dc la forma dc /.. los dc las matrices elcmcntalcs 
y los dc las inversas dc cstas? (Analicc los dcmcntos y sus posiciones ) 

F.xplique por qué podcmos decir quc L conticnc toda la información nccesaria para 
rcducir.t a la fomia triangular superior. 

r. Verifique quc 1.1 4. i Ascgûrese de quc I sea la matriz original Rccuerde quc t ' es 

d rcsultado final dc la reduccicn. i Pruebe quc esto debc scr cicrto. 


d. Rcpitalosincisosa)ac)para.4 


6 2 7.V 

8 10 I 4 

10 7 6 8 

,4 8 9 5, 


1.11 FACTORIZACIONES LU DE UNA MATRIZ 

f n esta sección se mucstra cómo sc escribe una matriz cuadrada como un producto de 
malrices triangularcs. Esta factorizaeión cs ûtil para resolver sistemas lineales sobre una 
computadora y se pucdc usar para probar rcsultados importantes sobrc matrices. 

En la sección 1.3 se cstudió la cliininación gaussianu. Fn csc proceso se pucde 
reducir a una ntatriz a !a fotrna escalonada por rengloncs. Recucrde quc la forma esca- 
lonada por rengloncs de una matriz cuadrada cs una matriz triangular supcrior con unos 
> tLTOScn la títtpï//hîarGOvàl. blogspot.com 
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Por ejemplo, la fomia cscalonada por renglones de una malri/ de 3 - 3 se ve como siguc: 

'\ x jr'| \ x x\ I jc a'I (\ x x 

01* o 0 1 x o 001 o 000 o 

001 000 0 0 0 000 

V / V / V / V 

'o i x\ (o o h fo o o' 

0 0 1 o 0 0 0 o 0 0 0 

000 000 000 

V / V / V / 

Para los propòsitos de csta sección se quiere. más bien. reducir por rengloncs una matriz 
a la forma triangular superior donde los números difercntcs dc cero cn la diagonal 
principal no son necesariamente unos. Esto se puede hacer simplcmente no insistiendo 
en quc cada pivote sea igual a I. 


EJEMPLO 1 Encuentre una factorización LU dc una matri/ A «eduzca por renglones la matri/ 


4 10 -4 0 

.4 = „ ^ ^ a una matriz triangulitr superior y después escriba A 

r 2 4 4 -l 

producto de una matriz triangular infcrior y una matri/ triangular superior. 

Solución Sc procede como antes; sólo quc csta vcz no se dividen los elcmentos de ia 
(pivotes) por sl mismos: 


2 3 2 4' 

4 10 -4 0 

-3 -2 -5 -2 
-2 4 4 -7 


ff j • R j 
/f t R) * 

R, • R, • R, 


0 4-8-8 
0 i -2 4 

0 7 6 -3 


;*t 
* *• ,*t 


como un 


diagonal 

2 4] 

-8 -8 

3 9 

20 II 


R, • R, *R, 


2 3 2 4 

0 4-8 -8 

0 0 3 9 

000 -49 


Usando 

escribir 


las matrices elementales como en el ejemplo 1.10.5. página 133. se pucde 


00(1 0001 000) 


0 0 0 10 0 


10 0 


I 0 0 0 I 0 0 -i 1 0 

?! I o o i o ooi 


(\ 0 0 o'\f I 0 0 0 I 0 0 o' 

0 1 0 0 0 1 0 0 -210 0 

0 0 I 0 1 0 I 0 0 0 10 

_ I * 


\\ 0 0 I ) 0 0 0 I 
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o 


A 


'\ 0 0 
2 I 0 
0 0 I 
,0 0 0 



1 0 0 


1 0 0 o' 


0 10 0 


0 10 0 


1 

o 

O 


0 0 10 


0 0 0 1 


r 1 0 0 K 


I 

0 

0 

0 


0 0 0 ' 
I 0 0 

i I 0 

0 0 I 


'\ 0 0 

0 1 0 

0 0 I 

0 : 0 
\ • 


oï 

0 

0 

I 


I 

0 

0 

0 


0 

I 

0 

0 


0 

0 

I 

jn 

1 


Oì 



I 


Sc ha escrito A como un producto de seis matrices elcmcntalcs y una matriz triangular 
supcrior. Sea L el producto de I;ls matrices elementalcs. Dcbc ustcd verificar que 


Z> 


1 

2 

I 

-1 


que cs una matriz triangular inferior con unos en la diagonal. 


Después sc puede escribir A — LU, donde L es triangular inlerior y U es triangular 
supcrior. Los elementos de la diagonal de L son todos igutiles a I y los clcmcntos dc la 
diagonal de U son los pivotes. Esta factorización sc llama factorizaciòn LL' dc A. ♦ 


El procedimiento usado en el ejemplo I se puede llevar a cabo micntras no se 
rcquicran permutacioncs para poder reducir A a la forma triangular. Esto no siempre se 
puede. Por ejcmplo. el primcr paso en la reducción por rengloncs dc 

r 0 2 3' 

2-4 7 

l' " 2 5 , 

es permutar (intercambiar) los renglones I y 2 o los renglones I y 3. 

Suponga que por el momento esa permutación no es nccesaria. Entonces. igual que 
en el ejeinplo I. se pucdc escribir A - ■ ■ ■ F.„ U, donde U cs una matri/ triangular 

superior y cada matriz elemental es una matriz triangular inferior con unos en la 
diagonal. Eslo se deduce del hecho dc quc F. es de la forma R, + cR t . (No hay permuta- 
ciones ni multiplicaciones de rcnglones por constantes.) Más aún. los números que se 
haccn cero en la reducción por rengjoncs están sientprc aha/n de la diagonal dc manera 
que cn R, + cR. siempre se cumplc quc / > j. Asi, las c aparecen abajo de la diagonal. La 
pmcba del siguiente teorema no es difîcil (vca los problemas 24 y 25). 


TEOREMA 1 

wLw „ luav'.n" ì' .,>M".*Vòti' 

Ittr. 


El producto de las matrices triangulares inferiores con unos en la diagonal cs una matriz 
triangular inferior con unos cn la diagonal. Más aún, cl producto de dos matrices 
triangulares superiores es una matriz triangular supcrior. ♦ 

http://harcoval.blogspot.com 
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TEOREMA 2 Tcorcma dc faclorización LV Scn A unn matriz cuadrada (rr*n) y suponga quc A 
sc pucdc roducir por rengioncs a una matriz triangular (/ sin haccr algunas pcrmuta- 
cioncs entrc sus rengloncs. Entonccs cxiste una matriz triangular inferior L invcrtible 
con unos cn la diagonal tal qucT = LU. Si, adcmás. í/tienc n pivotes (cs dccir, A es 
invcrtiblc), cntonces csta factorización es ûnica. 

Demostración U y l sc obtienen como en cl ejcmplo l. Sólo es ncccsario probar la unicidad cn cl 
caso dc quc A sea inveniblc. Como V tiene n pivotcs. su farma escalonada pi>r 
rengloncs también tiene n pivotcs (para ver esto divida cada renglón dc U por cl pivote 
en csc renglón). Entonces. por cl teorema de resumcn en la página 132, t/es invertiblc. 

Para dcmostrar quc L cs invcrtible. considere la ccuacicm Lx - U: 


' 1 0 ■ • • o' 

( \ 
*\ 


í°ì 

1 ••• 0 

X ì 

TC 

0 

. , • . 

1 


; 

• t £ • 

í 



".3 \ 

X H 


A 


Sc deduce quc 0, a 2 pr| + x 2 » 0. ctcétera. lo quc muestra quc x, * x 2 = • • * x„ =* 0 
y/.es irívertible por cl teorema de rcsumcn. Para dcmostrar la unicidad. suponga qtte 
A = L\U\~ LqUj. Entonces 

</,(/;' - (£T%X<W> - L\'(L ,(/,)(/;' - Z.7'((. 2 (/ 2 )^‘ = 

Por cl rcsultado dd problema 1.8.30 en la página 114. ir 2 ' es triangular superior y 
cs triangular infcrior. Tbdavia mis. scgún cl tcorema I. L]'L 2 es una matriz 
triangular inferior con unos cn la diagonal micntras que U\ í/j' es triangular superior. 
La única manera cn que una malriz triangular supcrior y una inferior pucdcn scr iguales 
es si ;unbas son diagonalcs. Como ticnc unos cn la diagonal, sc ve que 

U\Uï' =zy 'L 2 ~l 

dc lo quc sc deduce quc (/, <= U 2 y A, = Z^. 4 


Uso de la faetori/ación LU para rcsolver un sistema de ecuaciones 

Suponga que se quicre resolver el sistema Ax - b. donde A es invertible Si I satisfacc 
la hipótcsis del teorema 2. sc puede escrihir 

LUx = b 

Como L es invcrtible, existe un vector ûnico v tal quc Ly - b. Como L tambicn es 
invertible. existc un vcctor único x tal quc Ux - y Enlonces l\ - /•(('*) Ly - b > 
nuestro sistema está resuelto. Observc quc Ly ~ b se puede resolver dircctamcnte por 
sustitución hacia adelante y Ux = b sc puede rcsolvcr directamente por sustitucion 
hacia atrá>http^/harGoval,blogspotitìom 
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EJEMPIO 2 l : so de b raclnrízadón LU para resolver un sislcma Resuclva d sislema ,-ls - b. 
donde 



'2 3 2 4' 


r 4) 

.4 = 

4 10 -4 0 

-3 -2 -5 -2 

y b = 

-8 

-4 


r 2 4 4 -V 




Soluciún Dcl ejeniplo I se puede escribir I - LL', donde 


1 0 0 o' 


'2 3 2 4' 

2 10 0 

v n= 

0 4 -8 -8 

-j ï i o 

J u 

0 0 3 9 

-11*1 
v • ' J 


00 0-49 


F.l sistema Ly - h conduce a las ccuaciones 

.V’l = 4 

i + y 2 =-» 

" i v i + ;>'?+ >’ì - -4 

~y \ + iv-j + ^vj+v^-i 

o 

.v, = 4 

y 2 ~ -8 - 2V| = -16 
= -4 + ỳy, - îy, = 12 

y * s -1 +.«'( -7>’j - T.V. = -4 q 

Se acaba dc realizar la sustitución hacia adelante. Ahora. dc Ux = y se obtienc 

2r, + 3 jtj + 2rj + 4x 4 = 4 

4x 2 - 8xj - H.v 4 = -16 
3xj + 9 x 4 = 12 
- 49x 4 = -49 

0 

x 4 = 1 

3xj = 12 - 9x 4 - 3. de manera que x 3 = 1 
4v, = -16 * 8.ïj + 8x 4 = 0. de manera que x ; = 0 
2x, = 4 - 3r ; - 2x 3 - 4x 4 = -2. por lo que x, = - 1 

I a solución es 


V tj 
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EJEMPLO 3 


La factorización PA = LU 

Suponga que con el fin de reducir A a una matriz triangular se requiere alguna 
permutación. Una matriz de permutación elemental es una matriz elemental asociada 
con la operación con renglones R, t> R r Suponga que por el momento se sabe antes de 
comenzar quê permutaciones deben realizarse. Cada permutación se lleva a cabo 
multiplicando A por la izquierda por una matriz de permulación elemental denotada por 
P r Suponga que en la reducción por renglones se realizan m permutaciones. Sea 

P = * ' • P T?\ 

Kl producto de las matrices de permutaciones elementales se llama niatriz de pennu- 
tación. De manera altemativa. una matriz de permutación es una matriz de n * n cuyos 
rengloncs son los renglones de / rr pcro no necesariamente en el mismo orden. 

Ahora. hacer las n permutacioncs de antemano cs equivalente a multiplicar .-1 por 
la izquieda por P. Es decir. 


PA cs una matriz que puedc scr reducida por renglones a una matriz triangular 
supcrior sin realizar pcrmutaciones adicionales. 


Una factorización PA = LU 


Sea A = 


0 2 3 ' 

2 -4 7 


Para reducir A por rcnglones a la forma triangular superior. primero sc intercambian los 
renglones I y 3 y después se contim’ia como sigue: 


0 2 3' 

2-4 7 

l' -2 


r ' 5 ' 

2-4 7 

R% 4 R^ - 1R\ 

(ì -2 5' 
00-3 


'\ -2 5) 
0 2 3 


1« 2 3, 


lo 2 3j 


0 0 -3 


Al realizar esta reducción por renglones se hicieron dos permutaciones. Primero se 
intercambiaron los renglones I y 3 v después se intcrcambiaron los renglones - > 


0 

0 

'1 


fl 

li 

0Ì 

:i 

1 

0 

V P 2 « 

0 

'1 

! 

1 

V 

0 

0 

0 

\ 

1 

0 


Entonces 


r l 0 0' 
P = PJ> X = 0 0 I 
v 0 I 0, 
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'0 0 f 

0 1 0 

t 0 0 

v / 

com 


0 0 f 
1 0 0 

1 ° » 
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r o o r 

0 2 3' 


'\ -2 5Ì 

PA = 

1 0 0 

o i o 

^ / 

2-4 7 

l' - 2 \ 


0 2 3 

Ì2 -4 1) 


Bsl.i malri/ sc puede reducir a una forma triangular supcrior sin permutaciones Se tienc 

= U 


h 

A. 

5' 


'\ 


s 

0 

2 

3 


0 

2 

3 

v- 

-4 

7 

y 


1° 

0 

* 3 J 


Así, como en el ejemplo 1, 


( I 0 Ol 
0 I 0 


PA = U 



l-* 

0 

•J 






1 0 

0 


_2 




PA - 

0 1 

0 

0 

2 

3 

= LU 



2 0 

1 

y 

1° 

0 

-3 


♦ 


Al generali/ar el resultado del cjemplo 3 se obtiene el siguiente teorema 



.\7iru. Si se elige una P diferentc. erttonces se obtienen matrices /. v (ì difercntes. Por 
ejemplo. en el ejemplo 3, sea 


P* = 


r 0 I 0 

I 0 0 <quecorrespondealapermulacióndelosdosprimero.sreng!ones 

j) 0 lj en cl primer paso) 
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Sc debe verilìcar que 

2 -4 7' 

0 2 3 

0 0 | 

l v 


-L\U\ = 


(I 0 OÌ 
0 I 0 

V* 0 1 


Solutión de un sistema usando la factorización PA = LU 

Considere el sistema ,-ít = b y suponga que PA - LU. Entonces 

P-ix = Pb 
LUx = Pb 

y se puede resolver este sistema de la misma manera que en cl ejemplo 2. 


EJFMPLO 4 Solución de un sistemn usando la factorización PA = i.U Resuelva el sistema 

1x 2 + 3 Xì = 7 
Ir, - 4.r, + 7 jt 3 = 9 
.r, - 2r : + 5.r, = -6 


Solución Se puede escribir cste sistema como .lx = b. donde 



r () 2 3' 


í 7 Ì 

.4 = 

2-4 7 

1« "2 Sj 

y b = 

9 


Entonces. del ejemplo 3 



'o o r 

1 7 Ì 


Í-6Ì 

LUx = PAx = Pb = 

1 0 0 

0 1 0 

v y 

9 

H 


7 

9 

v y 


Se busca una y tal que Ly = 



Esto es. 


i 

0 

0' 

(y>] 


'-6' 

0 

1 

0 


= 

7 

■’ 

V 

t) 

‘J 

y. 

V 7 


9 

> / 


Entonces = -6. y 2 = 7 y 2y, + v, = 9. por lo que = 21 y 


v = 


-6 

7 
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Continuando. se buscu una x tal que L x — 


'-b' 


v 21 / 


: es decir. 


fl 

_2 

5 1 

lr 1 
x l 


(-6) 

0 

2 

3 

Xj 

= 

7 

1° 

0 

-3 



^ 2, J 


Por lo que 


Por ùltimo. 


X| - 2t, + = -6 

2x^ + 3x,= 7 
* -3x,»2l 

x, =-7 

2tj + 3t 7) = 7. de manera que .v : - 14 
x ( - 2( 14) + 5( -7) = -6. por lo que x, = 57 


La solución es 


x = 


57Ì 

14 

v- ? y 


♦ 


Una forma sencilla para encontrar la fadorización LU de una matriz 

Suponga que .4 es una mntrìz cuadrada quc se puede reducír a una matri/ trinngular 
supcrior sin realizar permutacioncs. Entonces existe un cammo más sencillo para 
encontrar la factorización LU de .4 sin usar la reducción por renglones. Este método sc 
ilustrará cn el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 5 lin cumino m«ís sencillo pura obtencr la Factori/ación LU Encucntrc la factoriza- 
ción LU de 


2 3 2 4' 

4 10 -4 0 

-3 _? -5 -2 

-2 4 4 -7 

\ / 

Solución liste problenia sc resolvió en cl ejcmplo 1 . Ahora se usará un mctodo tnás scncillo. Si 
.-I = LIL se sabe que .4 se pucde factorizar como: 


r 2 

3 

2 

4' 


1 

0 


o'ì 


f2 

3 

2 

4 

4 

10 

-4 

0 


u 

t 

0 

0 


0 

11 

V 

H* 

-3 

_2 

-5 

_7 


b 

c 

1 

0 


0 

0 

X 

y 

_2 

4 

4 

-7 



c 

J 

ij 


V» 

0 

0 

z j 
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ADVERTENCIA 


Obscrve que cl primcr renglón dc I • cs el mismo que cl primcr rcnglôn dc A porque al 
reducir.4 a In forma triangular, no tiene que hacerse nada al primer rcnglón. 

Se pucdcn obtencr todos los cocficienles que faltan con sólo inultiplicar las matriccs. 
I.a componentc 2.1 de A es 4. Asi. cl producto escalar dcl segundo renglôn de L y la 
primcra columna dc í/es igual a 4: 


4 = 2u o a = 2 


Asi. 


2 3 2 4 

4 10 -1 0 

-3 -2 -5 -2 
-2 4 4 -7 


I 


0 0 o u 

I 0 0 

V; I 0 
‘Y- I rf I 


2 3 2 4 

0 V4 V - 8 \ - 8 

o o v 3 

0 0 0 \ - 40 


Después se tienc: 

componcntc 2.2: 10-6 + m=> m~4 

De aqui cn adelante se pueden insertar los valorcs que se encuentran en /. y (/: 
componentc 2.3: 
componentc 2.4: 
componcntc 3.1: 
componcnte 3,2: 
componcnte 3.3: 
componente 3.4: 
componcnlc 4.1: 
componente 4.2: 
componente 4.3: 
componente 4.4: 


-4 * 4 + v => v = -8 
0 = 8 + »•=> h = -8 
-3 = 2 b=> /> = -i 

-2 = -í + 4c=> c~~ 

-5 = -3 - 5 + x => r = 3 
-2 = -6 - 5 +y => y — 9 

-2 = 2t/=> </ = -1 

4 = -3 + 4e=> e = t 
4 = -2- 14 + 3/^ f=£ 

. 1 - A 


t â / 1 1 


El rcsultado cs la faetorización que se obtuvo en cl cjcmplo I con un csluerzo considc- 
rablemcnte mcnor. ♦ 


ObservuLÏón. I.s scncillo poncr cn práctica la têcnica ilustrada en el cjcmplo 5 cn una 
computadora. 


La lêtnica eo el ejemplo 5 trabaja sôlo si A se puede reducir a una matriz triangular sin 
reali/ar permutaciones. Si las permutacionesson ne< esarias, priotem sedebe multiplirar 
A por la i/<|tiicrri,i por una matri/ «le permutacion arie< uada; riespués se (nietle aplícar 
este proceso (>,ira oblener la fartori/adón l J A = LU. 
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EJEMPLO í. 



Factori/ación LU para matrices singulares 

Si A cs una matriz cuadrada singular (no inveriible), entonces la tbnna escalonada por 
rengloncs de A tendrá al menos un renglón de ceros. al igual que la forma triangular de 
.4. ILs posihle que todavía se pucda escribir A = LU o PA LU, pero cn este caso U no 
será invertible v L y U pueden no ser únicas. 


( uaniio .4 no cs invertihle, la factorización LU pucdc no scr ûnica Usando la 
técnica de los ejcmplos I o 5. se obtiene la factorización 


A = 


Sin embargo. si sc hacc i, = 


12 3' 


1 0 o' 

r \ 2 3' 

-1 -2 -3 

= 

-1 1 0 

0 0 0 

i - 4 6 


2 0 1 

V / 

0 0 0 

V / 


f I 0 OÌ 

-I I 0 
2 x I 


= LU 


. entonces.-í = Z.,(/para cualquier nûrnero real 


v ~ " v 

x. Así. en este caso. A tiene una factortzación LU pero no es única. IX'be verificarse que 
A no es invertible. 

Por otro lado. 



1 2 3 


1 0 0' 

r | 2 2) 

n- 

2-14 

l 3 1 V 

u 

2 1 0 
l 3 1 'J 

0 -5 -2 

0 0 0 

V 


y x'sia factorizaciòn es única —aunque /îno sea invertible. El lector debe vcrificar estos 
hechos. 

Este ejemplo muestra que si una matriz cuadrada con una factorización Lt no es 
invertible, entonccs su factorización LU pucde ser o no única. ♦ 


Factorización LU para matrices no cuadradas 

En ocasiones cs posible encontrar factorizaciones LU paru matriccs que no son cua- 
dradas. 


i A una matrìz dc m * n. Su- 
por renglones sin realizar 
^ilar inferior de m > m con unos 
► si / >/talesquezl = LU. ♦ 
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A 'ota. La condìción Uu - 0 si i >j significa que U es triangular superior en cl scntido 
de que todos los elementos abajo de la "diagonal" son 0, Por ejcmplo, una matriz í de 
3x5 que satisface esta condición tiene la forma 



«/, 

W II “13 

U u 

«15 

u= 

0 

J : u :í 

u n 



0 

0 d x 


« 5 } 

/ 


mientras que una rnatriz V de 5 0 quc satisface esta condición tiene la l'onna 


U 


H|, 

0 f/, lf;j 

0 0 dy 

0 0 0 

I 0 0 0 


La prueba de este teorema no se da aqui; en su lugar se ilustra con dos ejeinplos. 


( 2 ) 


EJEMPLO 7 Factorización LU de una mntriz de 4 x 3 Encuentre la factorización Ll de 


.4 » 




Solución Procediendo como en el ejemplo 5 se establece 


í 1 2 3Ì 


1 0 0 0' 


'\ 2 3' 

1 


a 10 0 


0 u v 

6-3 2 


h c 10 


0 0 M' 

l * « -» 2 , 


[d e / ij 


0 0 0 

N / 


[)ebc verificar que esto llcva de inmediato a 



10 0 0' 


r l 2 3^ 

L = 

-110 0 
6 y 1 0 

y U= 

0-2 8 
0 0 -76 


4 : jì i 

K 1 J 


0 0 0 


♦ 


EJFMPLO 8 Factorización LUde una matrizde 3 x 4 Encuentre la factorizaciòn Ll de 

h -I 4 2' 

.4-1 2-3 5 
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Soluriôn Sc escríbe 


'3 -1 

4 

2' 


1 

0 

0' 

í 3 

-1 

4 

2' 

1 2 

-3 

5 


u 

1 

0 

() 

u 

V 

H* 

, 2 4 

1 

5 


b 

\ 

c 

‘J 

1° 

0 

1 



Al dcspejar las variables como en el ejentplo 5 se obtiene 


< 1 4 a' 

> -1 4 2 


0 

0. 


3 -1 4 2 

1 2-35 

2 4 15 

n 

4 1 0 

7 2 1 


0 I Jl 

0 0 7 -5 

( J 


( omo en el caso de una rnatriz cuadrada singular, si tina matnz no cuadrada ticne 
una Cactorización Ll \ puede ser o no itnica. 


Una obser\at iôn sobre las computadoras y la factorización LU 

LossistemasdcsoJhvare TI-85. MATLABy otros. puedcn llcvaraaibo la fjctorización 
PA Lt dc una matriz cuadrada. Sin embargo. la matriz / que sc obtienc a veces no es 
mu matriz iriangular infcrior con unos en la diagonul pero puedc ser una permutacìcSn 
de tal matriz. IX' otra manera. el sisteina puede dar una matriz triangular iníerior t. y 
un.t t con unos cn la diagonal L.a ruzón de esto es quc estos ‘•istentits usan una 
lactorización Lt para caleular las inversas y los delerminantes y para rcsolser sistema> 
de ccuaciones. Ciertos reordcnamientos o permutacioncs minimizaràn los crrores de 
redondeo acumulados. Se profundiza sobrc estos crrores \ proccdimientos en los 
apcndices 3 y 4. 

Mientras tanto, dehc tenerse en cuenta que los resuitados que se obtienen en la 
culculadora o computadora con frecuencia serán diferenics de los obtenidos a mano. Cn 
particulur. si A se puedc neducir a una matriz triangular sin permutaciones. entonces 
cuiindo PA = LL. P - L No obstante, muchas vcces se obtendra una P difercntc cn la 
calculadora. Por ejemplo. si 

'2 3 2 4’ 

j. 4 10 -4 0 

-3 -2 -5 -2 

r 2 4 4 " 7 , 

igual que cn los ejentplos I y 5. entonces MATLAB da la factorizacion .1 //’. donde 



' i -i -îi l' 

î • n 9 


4 10 -4 0 ' 

II 

l 0 

0 0 

y í/ = 

0 9 2 -7 


i 1 

1 0 
0 oj 

0 0 -îi Jì 

• t« 

0 0 0 Si 

< *v 


Xofu. 1 !na permutación de rengloncs 
en la diagonal. 


dcXllcvaauna 
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PROBLEMAS 


1.11 



F.n los problcmas 1 al S cncuentrc la matriz triangular inferior L con unos en la diagonal y una 
niatriz triangular supcrior í' tal que 4 = LL . 



ì) 


(iï) 


4 

-2 


7 2 I 

5 -2 « 


0-4 5 


5| 


4 6' 

1 3 

5. 

f 2 1 7Ï 
t 3 5 

6. 

3 9 -2' 

6-3 8 

2 5 

2 -1 

1 4) 

l 2 > h J 
í ' 2 3 

-1 6^ 

4 6 5 


En los problcmas 9 al 16 rcsuclva cl sistema dado usando la factorización U cncontradu cn los 
problemas I al 8. Rsto es.rcsuelva.4x = U \ U. 




I 4 
12. .4=2-1 

b 2 



(2 1 7'] 


6Ì 


3 9 -2 

13. .1= 4 3 5 
2 1 6 

; b = 

1 

14. A = 

6-3 8 

{* 6 5 - 


( 3 Ì 


RespuesUs a la autoevaluación 

, h n.h|ttp://hfircovaltls)logspot.com 
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15. ,1 = 

'l 2-14 
0-1 5 8 

. I> = 

í 3 Ì 

II 


2 3 

1 4 


4 


1 -1 

6 1 


l- 5 J 



2 3 -1 h 1 


í'ì 

16. 1 

4 7 2 1 

; b 

0 


-2 5-20 


0 


0-4 5 2 




I n los problemas 17 al 23. al encucntre uru matriz de pcrmuUición /’ \ mntru.cs tnanciuliircs 
interior \ superior /. \ ì talcs que /M /./ : b) ulilice cl resultado del inciso ai p;ira resolvcr cl 
sistema f\ h 


17. A 


■e o -u 


18. 1- 

0 2 4 

1 -1 2 

; b 

f-lì 

2 


.0 3 2 J 


> 


0 2 4^ 


[-1] 

0 3 7 

: h = 

u 

4 1 5 



/ 


“ • 


0 5 1 


Uì y 

2 3 5 

; i> 

-î 

l 4 - 7 , 


> 


21. I 


0 2 3 1 

0 4-15 

2 0 3 1 

I -4 5 6 


0 0 -2 
5 0 -6 
2 0 I 
0 4-2 

\ 




23. 



r tl 

.2 

3 

1 


6 


0 

4 

-3 



i 


1 

2 

-ï 

2 

: b 

0 


V 

-4 

5 

-10 


5 


24. Suponya que /. > t/son trinngulares inlcriorcs con uno> cn In dingonnl Demnestrc quc / 1 1 
cs triangular infcrior con unos en lu diagonal. [,V«genw/Vi Si /T - / t/. dcmucstre que 

K c X í»"* ~ 1 - v n si/ 1. ] 

M ì.i 


25. Demuestrc que cl producto de dos matrices trianuularcs supcriores es trmnguliir superior. 


26. Demuestre quc 


-I 2 I 
2 -4 -2 
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27. I (aga lo rnistno con la matri/ 


-3 2 5' 

I -6 0 
-2 -4 5 
-4 8 5 

/ 


En los problentos 28 al 32 encuentre una factorización LL para cada tnalri/ sinjtular 


1 1 

■jS 



-1 

2 

3} 



4 


29. 

2 

1 

7 



V 



V 1 

t 



2 

-1 1 

7 


f 2 

-1 

0 

2 ' 

3 

2 1 

6 

32. 

4 

_2 

0 

4 

1 

3 0 

-I 

-2 

1 

0 

_2 

l 4 

5 1 

î 


. * 

-3 

(1 

6 


30. 


-I I 4 

2 -I 0 

(I 3 I 

I 3 5 





5 



En los problcmas 33 nl 38 cncuentre una factorización t.l para cada rtiatn/ no cuadrada. 


33. 


(-: î 3 



34. 


37. 


2 

-I 

6 

5 

_2 

I 

__ •> 
5 


I 

4 

0 

/ 

I 

4 

6 

•t 

-3 


35. 


38. 


7 I 3 
-2 5 6 

-I 2 r 


:) 


I 6 
-2 3 
I <1 
4 I 



MANEJO DE CALCULADORA 


TI-85 

La factorizacidn Pl = t.U sc puede obtener en la calculadora TI-85. Una vez introducida la 
matriz I. oprtma las siguientes teclas: 


1 1 

MATRX 


0 

<MATH> 

MORE 


F3 

<LU> I ALPHA 

1__ 


0 □ 


Al.PHA 


0 □ 1 ALPHA 1 0 □ 
ALPHA ] 0 □ c ENTF.R ] 


Aparecerá la palabra “Done". Se pucde obtcncr la matriz L oprimiendo ALPHAj L | 
y similamtcnlc para L y V. Sin cmbargo, cl resullado obtcnido no scrá igual al 


ENTER 


obtenido a http://h'arcoval.blogspot.com' 
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En los problemas 39 al 44 cncucntre la factorización PA LL cn una calculadora. 


0 2 5 

39. A = 3 |7 

2 -I 9 


0-741 
5 3 9 2 

2 -I 0 4 
16 -5 II 8 

0.21 0.32 -0.34 0.37' 

0.91 0.23 0,16 -0.20 

0.46 0.08 0.33 -0.59 

0.83 0.71 -0.68 0.77 


-1 

5 

9 1 


12 

16 

8 


■* 

5 

3 


5 

-8 

4,1 


10 

4 

-8 

26 

5 

9 

-18 

13 

-46 

59 

65 

_22 

47 

-81 

23 

-50 

29 

31 

26 

92, 


1 2 0 0 0 

1 2 3 0 0 

44. .4= 0 5 6 I 0 

0 0 2 3 2 

0 0 0 5 6 


MATLAB 1.11 


1. Siguiendo los pasos descritos cn cl problcma 3 dc MATLAB 1.10. encucntrc la dcscom- 

posición LL para .4; cs decir, encuentrc L y L y verilique quc 1.1] .1. Aqui í no es 

triangular supcrior sino quc estâ en la f'orma escalonada rcducida pc'r renglones (excepto 
quc los pivotes no ncccsanamente son iguales a 1): 

8 2 -4 6' 

A = 10 | -8 9 

k 4 7 10 3, 

2. El uso de !a descomposición I.l para rcsolver sistcmas (con soluciones unicas) cx más 
eficientc que los otros niétodos prescntados, 


Infornuicirìn de StATL ìfí. El coinando * = A\b rcsuelve el sistema | I b] encon- 
trando la dcscomposición LL'y dcspués haciendo sustitucioncs hacia adclante > hacia atrás. 
F.l comando llops cuenta el numero de opcraciones con punlo flotante (signilicativas) que 
se realí?an. El comando flops(0) inicia la cucnta cn 0. 

a. Elija A = rnnd(5) y b = rand(5,l). Introduzca 

flops(tl), rref(|A h|). frrcf = flops 
flops(O), * = AVb, flu flops 

b. Repita para otros trcs parcs .4 y b (utilice tamaffos difcrentes > mayorcs quc 5) 

c. Cornentc la comparación dc las dos cuentas flop. frref > llu 

3. MATLAB pucde encontrar una dcscomposición l.L I, pcro puedc no ser lo quc usted espera. 
Casi siemprc cxiste una matri/ dc pcrmutación P implícitn. 

a. Sea A = 2«rand(3) - 1. Introduzca |t„t .P| = lu(A) y verifique que l.l P.A. Repita 
pura dos o más matriccs cuadradas aleatorias de dit'erentes ttunaffòs 
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Cipítulo 1 


Stiloiius dc crujdoncs linejles y matrices 


l). La razón por la quc casì sicmprc cxiste una /' cs quc para minimizar los errores de 
rcdondco. sc intcrcambian los rcngloncs para quc cl elcmento mav or i cn valor absoluto) 
de una columna (entre los renglones que no se han usadoi estc cn la posición ptvotc. 

Sca A roundCltí*<2*rand<4)-l)). Para esta I. encuentrc /., < v V usando cl 
comnndo lu. Sca C = P«A 

i. Rcduzca a la fonna triangular usando opcracioncs con renglones de la forma 
R. R t + c • /?,. (Calculc sus multiplicadores usando la notaciôn matricial y 
realizando las operaciones con renglones mediante la multiplicación por matrices 
clcmcntalcs.) (Vca cl problcma 3 de MATLAB 1.10.) 
il. Demucstrc quc In rcducción pucdc proccdcr y quc en catla ctapa cl pivotc cs cl 
clemento más grande (en valor absoluto) de los elementos de la columna que estâ 
abajodclaposiciónpivote. Verifiqucqueelrcsultado finales lamatrizí producida 
por cl contando lu. 

iii, Describa la rclación cntrc los multiplicadorcs y sus posictoncs (cn la mauriz clc* 
nicntal quc realiza la operación con el renglón) y losdcmentos de / y sus posicio- 
nes en L. 

4. lniroduzca una matriz aleatoria. I de 3 * 3. Encuentre L.t y /’ usando d comando lu como 
en el problema 3 de MATLAB en csta sección. Interprete ta infomiacìón almacenada cn / 
como cn cl problcnta 3 dc MATLAB 1.10 (o conio sc obscrvó cn cl pmblcma 3 dc esta 
sccción), rcalicc las operacioncscon rcngloncs indicadas para /M y mucstrc qucel rcsullado 
final cs U. (Dcbc cstar scguro dc rcfcrirsc a un clcmcnto dc L usando la notación matricial 
y no cl númcro dcspicgado.) 


1.12 TEORÍA DE GRÁFICAS: UNA APLICACIÓN DE MATRICES 

En artos recientes se ha Jedicado mucha atenciôn a un árca rclativamcnte nueva de In 
investigaciôn matemâtica llamada teoria de gráficas. L.as gráficas, que se dcfiniran en 
breve. son ûtilcs cn el cstudio dc la manera comosc intcrrclacionan las coinponentes de 
las redes que surgen en cl cotnercio. las ciencias socialcs. la mcdicina y muchas otras 
árcas. Por ejcmplo. las gráficas son útiles en el estudio de las rclaciones familiares en 
una tribu. la propagación de una cnfermedad contagiosa o una red de v'uelos comerciales 
quc comunican a un núiticro dado dc ciudades importantcs. La teoria de gráficas es un 
tema amplio. En csta sccción sc darán sólo algunas definicioncs y sc mostrará la ccrcania 
dc la relación cntrc la teoria dc gráiicas y la teoria dc matriccs. 

Ahora sc ilustrará cómo surge una gráftca en la práctica. 

EJEMPLO 1 Rcprcscntación dc un sLstcma de comunicación mcdiantc una grifica Suponga 
que se está estudiando un sistema de comunicaciones unido por lineas telefónicas. En 
este sistema hay cinco estaciones. En la siguientc tabla se indican las lineas disponibles 
hacia y desde las estaciones; 


LstaciDn 1 

2 3 

4 5 

1 

J* 


^ ✓ 

1 

* 

3 


* 

4 

✓ I ✓ 
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I 


5 4 

Figura 1 ,0 La gráfica mucstra las lincas de unu cstacîon a oira 

Por cjerriplo. la marca en el cuaiiro 1.2 indica quc liay una línca dc la estnción 1 a 
la estación 2 l.a información en la tabla sc puede rcprcscnlar por una gráfica dirigida 
como la que se ilustra en la ftgura 1.9. 

Grúfica dtrigida Hn gencral. una gránca dirigida es una colección dc n puntos llamados vérticcs. 

N^rticcs denotados por / j. IV.I ' m junto con un número fmito dc aristas que unen distintos 

Aristas pares de vértices. Cualquier gráfica dirigida se puede representar por una matri 2 dc n 
* n en dondc el núrncro en la posición ij es el número de aristas que unen el vértictì / 
con el vêrtice j. 


EJEMPLO 1 Reprcscntación matricial dc una gráfica dirigida I.a representación matricial de 
la gráfica en la tigura 1.9 es 

r 0 I 0 0 0 

I 0 0 0 I 

.4= 0 0 0 I 0 

0 I I 0 0 

J 0 0 I 0 


EJFMPL0 3 Rcprcscntación matricial dc dos gráficas dirigiílas Hncuenlre las representacio- 
nes matriciales de las gráficas dirigidas en la figura 1.10. 


3 


4 J 

a) b) 

Figura 1.10 Dos grútìcas (lirieidas 
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Solución 


EJEMPLO 4 


Solución 


Matri/ de 
incidencia 


a) A = 


<) 

0 

0 

[0 


i o r 

0 0 I 
I 0 I 
I 0 0, 


(0 


b) A = 


0 

I 

0 

0 


0 0 
0 0 
I 0 
1 I 
I 0 
I 0 


1 0 f 
0 1 I 
0 I I 
0 I 0 
0 0 0 
0 I 0, 


♦ 


Obtención dc una gráfìca a partir dc su representación matricial 

gráfica representada por la matri/ 


.*! = 


(o i i o \) 

I 0 0 I 0 
0 10 0 0 
10 10 1 
0 1110 


Bosqueje la 


Como A es una inatriz de 5 x 5. la gráfica tiene cinco vcrticcs. Vea la fìgura 1. 11. 



FiCura 1.11 La grúfiea dirigida reprcscntada por A 


♦ 


Observacìón. En los ejemplos considerados sc tiencn gráficas dirigidas que satisfacen 
las siguicntes dos condiciones: 

i. Ningûn vertice esta concctado consigo mismo. 

ii. A lo mas una arista lleva de un vértiee a otro. 

l.a matriz que representa una gráfica dirigida que salisface estas condiciones se llama 
matri/deincidencia. Sinembargo.engeneral cs posible tcner ya sea un 1 en ladiagonal 
principal de una representación inatricial (indicando una arista de un vértice hacia si 
mismo) o un entero rnayor que 1 en la matriz (indicando rnâs de una trayectoria de un 
vértice a otro). Para evitar situacioncs más complicadas (pero manejables). se ha 
upuc-:i bttp://harco.val.blogspot.‘Com 
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EJE.MPLO 5 


I na gráflca dtriRida quc dcscribe cl duminio dc un grupo La.s gráftcas dirigidas 
con frecucncia sc usan en sociologia paia cstudiar las inlcracciones grupales. En mùchas 
snuacioncs dc grupos. cierlos individuos dorninan a otros. Esle dominio puede ser llsrco. 
mtelectual o emocional. Para ser más especitlcos. se suponc que en una situación que 
incluve a seis personas. un sociólogo ha podido detcrminar quién dornina a quién. (Esto 
pudo habersc hecho mcdianie pruchas psicológicas. mediante cuestionarios o simple- 
mcntc por obscrvaciôn.) l.a gráfica dirigida en la ligura 1.12 indica lo que encontró el 
sociólogo. 



I' igurn 1. 12 La gráfica mucstra quién domina a quicn cn cl grupo 


I a representación matricial de esta gráfica es 

0 0 0 0 0 o' 

0 0 0 1 10 
, _ 0 0 0 0 0 I 

10 10 0 0 

0 0 10 0 0 

0 0 0 0 0 0 , ♦ 

No tendría mucho sentido introducir la representación matricial de una gráfíca si 
todo lo que se pudiera haccr fuera escribirlas. F.xisien varios hechos no tan evidentcs 
que se pueden preguntar sobre las grafícas. Para ilustrar lo anterior. considcre la gráfíca 
en la figura 1.13. 


v. 



t-igurn 1.13 Fxistcn trayeclorias dc I, a I, ;tun cuando no hay una arista dc J’ a I. 
Unndccstas traycctorias es f, -» l' } I 
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Se puede ver que aunque no hay una arisia de Lj a l'j, es posible mandar un mcnsaje 
entre esios dos vénices. De hecho, hay al menos dos maneras de hacerlo: 

V t -» v : -* V s (2) 

lj -> V 4 -» V : -* K 5 (3) 

ê 

Traycctoria lJna ruta de un vêrtice a otro sc llama trayectoria o cadena. La traycctoria de I j a 
Cadcna l\ en (2) se llama 2-cadena porque atraviesapor dos aristas. La trayectoria(3) se llama 
3-cadcna. En general una trayectoriaque atraviesa por n aristas (y por lo tanto pasa por 
/i + I vértices) se llama n-cadcna Ahora regrcsando a la grafica. se ve que se puede ir 
de Ij a Lj a lo largo de la 5-cadena 

—> Lj —> L'j —► —> l j -> Lj H) 

Sin embargo. seria algo tonto hacerlo ya quc tto se gana nada con una parte de la tra- 
yectoria. Una trayectoria cn la que un vértice se encuemra màs de una vez se llama 
redundantc. La 5-cadena (4) es redundante porque el vertice 4 se encuentra dos veces. 

Es de gran interés poder detenninar la trayectoria más corta (si la hay) quc une dos 
vértices cn una grâfica dirigida. Existe un teorema que muestra cóitto hacer esto. pero 
primero sc hará una observación interesante. Como se ha visto. la representación 
matricial de la gráfica en la figura 1.9 está dada por 

'O 1 0 0 0' 

10 0 0 1 
.4= 0 0 0 I 0 

0 1 10 0 
10 0 1 0 

0 10 0 llVo I 0 0 o| I 0 0 0 I 

100 0 I 10001 110)0 

0 0010 00010-01 100 
0 1 10 0 0 1 10 0 I 0 0 I 1 

1 0 0 I 0, [l 0 0 I oj (o 2 1 0 0 ( 

Observc con màs cuidado las componcntes de A J . Por ejemplo. el I en la posición 
2.4 es el producto escalar del segundo renglón y la cuarta columna de .4: 

0 

(1 0 0 0 I) I =1 
0 

lu 

El último 1 del segundo renglón rcprescnta la arista 

V : -> V 5 
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f:l último I en la cuarta columna rcpresenta la orista 

V s -> V x 

Al multiplicar. estos unos representan la 2-cadena 

V-y —> J-j —» V X 

De ig.ua! manera, el 2 en la posición 5.2 Je t* es el producto escalar del c|uinto rcnelón 
\ la segunda columna de.-t: 

V 

0 

(I 0 0 I 0) 0 =2 
I 

Siguiendo cl razonamiento antcrior. se ve que esto indica el par dc 2-cadenas: 

V$ -> V, -> V 2 

y 

Vf —> J 4 —> l i 

Si se generalizan estos heclios. se pueden probar los siguientes rcsultados: 

TEOREMA 1 Si A cs la matriz de încidcncia dc una grúfica dirigïda. entonces la componcntc // de 
'f" 1 da cl niunero de 2-cadenas de un vértice / a un vértice j. + 


Usando este teorema, >e puede demostrar que el número dc 3-cadenas quc unen cl 
vértice / con el \ értice j es la componente ij de .•! \ En el ciemplo 2 

r \ I 0 I 0' 

I 2 I 0 I 

.4’= I 0 0 I I 

1 2 I I 0 

2 0 0 1 2 

Por ejemplo. las dos 3-cadenas del vêrtice 4 ai vérticc 2 son 

V X -> Vy -> V X -> J', 

y 

J j —> t \ —> J *| —> v : 

Ambas cadenas son redundantes. Las dos 3-cadenas del vénice 5 al vérticc I son 

J % —* 14 —> Js —> K| 

y 

y ^ J.» ^ |r ^ j / 
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F.l siguicntc teorema rcsponde la pregunta quc se hizo sobrc cncontrar la trayectoria 
más corta cttlrc dos vértices. 


TEOREMA 2 Sea A ttna matriz de incidencia de una gráftca dirigida. Sca la componente ij 
de A". 

i. Si d*' = k, cntonccs existen exactamcnte k n-cadcnas dcl vértice / al vértice j. 

ii. Vîàs aûn. si d” ) = 0 para toda m<ny a*" 1 * 0. cntonces la cadcna más corta del 

vértice / al vcrtice j cs una n-cadena. ♦ 


EJEMPLO 6 Cálculo de cadenas mediantc las potcncias dc la matri/. dc incidcncia l.n el ejem- 
plo 2 se tiene 



0 

1 

0 

0 

0 


'1 0 

0 

0 

1 


'1 1 

0 1 

0 


1 

0 

0 

u 

1 


1 1 

0 

1 

0 


1 2 

1 0 

1 

A = 

0 

0 

0 

1 

0 

-u 

II 

0 1 

1 

0 

0 

. A } = 

1 0 

0 1 

1 


0 

1 

1 

0 

0 


1 0 

0 

1 

1 


1 2 

i 1 

0 


l» 

0 

0 

1 

" 


[0 2 

1 

0 

0 


[2 0 

0 1 

-> 


1 2 1 0 r 


'310 2 2' 

3 10 2 2 


3 5 2 2 1 

1 2 1 1 0 

y * i = 

2 2 112 

2 2 112 


4 3 13 2 

2 3 1 2 0^ 


,3 4 213 


Como tty = </ft' ~ <4V = 0 > ojV = I. se ve que la ruta más corta del vértice I al 
vcrlice 3 es una 4-cadena quc cstâ dada por 

F, -♦ V 2 -> V f -* V 4 -> Vy 


.Xota. Tantbién se tiencn 5-cadcnas (todas redundantes) que uncn el vértice 2 consigo 
mismo. ♦ 


EJEMPLO 7 Dontinio indirecto en un grupo En cl ejemplode sociologia (ejemplo 5). una cade- 
na (que no es una arista) representa control indirecto de una persona sobrc otra. Esto cs. 
si Pedro domina a Pablo. que domina a Vlaria. entonces se puede vcr que Pedro ejerce 
algún control (aunquc sea indirecto) sobre Maria. Para determinar quiéti tiene control 
directo o indirecto sobrc quicn sólo cs necesario calcular las potencias de la matriz de 
incidencia.I. Se tiene 
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PROBLEMAS 


y 


0 

0 

0 

0 

0 

°ì 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Q 

n 

1 

1 

0 


1 

" 

2 

0 

0 

0 

0 

0 

II 

ii 

0 

1 


0 

0 

n 

(1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

ii 

0 

0 

: 

0 

0 

1 

0 

0 

1) 


0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

\ 

0 

0 

II 

0 



0 

0 

0 

0 

0 

0 

/ 




(i 

0 

0 

o 

0 


0 0 0 0 o - ' 
0 0 0 0 2 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 o o t 


Como se podia ver en la grâlica dc la página 159. estas matriccs muostran que la 
pcrsona /‘ : tiene control directo o indirccto sobrc todas las demâs. Ll o ella tiene contrnl 
directo sobre /’ 4 y P*. control de segundo ordcn sobre P t y /\. y control de tercer orden 
sobre P n . 


Nota. En situaciones rcales las cosas sdn mucho mâs complejas. Puede haber cientos 
de estacioncs en una red dc comunicociones o eientos de individuos en un estudio 
sociològico dominante-pasivo. En cstos casos. las matriccs son esenciales para manejar 
la gran cantidad dc dalos que ticneu quc estudiarse. ♦ 


1.12 


Ln los problemas I al 4 encucntrc la represcntación matrîcial dc la gratica dirigida dada. 
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En los problctnas 5 al 7 dibuje las graíicas quc rcprcsentan las matriccs dadas 


'0 I 0 I' 

- 10 0 0 

1101 
,1 0 I 0, 


<110 1 0’ 

0 0 I I I 

6. I I (l 0 0 
I 0 (I I) 0 

0 111 0 


0 1 I I 0 o' 

I 0 0 0 I 0 

- I I 0 I 0 I 

0 0 I 0 0 0 

0 0 0 1 0 1 

1 I 0 o I 0, 


8. Dctcrminc cl número de 2*. 3- y 4-cadenas quc uncn los vcrliccs en la eráfica del 
problema 2. 

Haga lo mismo para la gráfïca dcl problcma 3. 

10. Prucbe quc ta mta más corta quc unc dos vérticcs cn una gratlca dirigida no cs rcdundante. 

11. Si .1 cs la matriz de incidencia dc una gráfica dirigida. muestrc quc A • A : reprcsenta el 
número total de I - \ 2- cadcnas cntre los vértices. 

12. Describa la dominancia dirccta e indirecta dada por la siguiente gràfica: 



Ficura 1.18 


RESUMEN 

,. v .i ■: r M- |!,dn, 'i', . i.... .i' , ,i tó.1.,,, <u' ., .. ■, x 

• Un vector renglón de n cmnponcntcs cs un conjurrto ordcnado dc « númcros llamados escalarcs 

escritos como (jr,, .r»,..., Jt„). 

• Un vector cnluinna dc n componcntes es un conjunto ordcnado dc n números escrilos como 


• Un vcctor cuyas componcntes son Uxlas cero se llama vcctor cero 

• La suma de vectorcs y la multiplicación por escalarrs cstán dcfmidas por 

ao, 

, </. -► h , aa, 

a + b 4 1 y iii . 



K + K..J 
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• Una matriz dc m * n cs un arrcglo rectangular de mn nùmcros arreglados cn m rcngloncs v 
n colurnnas 




a it tf r: ‘ “ "im 

' J n <*n 


La matriz A también se escribc como A - (o + ). 

• Una matriz cuyas componentes son todas ccro so llama matriz ccro. 

• Si I y tì son matrices dc m x n, entonccs ,-f + R y aA (n un cscalar) son motrices de m * n 

t.a compcncntc i; dc A * B es + b, r 
La componentc r/ dc o.-f es ttu^ 

• El prodqcto escalar dc dos vectorcs dc n componentes cs: 

fetì 

fr. 


a b (o,. Uj...., a n ) ■ 1 


= r»|fr| + djftr ajt n => £ a,t>, 


• Produi tos iJc matrices 

Sca A una matriz dc m x n y sca B una matriz dertxp. Entonccs Atì cs utta matriz dc »r* p y 

la componcnte ijâcAíi = (rcngltìn / dc.-() (colimina j de 8) 

,, t'i', ’ ,'v 1 ,, i' !(ii l |!i|'.«i l iV| r.| /i^i,; 'ii | i!,ì 'ij' ’ v ' i m 

" a û h \j f “ahj 4 4 a uJ'n) 15 £ a * b >v 

i-i 

• En gencral. los productos dc malriccs no son conmutalívos:« decir, casi siempre ocurre oue 
AB*8A. 

• l.ey asodativa dc la multiplicacirín 

Si A es una matriz dc n >■ m. /f es dc m > ;> y C cs dc p x </, entonccs 

A(BC) = (AB)C 

y tanto A(BQ como (AH)C son matriccs dc « * </. 


• Leyes distributivas para la muítìpthaclón de matrices 
Si todos los pnoductos cstiín dcfinidos. entonces 

A(B+C) = AB+AC y (A + B)C AC + Bt' 

• La matríz de cocflcieiitn de un sistema lincal 

o, l x,+a,jjt, 4 *-- + o ln z, =fr, 
«jf«i +“n*t + ■■ 1 + «>*•, m h 

i i • 

: : : 

•+ ^ a mr,K ■■ b m 
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(p. 48) 
(pp.51,52) 

(pp.63,64) 

(p. 64) 

<p. 66) 

(p.68) 

(p-69). 


166 Capíttllo I Sistitna» de erua, lorun lim.-aler. v mjtnres 


es la matriz 


(pp. 10, 16) 


a x- 


a «i a ~) 

El sistcma lineal anterior sc pucde escribir usando la matri/ aumentada 


tpp. 10, 16) 


'l» 

h\ a n 


a ml 


"t, | N 

a u | b ì 

■L ì L 



v 


'b\' 

X = 

T : 

y b “ 

bm 

i 



. 


X m 

V. 


\ 




fljtZ, * 0*2*2 ‘ 


' + a > x r 


= 0 
• 0 


(p.92) 


de la página 14. 

Un ptvotc es la primcra componente difcrente dc cero en cl renglón dc una matn/. 

Las trc> opcracioncs dementales con rcnglones soti: 

Multiplicarelrcnglónideunamatrizporc: %-* **> don< * cc 
Multiplicar el renglón < por c y suntarlo al rengtón/. R, -* H, + cK t 
Pcrmutarlosrcnelones/yy: R\ 

El pntceso de aplicar operacíones clemcntales con rcngloncs a una matriz se l.ama reducc.on p«r 

SS25ïrcs==ïí=" 

. Un sistcma lineal quc ticne una o más solucumcs se llama conslstentc 

. Un sistcma lincal quc no ticne solución se llama inconsistcntc „ nlimero infmito de 

. u„ aimma litieal que ta* «an. saa i» solucaSn uo.ca o uo uumco mtalo 

. homouénao dc m ammcionc con » mcdgnima...siccma linc.l <k la fonna 

o„JC,+ a, 3 JCj + 


(p. 14) 

tp. 14) 
(p. 14) 
(p. 10) 


(p. 10) 

(pp. 9. 16) 

lp. 16) 
(P 10) 
(pp 3. 10) 

(p. 15) 
(p. 39) 


a„| *\ + a ml x ì + • • • + a m* x * 0 

. Un sistcma lincal homogcnco siemprc ticne la solución trivlal (o solución ccro. 

*, =* x»-** " V* 0 
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* ^*oJudon« para un sistcma Unca! homogénco difcrcmc dc ia trivial S c Uaman solucioncs no 

' ^^iw^ 0 ) géne<> " 1tCrÌ ° r ‘ ÌCne nÙmm ' nr,nÌU ' dc Moncs si »* incógniuis 

matriz idcntida.l nxn. /„. cs la niatrizdc n x n coo unos cn In diaeonat principal s ceros en otra 
panc /„ se denota usualmcrtc por/. 1 1 en otn ' 

1 s i I es una matriz cuadrada, cntonces A1 ii M**A, 

La raatrtz Adenx n cs invcriible si existc una matriz f 1 de n x n tal que 

AA 1 »A 'A -1 

Kn cste caso la inutnz .1 1 sc llama la invcrsa dc A. 

Si A cs invertiblc. su invcrsa es ûnica 

Si -f y tì son matrices invcrtibles dc n x n. cntonces Atì es invcttible y 

(AH) [ « tì *A ~ 1 

Para dctcnninar si una matriz .•{ dc n x n es invertiblc: 
i. Sc cscribc la matriz aumcntada (Aif). 

iL Se rcduce A por rcngloncs a la forma cscalonada reducida por rcngloncs. 

ÌM ’ *' S ' ' a ^--.-cnloruuia rcducida por rcngloncs dc A cs /. cntonccs , f 1 scrá la motriz a la 
dcrecha de la raya vcrtical puntcada 

b. St la lomta cscalonada reducida por rcnglones dc A conticnc un rcnglón de ccros. entonces 
i no cs invembie 

La matriz de 2x2, A | j es ìnvertiblc sí y sólosi 

dctemiinantc dc A ■= dct .1 - a, ,0^ - a,^t 2l * 0 


Enesecaso 


A* 


, JL_Í "a 

deU [-a-j, 


A y H *° n W,uh * jen,e! ‘ ,K,r rco * lón s ' A * P“<--dc transfonmar en B rcduciendo por 

Sea A una matriz dc « x «. Si AB=t o BA = /, entonccs A cs invcrtíblc y H - ,f '. 

Si .1 (o f/ ). cntonces la transpucsta de A. dcnotada por A', está dada por.-f =» in ). 

Lsto cs. /f‘ sc obtienc intcrcambiando los rcngloncs y las columnas dc .1. 

Hechos sohre la transpuesta 

Si todns las sumas y productos estón dcfinidos y si A cs invertiblc. cntonccs 

(.*()- /t (ABy BA‘ (A + B)‘ ~ A' + tì' Si A cs invertiblc, cntonccs (A 1 )' 1 * (A' , y 
Una maui/. cuadrada .1 cs símétrira si A'~ A 

l na matriz clcmcntal cs una matriz cuadrada quc »c obticne ratlízando cxactamentc una operación 
con rengloncs sobre la mntnz idcntidad. Los trcs tipos de ntatrices clcmcntales son 

c}i i sc multiplica el rcnglón r dc / por c. c * 0 

‘ cR t sc multiplica cl rcnglón i dc / por cysc suma al rengtón j. c* 0 

1 ý « pcrmutan los rcngloncs ( yj 

L na tnatriz cuadrada cs invcrtible si y sdlo si es d producto dc matrices elcmentaJcs 
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(p. 40) 

(p.4l) 

(p. 98) 
(p. 99) 
(P 99) 

(p. 100) 
(P- 100) 

(P- 103) 


(P- 104) 

(p. 107) 
tp. 112) 
(p. 122) 

(p. 122) 
(P- 123) 

(p. 128) 

<p. 130) 


168 Cipítulo 1 bistt-mji dc eui.in< mo I ineales >• rruilíit es 


Cualquicr «.«« cu.drud« » puud. «cribi. co™ .1 juodudlo dc ,««rte ul.«K»u>lc y u«. «,oui. ^ 
iriangulur superior. 

realizar pcmrutacioncs. Entonces cxistcn mutriccs unicas y (p. 142) 

unos en ladiagonai. U cs una matriz triangular supcnor invcrtible y .1 L' . 

eT*£u Tlttrt! permutactón elcmcntal. Un producto de matrices pcrmutaaón clememalcs se ^ ^ 
llama mctrlz permoución. 

SeaTai-dqtn” mtriz^ r» x n. F.ntonces «Lstc una matriz pcrmutaeiiin P tal quc PA LU, dondc 

Ty U Snclo cn la factorizaciàn t.U En genernl. P. AyV*o son umcas. ‘ P ' 

» Teorcma de resumen Inn 132, 145) 

Sea A una matriz dc n x n. cntonces las siguicntes afirmactones son cquivalcntes 

lì. LaúnÌMsoluciónal sistemahornogcneo es.-fx 0 cs lasolueion tnvial U 0). 

IIL El sistema As = b ticne una solución ûnica para cada n-vector b. 

iv. A es equivalcntc por rcngloncs a la matriz identidad de n * ». V 

v. A sc pucdc escribir como un producto dc matrices elcmcntalcs. 

vL det 4 * 0 (por ahora, det .4 está dcfinído sòlo si A « una matrrz dc - » _). 

y una matriz triangular superior mvcxtible ( , tales quc PA / 



EJERCICIOS DE REPASO 


En los cjcrcicios l al 14 cncuentrc las soluciones 

I. 3x, + <m 3 = 9 
-2z, + 3x : = 4 

3. 3.r, - 6 j(j = 9 

-2t, + 4x, 6 


(si existen) a los sistemas dados 
2. 3x, + 6tx ; = 9 
2x, + 4x ; =6 

4. x,+ x ; + x 3 = 2 

2x,- x ; + 2x ; = 4 

-3x, + 2x ; + 3x ; - 8 


5. 


7. 


x,+ x ; + x, = 0 
2x, - x ; + 2xj = 0 
-3x, + 2x ; + 3xj = 0 

x,+ x ; + x, = 2 8 - 

2x, - x, + 2x, = *1 
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6. x, + x ; + x, = 2 
2x, - x ; + 2x, 1 4 
-x,+4x ; + x, = 2 

x, + x ; + x, = 0 
2r,- x ; + 2x, = 0 
-x,+4.t ; + x, = 0 
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9. 2r, + »j - iï 3 = 0 
4x, - x,- jf, = 0 


II. Jt, + .v, - I 

2*1 ♦* 3 * 3 
3x, - jc, - 4 


13. j, - .tj + jfj 

2t, - 3*, - x, 
-2r,-4.r, + x, 
5x, - xj + 2x, 


10 . 


12 . 


14. 

4x 4 = 0 
2x 4 = 0 
x 4 = 0 


x,+.t, = 0 
2r, - x, = 0 
3x, +x, 0 

*t + tj+ x, 4 

2r,-3i,- x, + 4r 4 = 7 
-2r, - 4x, - x, - 2t 4 - I 
5x, - x, + 2ï, ♦ x 4 =-| 

x, ♦ X, + X, + x 4 - 0 
2x, - 3x, - x, ♦ 4r, - 0 
“2x, * 4x, + x,-2r 4 - 0 


En los ejcrcicios 15 al 22 rcalicc los cálculos indicados. 


15. 3 



0 


-> 


V 

/ 


■> 


17. Sj 


-I 

6 



I 4' 
0 7 
-I 3/ 



19. 


(2 3 I Sì 

5 7 | 

2 0 3 


2 3 5 

r 0 -I 2 

6 2 4 

1 0 0 

20. 

-1 (> 4 

3 1 2 


l» 5 6 ; 


10 6 

1-7 3 5 j 


v 

7 

© 

7 I 
2 3 


1 -1 2 

** 

2 1 6 2 5 j 

-1 0 

22. 

3 5 6 

1 

» / 

5 6 


2 4-1 

3 


2 3) 


<■ V 



Fn los ejcrcicios 23 al 2(> dcierntmc si la matrix dada está cn la forma cscaiortada por rengloncs 
(pcro no cn la lomia cscalonada rcducida por rengloncs), en la forma cscalonada reducida por 
rcnglones o en ninguna de las dos. 


I 0 0 0 
23. 0 10 2 
0 0 13 



1 8 1 

() 


1 

o' 

O 1 5 

-7 

25. 

0 

3 

0 0 1 

4 J 


0 

V 



tn los cjcrcictos 27 \ 28 rcduzca la mairiz a la forma cscalonada por renglones \ a la forma 
cscalonada rcducída por rcngloncs. 


(2 8 -2} 

28. 

1 -1 

2 

4 

1 0-6 

-1 2 

0 

3 

\ / 


k 2 3 

-l 

1 


4 


http://harcoval.blogspot.com 




170 CipituK>1 Sisti'm.» de «ruaootH-» lineale» y matriun 


F.n los cjcrcicios 2*í al 33 calculc la forma cscalonada por rcncloncs y la inversa (si cxiste) de 


matri/ tlada. 




la 


-I 2 0^ 2 0 4' 

32. 4 t -3 33. -I 3 1 

k 2 5 -3j 0 ‘ 2 , 


En los cjcrcicios 34 al 36 pnmero cscriba cl sistcma cn la forma .lx = b. dcspucs calculc A 1 y. 
por ûltimo. use la multiplicación de matriccs para obtcncr cl vcctor solución 
34. Jt,-3.x, = 4 35. *, + 2 ïj = 3 36. 2*, ♦*»*,= 7 

2r, + 5a:*, = 7 2x, + Ar,-x, = -l -x 1 + 3jr î + x, = -4 

3x,+ x, + x,= 7 5 


F.n los ejercicios 37 al 42 calculc la transpucsta de la matri/ dada y detcrminc si lu matriz cs 


simctrica o antisimctrica.+ 



39. 


42. 


2 3 r 

3 -6 -5 
l' 9j 

f 0 1-1 

-I 0 1 

I I 0 


f, 

2 

I 

0 

/ 


En los ejcrcicios 43 al 47 cncuentre una matriz clemcnlal de 3 * 3 que llevaría a cabo las 
opcracioncs con rcngloncs dadas. 

43. /?, -+ -2/?, 44. 7?, —♦/?,+- 2/í, 45. /?, -► /?, - 5/?, 

46. /?’ i+/?, ' 47. «;-*•/?: + ì/?, 


Fn los cjcrcicios 48 al 50 encuentre la inversa dc la mairiz elemcntal. 


48. 



í° 1 °ì 


1 0 0' 

Í! ?ì 49 . 

1 0 0 

50. 

0 1 0 

v° 1 / 

0 0 t 

V t 


« u -î, 


En los ejercicios 51 y 52 cscriba la matnz como cl producto de matriccs clcmcntales. 


51. 


2 -I 
-1 1 


52. 


1 0 3 

2 I 5 

3 2 4 
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l:n los cjcrcicios >3 \ 54 cscriba cada inatri/ como cl 
matri/ tnarmnlar superior. 


producto dc matrice$ clemenialcs > una 



54. 


1 -2 1 

2 0 4 


Kn los ejcrcicios 55 > 56 cncucmre la fnctorización U dc ,4 v utiHccla para rcsolvcr | X l> 


55. A 


1 -2 5 
2-5 7 

; b 

[ 1 | 

l 4 -3 ») 




56. A 



P.) 


Kn los cjercicios 57 y 5S cncucntrc una matri/ pcrmutacirin /' \ las matrices l. \ i tales quc P.l 
Lt v utiiicclas para rcsolvcr cl sistemu lt i> 


57. 4 = 


0 

-1 

4 


í 3 

3 

5 

8 

; b- 


i 

3 

i 


r', 


58. 1 

0 3 2' 
1 2 4 

; b 

_ 2 ' 

8 


[2 6 -5 


10 


l-_n los ejercicios >9 \ 60 encuentrc la matri/ i|tie represcnta cada grafica 



61. Dibujc la gráfiea reprcvcntada por la siguientc matri/ 


(t 

0 

I 

(t 


l» 


0 I I 
0 U I 
0 0 0 
I I 0 
0 I o 


0 

I 

oj 
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Determinantes 



2.1 


DEFINICIONES 

Sca A = ' 0,1 W| * una matri 7 de 2 y 2. Cn la sccciôn 1 .X en la pâgina 104 se dctiru 

1,0:1 U 22J 


se dctinió e! 


determinantc de .1 por 


det A — (J^ci 22 ~ u )^ 2 ì 


(1) 


Con frecuencia denotará dct .-I jx>r 


\A\ o 


^ll 


a ìì 

a 22 


( 2 ) 


Observaciàn. No debe confundirse esta notación con las barras dc valor absoluto. 1 
dcnota detsi A es una malriz cundrada. 'jc dcnota cl valor absoluio dc v si x cs un 
número real o complejo. 

Sc demostró quc A es invcrtible si \ sôlo si det A * t). Como se vcrâ. csle importante 
teorema es válido para matrices dc n * n. 

En cstc capitulo se dcsarrollarán alpunas propiedades básicas de los dctcnninantes 
\ se vcrá cómo se puedcn usar para culcular la invcrsa dc una matriz \ rcsolver sistemas 
dc i: : : 

http://narcova 
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H determinante dc una matriz dc n * n se definira dc manent indmiva. Rn otras 
palanras, sc usaran lo que sc sabc sobrc un determinante dc 2 2 para defmir un 

ctcrminantc de 3 ■ 3, csto a su ve/ se usará para definir un detcrmmante dc 4*1 
ctcetera. Se comien/a por definir un dctcrminante de 3 ■ 3 + 






.M 


DEFINICIÓN 1 Dctcrminantc de 3 x 3 Sea/Í 



°li «i? j 
«21 a n °2S • Entonces 


l‘»1l tì «4 ««>J 








det A » \A\ = o„ 

Ifflvlír' IMmrJllívli 


°ll a ìì 

", ( lj | j , 

«u a n 


«42 


a l 1 a 23 

a si a n 




«21 «12 
«VI «H 




(3) 


Observe cl signo mcnos antes del scgundo término del lado dcrecho dc (3). 


EJEMPLO 1 C âlculo dc un dctcrminantc dc 3 3 

Solución 


Sea A 


f 3 5 3 Ì 

4 2 3 

I 2 4| 


. Calcule l|. 


Ml * 

3 5 2 

4 2 3 

= 3 2 3 


-12 4 

\2 A 


5 4 3 

-I 4, 


■f 



= 3 - 2-5 ■ 19 + 2- 10 = -69 


♦ 


EJEMPLO 2 C âlculn dc un dcterminantc dc 3 -3 Calcule | o 4 

3-3 9 


Solución 

2 -3 5 

1 0 4 

= i o *» 

-(-3) 

1 4 

+ 5 


3 -3 9 

“|-3 9 

3 9 



12 +• 3(—3) + 5( -3) = 0 


* K ' l>u,î variJ> mancrasdcdcliim un dclcmimanu:> cs uru dc cllas L; inifvin.intc darvc cueaU dc ^ue -dei 
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txislc otro mctodo para calcular determinantcs de 3 • V De la ccuaciôn 1 3 > se tienc 

w tt u l- 1 

ílj! <l ; , — «níUíjtfjj - 013^32)” 0 i2t <í 2i < *vt” ttyPlì) 

ii, ( <Jjj «ï,, ^flii(ít;t u }2 -u ^ii) 

0 sca 

(.■íl as «„<i :2 ílj3 + ci l ^J ; j^3i + «i3 u ;tOa“ a |.} u :^Ji (4) 

- <J,*/ ; ,</jj- 

Sc escribe> se le adjuntan sus pnmcras dos colutnnas: 



-t- + + 


Despuds se calculan los seis productos. ponicndo signo mcnos antcs de los productos 
con llcchas hacia arriba. > se suman todos. F.sto da la suma dc la ecuación (4). 


EJEMPLO 3 Câlculo dc un detcrminantc de 3 • 3 usando el nucvo método Calculc 

3 5 2 

4 2 3 usando el nucvo mátodo. 

-12 4 

3 5 2l 3 .5 

Soluciórt Alcscribir 4^2 n^C 4 2 > multiplicar como lo indican las flechas se obticne 

-1 2 4 -I 2 

l.4| = (3)(2)(4) + (5)(3 h-D + (2)(4)(2>- (-1)(2)(2) — (2X3M34 - (4)(4)<5) 

= 24 - 15 + 16 + 4 - 18-80 = -69 


Este método no funciona para determinantes de n ■ n si« > 3 Si intenta algo sìmilar 
paradeterminantesde4 ■ 4odeorden mayor, obtendrâuna respuesia equivocada 


Antes de dcfinir los detcrminantes de n * n. debc observarse que cn la ecuaciôn (3) 

‘' j | es i a m atri 7 obtenida al clittiinarcl primcr renglóny la primera columna dc .4: 

V u 33 °.'Jj 
/ \ 

iJ: ' ‘ J: ‘ cs.Ja.matn/ obtenicla.aj climinar el primcr renglòn > la segundaeolumna de 

</„ u,, httpv/narcoval. blogspot.com 
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vi cs la 

«>3j 


rnatrizobtenida ai climinar el primer renglòn y la tercera coi anra 


de A. Si csias matrices se denotan por A/„. A/, ; y A/ n . respectivamente. y si.-t,, =del 
A/,,.- -dct A/ ); y -» n = dcl A/,,. cntonces la ecuación (3) se pttede cscribircomo 


detI' j J.-Í 11 




DEFINICIÓN 2 Mcnor Sea A una matriz de n x n y sea jV/ v la matriz de (n - l) x (n - 1) obtenida 
de A climinanJo cl rcngJón / y |a columna/. M § se llanta el mcnor ij dc A. 


[2 -l 4 


EJEMPLO 4 ( álculo de dos mcnores de una matri/ de3 > J Sea .1 - o | 5 . Encucmre 

MjjyA/n i 6 3 _4 


Solución llîminando 


tnanera similar, 


eî 


do cl pnmer renglon y la tercera coluinna de A se obtiene A/ , - [' De 

imilar. si se elimina el tercer renglôn y la scgunda columna se obtiene - 


1-3 5 6 

EJEMPLO 5 Câleulo de ilos mcnorrs dc unu matriz ilc 4 4 Sea.-f - 4 11 3 j£ ncuen _ 

tre A/ 3 , v A/, 4 . I 5 9-2 

4 0 2 7 ( 

Solución (Juitando el tercer renglón y la segunda columna de f. se encuentra oue A/« 
f l 5 6 ] [\ -3 5] 

2 0 3; de igual manera. AA 4 = | 59. 

, 4 2 7 J 4 0 2 ♦ 


. 1,11 r " " 

DEFINICION 3 Cnfactor Sea.4 unamotrizden x n. E! cofactor ij dc.4. demrtado por.C cstâdado 

P«r --- 


-- 
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Esto cs. cl cofactor ij dc A se obtienc tomando el dctcrminante dcl menor ij y 
multiplicándolo por (-1 Y*K Obsenc que 

( _ ir / = í 1 

]-| sij+jesimpar 


Observaciún. La defïnición 3 tiene scntido porque se va a dcfmir un determinantc de 
n x /; con la suposición de que ya se sabe lo que es un dcterminante dc (/» - 1) x (n - 1). 


EJEMPLO 6 Câlculo dc d«is cofactores de una inatrÌA dc 4 ■ 4 I n el cjemplo ' mî itcne 


Ahora sc considerará la matriz ucneral de n ■ n. Aqui 


DEFINICIÓN 4 Detcnninante n x n Sca A una matriz de n x n. Entonces el determinante de .! 
dcnotado por det A o \A\. está dado por 


M! m '<*| I^M + «12^12 + “tî^H + 

n 

X a u A u 

k*\ 


La cxpresiôn en el lado derecho de (8) se llama eipansión por cofactores 


Obsen-aciàn. En la ccuación (8) se dcfme cl determinante mediante la expansion por 
colactorcs en el primer renglòn de.4. Fn lasiguicnte sccción se vcra (tcorema . _ M que 
sc obtiene la misma respuesta si sc expande por cofactores en cunlqmer renglon o 

columna. 
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EJEMPLO 7 Cálculn dcl dctcrininantc dc una matri/ dc 4 4 Calcule det 4. donde 

'l 3 5 2' 

, _ 0 -l 3 4 
2 10 6 

3 2 4 8 

/ 

Solución I 3 5 2 

0-134 

2 10 6 «i4^u 

3 2 4 8 


-1 

* 

.1 

4. 

0 

3 

4 0 

-1 

4 

0 

-1 

3 

1 

0 

6 - 3 

2 

9 

6+52 

1 

6-2 

2 

1 

9 

2 

4 

8 

3 

4 

8 3 

2 

8 

3 

•> 

4 


- 1( -02) - 3(-70) ■+■ 5(2) 2< 161=160 


ILs evidente que cl cálculo del determinante dc una mairiz de n ■ n puedc ser tedioso. 
F * lra calcular un Jeterminante de 4 -4 debon calcularse cuutro determinnntes de 3 * 3. 
f'ara calcular un detemtinantc de 5 ■ 5 deben calcularse cinco determinantes de 4 * 4. 
que cs lo inismo que calcular veinte determinnntes dc 3 • 3. I’or fortuna existen 
tecnicas quc simplifican estos cálculos. Aleunos de estos mctodos se presentnn cn la 
siguiente secciòn. Sin etnbargo. existcn algunas matrices para la.s que es muy sencillo 
calcular los detemiinnntes. Se comietua por repetir la delînlción dada en la pagina 132. 


DEFINICIÓN 5 Matriz triangular Una rnatriz cuadrada se llama triangular snperior si todas sus 
componentes abajo de la diagonal son ccro. Es una matriz triangular infrrior si todas 
sus camponenles arriba de la diagonal son cero. Una matriz sc llama diagonnl si todas 
los elementos quc no estín sobre la diagonul son cero; es decir. A - (u tj ) es triangular 
superior si u tJ * 0 para r >./, triangular inferior si a tj = 0 para (<j,y diagonal si </,, = 0 
para i ±J. Observe quc una matriz diagonal cs tamo triongular superior como triangular 

ìnferinr 


Iill\ 






EJEMPLO 8 


Scís matriccs trinngulnres 


triangulares superiores: (‘ - 


2 I 

Las matrices .4 - n 2 


10 0 


5 0 0' 

2 3 01 v D 
H 2 4) 




-2 3 0 
0 0 2 
0 0 I 
0 0 0 



son triangularex inleriores. I (la 
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matriz identidad) v E 


f 2 0 0 S 
0-7 0 

0 0-4 


son diagonales. Ohser\e que la matriz E es tamhièn 


- V 

triangular superior y triangular inferior. 


EJEMPLO 9 Fl dctermínante de unn matriz triangular inferior La matriz 


A = 


es triangular inferior. Catcule det A 


Solución 


«11 

0 

0 

0 ’ 


Oy> 

0 

0 

«ji 

a )ì 

a» 

0 


«i; 

«43 

a,, 
44 ; 

■ill * 

0,1, 

; + 0.4 ^ j 

a r 

0 

0 


a-. 

«u 

0 



«43 

«44 



_ 0 
11 

El ejemplo 0 se puede generalizar para probar el siguicntc tcorcma 


ttltt’ ltilUli' llttlU 




;ì'||i.; i ii |t c jv.ì ii l ijj'ij.liri 1 '.V/ 1 i l |ji l |í i yj|i';ji',i jiì.i ji'IjiV /,jijii ' 1 

TEOREMA 1 Sca.4 = (a ff ) una inatriz de n * n triangular superior o infcrior. Entonccs 

\wÉ®KÊÈmm 

n' ìì\mmmU'i jjpiiíi'iii 


j 


del A “UncJjjtìjj- ‘ -a m 


,n 


Esto es: el Jetcmiinanle de una matri; triangular e$ iguàt ai {ynxtuctn dc stis cnmpo- 
nettleM en tadiagoneA. 

Demostración La partc triangular inferior del teorema sc deducc dcl ejemplo 9. Se demostrará 1a partc 
triangular superior por inducciòn matcmálica eomenzando con n - 2, Si A cs una matriz 

(a,. 

tnangular superior de 2 x 2. entonces A = _ * y dclJ = U| ,tKj - • 0 = ci, pïjj, 

V ;'i,j 

dc mancra que ei teorema s<í cutnple para n m 2. Sc supondrà que se cumple para k- 
n - I y sc demostrará para k = n, El detcrminante de una matrì/. triangular supcrior dc 
n * n es 
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ImvMllllil'l' 1 i'i'r |l|'|l i' '<1,1 

0,1 0 , 2 a (J •'• a u 



i 



liMÍÌHi 


0 a n a n •/• 


a K a 2S " ' a h, 


0 ••■ a în 



0 0 ap a ìn 

= a n 

0 a 11 •• a i„ 

-tì 


0 a 15 ••• ‘»j n 

■4 , 4 ■ ' • 



* '• • •’ 

- • » • • 


1 m' iV I !i • 



<• • i'4 | 

* f 1 1 * | 



• • » • 

0 0 0 • • • a_ 


o 

Ôr_ 



o o . . . a^, 



+ a 


U 


0 


0 0 • > “ a 


'ìti 


0 0 




0 a 
0 


'22 

0 


0 0 




0 


Cada uno de estos detenminames es el dctcrminanie de una matriz triangular superior 
de (n - |) x (n 1) que, por la liipótesis de inducción. es ìgual al prôducto de las 
couiponcntes en la diagonnl. Todas las matriccs excepto ln primera f ienen una columnn 
de ceros, por lo que al menos una de sus componcntes diagonaies ts cerct, Asl, todos 
los detemúnantes excepto el primero, son cero. Por último. 


dct A *» a 


II 


■'î» 


a 23 ‘ 

0 ‘». 1.1 '•* 


- ‘»nl"22%r •• <»«.) 


o ()...« 

m 

lo quc prueba quc el tcorcma se cumple para matrices de n x n 


EJEMPLO 10 Dctcrminantes de scis raalrices triangnlarcs Los dctermlnantes de las seis matri- 
ccs triangulares en el cjemplo 8 son H| = 2 • 2 1=4: |fîj = i-2K0XI)(-2) = 0: 
10 = 5-3.4=60: |í)| = 0:W = U |£) = (2)<-7)(-4) = 56. ♦ 

El siguiente teorcma scni muy útil. 


TEOREMA 2 Sea 7" tma mafriz t 

riangular superior. Entonces 1 

?'es invertible si y sólo si de, T * 0. 

Demostración Sea 





||íl'l/, Ij jij 1 '.liijjll tf ll a l2 

a u 

a M.Ì 'i'.'i'i/ ' iiKil |! 1 


0 <*u 

■«» 



r= o ò 

) . .i 

a M 

‘ ' ‘ a !ta 


1 0 0 

0 

’ '* a m f 

Del teorcma 1, 




dei T = a, 

l®22j 

'j/j a m 
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Aíi ftet T * 0 si v sólo si todos sus elcmcntos cn Iq diagonal son dilcrentes de cero. 

r* puede reducir por renglones ./delasiguicme map.r.- 
Para; = 1,2.«. sc divide cl rengtôn / de T por a Jt * 0 para obttncr 

(\ aU ••• 


(0 0 ••• I J 

Esm es I. forma escalouada por mnglo,.e S de T. que .ícnepivolcs. v por el leorema 

' ll ' "sûptmgá què d« T= 0. F-ntiinces al menosunodc lasoomponcmesde (ad.agoim 1 
cs ccro P Sea a] la primcra de cstas componentes. Entonces Tse puede escribir co 

fo„ o n ••• o,,., a„ "m.i °l« \ 


- I.B 

O m 

a t - ÌJt 


Cuando T se rcducc a su forma escalonnda fxir renglones. no se tiene P>vote cn la 
dumna t (explique por qué). Entonces la forma escalonada fior rengloncs de . ticn^ 
« 20 n pi' ím el icorema de resumen. se puede conclmr quc r no cs 

invcrtiblc. 


a r. 

• • • a \J-\ 

a U 

"l.M *:’ 


• • • a ÌJ-\ 

a 2i 


0 

• • • 

a i - u 

a M.M * ’ ‘ 

0 

... o 

0 

a CM ’•• 

0 

0 

0 

tf M.M 

; 

l 


• 

0 

0 

0 

0 


Interpretación geométrica del determinante de 2 x 2 

Sca .-I = " h \. En la figura 2.1 se gralìcaron los puntos (o. c) > (b. d) en d plano xy y 



t' iuura 2.t Q est.i cn el segincnto ile lincn H< > tanibién cn 
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sc dibujaron los segmctllosdc rcclade (0.0) a cadn unc» de csios punlos. Sc suponc que 
estas dos rcctas no son colincalcs. Eslo es lo mismo quc suponer que ( h. J) no cs un 
múltíplo dc (o. c). 

Ll arca |>cncrada por A sc define como cl área dcl paralclogramocon ires vêrtiees 
en (0.0). la. c ) v (/>, </>. 


TEOREMA 3 
Demostración 


El árca gencrada por A - |dci /í|.t 

Se suponc quc uyc son difcrcntcs dc cero. La prucba para a - 0 o c = 0 sc dcja como 
ejercicio (vca el problema 15). 

El àrea del paralelogra mo " b ase x altura. La basc dcl paralelogramo en la figura 2.1 
tiene longitud O.-f = 'id í + c 3 . La aJtura dd paralelogramo cs 0Q. dc dondc cs d 
segmcnto perpcndicular a BC. De la figura se ve que las coordenadas de C, cl cuarto 
vcrtice del paraldogramo. son x *» û + h y y * e + J. Asi 

(c + d) - J c 


Pcndicntc de BC' = 

A.t 


(« + /»)-/» 

Entonces la ecuaciòn de la recta quc pasa por B y C cs 


y-d ç 
x-b à 


c , . bc 
■-x+d -— 


Hechono, pâgma2 

\ 


Pendicntc dc 0Q =* ---;—— 

pendientc de BC 

l,a ecuación dc la rccta que pasa por (0.0) y Q es 


u 

c 


(,V - 0) a 
(x - 0) ~ c 


a 

V--—X 

c 


Q cs la inlcrsccción de fìC y 0 Q, por lo quc satisface ambus ccuacioncs. En cl punto 
de intcrsección se tiene 


C ■ , bc a 

— x -H d - — ~X 


(;*;) 


a c 

. bc 

a 


u* + c 2 


oc 


-X m 


d 

bc - MÌ 


<7 


X = 


ac(bc - ad) 

c(bc - ad) 

ciad - Òc) _ <- dct a 

a(fd +* r*) 

cr +C 1 

rr + tr a : + c : 


Aqiii Jci J <k<viu el valor nbvululu del tleicrmmamc <lc 7 
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. a a c dct A _ a tlet A 

V — — X — — - ;—7 ; 7 

c c <r + tr cr +cr 

f~c det A a det A | 

Entonccs 0 ticne coordcnadas I ^ + ^ ^ + c 2 J 

y 

00 = distancia de (0.0) a Q - 

^l ítr + a 2 ) (dct AŶ _ J tfçiA)- 
~ ' (c- + ir) : a : + e* Va 2 + c 2 

Finalnientc. 

— — r-î- T IdcMl ... .. 

Árca del paralelogramo * 0A x 00 = 'V<r + c x ^ - idct v I 




<r (dct A ) 2 ar (dct AÝ 
(tìP + c 1 ) 2 + (íT + c 3 ) 1 


Sc podrâ dar una demostraciôn mucho mas sencilla de estc tcorcma cuando sc cstudic 
cl producio cruz dc dos vcctorcs cn la sección 3.4. 


PROBLEMAS 2.1 

Autoevaluación 

I. ^Cuál de los siguienlcs es el cofactor de 3 en 


fl 2 3) 
2 -2 1 
4 0 2 


a. 8 b - ‘ 8 

c. 3 «*• 6 

e. -10 . f- 0 

II. ^Cuál de las siguientes cs 0 para toda a y *>? 

*. I * -? 

\-a b 


a. 


a b 
I — i* a 


a a 
b —b 


III. Sî>* 


d. Los determinantes no se pucdcn estableeer porque no sc conoccn los valores dcayb. 

I. entonccs det .f =__• 

c. -12 d. 6 c.-6 


u. 


'l -t 5 6' 

0 3 2 4 

0 0 -2 15 

0 0 0 I 

17 
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En los> prohlcmu!» 1 ai 10 catculc cl dctcmiinante, 



1 

(1 3 


-1 

1 

H 

1. 

0 

1 4 


1 

6« 

2 

1 

4 


2 

1 1) 


1 

5 

6 


-1 

0 

6 



3 

1 

4. 

0 

■V 

4 

5. 

4 

6 

5 


1 

2 

-3 


(1 

2 

1 


7. 


|2 0 í I 
0 14 2 
0 0 15 
|l 2 3 0 


10 . 


2 ' -I 4 5 
0 1 7 8 2 

00 4-1 5 

00 0-28 
0 0 0 0 6 


-3 0 0 0 

-4 7 0 0 

5 8-10 
2 3 0 (, 


3. 


6 . 


3 -I 4 
6 3 5 

2 -I 6 

5 -2 1 

6 0 3 
-2 I 4 

-2 0 0 7 

12 14 

3 U -I 5 

4 2 3 0 


II. Demueslre que si I y li son matriccs diagonnlcs dc n * n. enlimccs det. IH dcl 4 det H 
‘12. Demucstrc quc si .1 y H son matriccs triongularcs ìnfcriores. enlonces 1/í dct -I det H 

13. Dcmuestrc quc. cn gencral. no se cumplc quc dett t /í» - dcl I - dct H 

14. Muestrc que sl I cs triangular. cntonccs dct A * 0 si y sólo si todos los clcmcntos en lu 
diagonal de .1 son difcrcnlcs dc ccro 

15. Prucbcdtcorema3cuando.-I lienecoordcnadas(0,cl o («.0». 

“16. Mte sobrc la inlerprctaciùn gcométrica dcl determinante: Sean u > u dos 2*scc 
toresyscanv, = lu,yv. !u. Dcmuestrcque(árcaccneradap.u\ w.i-|áreageneruda 
por u, y u.i det l| 


Respuestds a la autoevaluación 

l< a II. b III. c IV. b, c 
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MANEJO DE CALCULADORA 

laiito la TI-S5 como la C'ASIO fx-7700 GB calculan dctcrminaittcs dc inancra scncilla 

TI-85 

Hrimcro. intmdu/ca la inatri/ \ sc lc da un nombrc. digainos .-(. Dcspucs oprima 


2nd MATRX F3 <MATH> 

CASIO fx-7700 GB 


0 


<dct> Al.PHA A ENTER 


Una vcz introducida y dcsplcgada/l, oprima la tccla F3 y apareccrà |/I = dct A. 

En los problcmas 17 al 20 usc una calculadora para encontrar cl dctcnninantc dc cada maln/ 


1 -1 

2 

3 5 

\ 


6 10 

-(> 

4 3 



7 -1 

2 - 

-12 6 



9 4 

13 

8 15 



8 11 

-9 

-8 6 

■ 


-238 

-159 

146 

382 

-189' 

-314 

248 

-556 

700 

682 

462 

96 

-33! 

516 

-322 

511 

856 

619 

384 

906 

603 

-431 

-236 

692 

-857 


1 -1 4 

2 16 

37 -6 0 

14 4 6 


4 6 

6 4 

0 

6 -II 


(162 0.37 0 42 0.56 0.33' 

0.29 0.46 0 33 0.48 0.97 

0.81 0.37 0.91 (133 0 77 
0.35 0.62 0.73 0 98 0.18 

0.2O 0.08 0.4(. 0 71 0.29 


MATLAB 2.1 


htfarmaciiin tle MATLAB F.l comnndo det(A) encuentra cl dctcrminanlc dc I Como antcs. sc 
puede usar MATLAB para gcncrar matriccs alcatorias dc /i » n. Por ejemplo, 

A = 2-nindtn) -I (con elementos entrc -I y I > 

\ - 2«rand(n)-l - i*(2«rand(n)-l) (con clcmenlos reales e imaginarios cntrc -1 y 1) 

A = round(IO*(2*rand(n)-l)) (con clcmcntos cntcros entre -10 y 10» 

I. En este problemn debera investigar la relación entre dct(.4)y la invcrtihilidad de I. 

a. Paracada matríz, dctcrmine si .1 eso no invertibletusando rref) y cncnntrando dcu.-l t 
( ,Dc qué mancra pucdc usar det( \) para determinar si. I cs o no invertible? 


h * » , 1:;;1 

i. -9 9 7 li. 

4 — 2—9 / _ / - 

\ 1 1-1.0 4 I 4 
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19 

l, ì 

iii. 5 

1 

S 

9 

V 

9 

V 
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X 

-3 

5 

-g 

5 1 

r i 

2 

-3 

4 

< 

5 

3 

S 

3 

0 


_2 

-5 

S 

-X 

-i) 

_5 

5 

0 

X 

—5 

V. 

1 


. 2 


g 

-g 

10 

1 

-s 

-5 


1 

1 

0 

h 

12 

. 5 

-3 


-1 

-3 



4 


X 

II 


b. Los inclsos. il j iii quc siuucn pruehnn su conclusiòn del incjso ai con varias mairices 
ticalorhis ihlíja por lo menos cuatro inatríccs cn îl tle disiintos tantaflos > ,il mcnos 
cuatro matnccscn lil, Incluvaul mcnos una inairizcon elctncntoscomplejos para c.ul.i 
inciso.) 

i. Sca I una matriz aleatorta dc n * n. Fncucntrc det t ll, L'sc los conocimicntos 
.intcriorcs para dctcrminar si | cs o no invcrtihle. (i l)e quc manera apova su 
conclusión csta cvtdcncia? 

»L Sca li una matriz alcatoria dc n ■ //. pcro para âlguna / arhitraria. sca Rc. j) icual 
a una cvinbinación littcal de algnnas columnas de H tde sti elccciônPor cjemplo. 
B(:J| R(:,l | + 2»H(:,2) Determme si li cs o no invcnihle > encucntrc dct I H) 

,.Dc quc mancra apoya su conclu&ion csta cvidcncia.’ 

2. I’.ira seis matnccs alcatorias I con elemcntos rcalcs (para valorcs dtferemc.s dc /i i. compare 
ilet(A) con <Jet( l') dondc I dcnota len MATLAB) la Ininspucsta de l Incltiva por |o 
mcnos dos matriccs no ìnvertihles (vca la descripción cn el problcma I b) ii) de MATLAB 
cn csta sección) ,.<?ué le dicc su cnntparación? ffepit.i para matrices con elcmcntos 
complcjos. 

J. Cienercscis parcs dematriccsalcatnrias,,Iy fí.dcnn /((tiscdifcrcntes valorcsdc/ii l’ara 
cadapar.SeaC .4 +Al'omparcdcl(( iv dcit-ll-deltrtl Obtcngnunaconclu.sinn s<ihre 
la alirmación 


dett.f - fít = det(.l) * deti//> 


a. i sandolosparcsdcmatricesi I> /<)dados.l'onnulcunaconcliisionrcspLttoadeM V-Ri 
cn tcrminos de los dctcrminantes dc -1 v /í 




'2 7 5 




f . 

4 

sj 

i. 

1 - 

0 9 8 



n- 

-i 

_2 

1 



7 4 0 

V > 




V 1 

6 




'2 7 5' 




I 

V 

S 

IL 

.4 - 

0 9 8 



u - 

1 

-1 

4 



7 1 0 

V / 




2 

4 

11 

y 



1 2 

< 



i 

4 

2 

iii. 

/1 = 

1 -1 

4 


n - 

-i 


1 



,2 4 II 



' 

6 




10 h 

4 

1 


i 

9 4 

5 

Iv. 

.1 = 

1 1 

0 

0 

d - 

9 

1 3 

3 



2 7 

-5 

9 


4 

2 1 

5 



3 6 

-1 

4 

v 


1 

1 X 

« 


b. Pruebe tambien su conclusiòtt gcncrando matrìces alcaiorias de n ■ n (Gcncrc al nienos 
scis pares con diferentcs valorcs dc n. Incluya un par en cl quc una dc las mntriccs sca 
i’** [ijvcnthle ti'Juv.i u'.itriL-; . cicmcntos complejos. i 
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5. a. Para las siguicntes matriccs. formulc una conclusiòn rcspecto a tlcl( \t y ilctiim t \)> 




2 

l 2} 

f-1 1 2' 

P H. 2 - 

UL 


0 t 

iv. 1 -2 1 

l' -J 1' -v 


1 

V “ 

1 •» 

[-2 2 0J 


b. prucbe su conclasión con varias tal mcnos scis) matriccs alcalorias invertiblcs <lc « * « 
para difcrcntes valorcs dc n. Incluya matriccs con dcmentos complejos. 

c. (lapi: t papel) Pruebc su conclusión usando In dcfinición dc la invcrsa tes dccir. 
considerc I -I' 1 ) > la propicdad dcscubicrtu cn cl problema I dc MATI.AB de csta 
sccción. 


6. Sen A = 2*nincl(6)-l. 

a. F.lija i. I y c y sca B la matriz obtcnida al realizar la opcraciòn con rcngloncs H. - - '< 
ò R sòbre í. Comparc dctl.l) y dctl /?). Repita para al mcnos otros cuatro valores de /. 
, v c. Qucpuedcconcluirsobrclarelaciòncntrecldetemiinantcdc I y cldelerminantc 
d’e la matriz obtcnida a partir dc I rcalizando el tipo de operacion con rciiçloncs dada? 

b Siça las instrucciones del inciso n) pero para la opcración con rcngloncs R -* -R, 

c. Siga las instruccioncs del inciso a) pnrn la opcraciòn con rcnglones quc mtcrcambia R 

d. I’ara cadaoperación coii renglonesrcali/adaen a).b)y cl cncucntre la matrizclcmental 
F tal quc FA es la matriz obtcnida al reajizar la operaciòn sobrc los rengloncs de I 
Encuentre detif I. Expliquc los rcsultados obtcnidos en los incisos a). b) y c) usando 
su obscrvación sobrc det(F) y su conclusión dd problcma 4 dc MATLAB cn esta 
sección. 


7. Se sabc que si A cs una matriz triangular supenor. entonccs deti 1 1 cs cl producto de los 
elcmentos cn la diagonal. Considcrc la siguicntc matriz M. dondc I. fí y D son matnccs 
aleatorias de n * h y 0 reprcsenta a la matriz. quc consistesôlo de ceros 


''-(■J "j 


■ Pucdc obtencr una relación entrc del( A/) y los detcrminantes dc .!./*> / 1 
1 a. imroduzcantatriccsaleatoriasdc;«« «. A. H y D. SeaC = zcros(n). A parttrdc amatn/ 
bloquc M = |A B:C D| Prucbe su conclusión. (Si todavia no ba formulado una 
conclusión. encucntrc los detcrminantcs dc i. B\ D\ busque patrones.) Hcpita para 

otros ». 4, B y D. 
b. Rcpita el proccso anterior para 

(A fí C* 

V/- o D E 

[0 (I F 

donde . 1 . B. C, D. F. y / son matrices alcatorias de n » n y 0 reprcscnta a la matnz dc n * n 
cuvos clementos son lodos cero (cs dccir zcros(n)). 

8 (Esre problema tna cl an hivo con exiensión m. ornr m) V na aplicación geomctncadc los 
determinantes de 2 • 2 sc rcfiere a la oricntaciòn s. » viaja por las anslas dc un 
paralclogramo. sc va cn cl sentido (orientación) de las manec.llas del reloj o en scntido 
contnirio. La multiplicaciòn por una matriz de 2 x 2 puedc afectar la oricntacion. 

Dados dos * ectorcs uvv. suponga que sc traza cl paralelogramo formado al comenzar 
en (0 0). recorrer hasta el f.nal dc u. dcspucs hasta el final dc u - v. luego l.asta el tmal 
dc v v después de rcureso a (0.0); se hace esto mismo para el paralelogramo tormado por 
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</ uóndo se invertirá la oricntación (en cl sentido dc las tnanecillaso cn scnlido contrano: 
dcl paralelogramo fbrmado por -tu v Iv rcspecto a la oricntaclón dcl pnr.ilclograxno 
formado por u y v? 

MAi LAB conticne un arcbivo llamado orni m quc sc pucdc usar par.i invcstigar csta 
preguuta. Dc liclp urnt para obtencr una dcscripción dc lo que hacc cste arehivo. 

Fn cadauno de los siguicntes problcmas. introduzca u, v y I. (Aqui u y v son vcctores 
dc 2 m I y .1 cs una matri/ dc 2 • ?..) F.ncucntre dct \ Dc orntiu. v. \) Aparcccràn, en 
una pantalla dc çrnficas. los paralelogramos formados por u > v y por i'u \ |\ con la 
oricntnción dcscrita en la pantalla. ( '.Cambió o no la orientociòn? |f)prima cualquier tccla 
para rcgrcsar a la pantalla de cornandos dcspucs de ver la grátlca. Si desca rcgrcsar a la 
pantalla dc gratìcas dc cl comando shç quc cs "show graph" t mucstra gráfica) abrcvindo.] 
Después dc rcsolver el siguicntc problema formule una conclusiòn respecto a cdmo sc 
puede usar det( Vi para dctcmiinar si cambiará o no la orientaciòn Prucbc su cimduMÙn 
con mas cjcmplos (cambic.1 vo u \ v). 

Para cada I utiliee u » |i;«| y \ = |(ì:1 1 y dcspués u = |-2:I|y v ~ |1:3| 



c, Prucbc su conclusíòn para otrns t lntcmc tanibicn con u y v diferentcs 


Ncdi; Importame. (. uando ternnnc cnn cstc problcma. asegùrese dc dar cl comando rlg para 
eltminur la pantalla dc grdficas antcs dc corncn/or otro problema Sj csta usando M.M LAB 4 0 
dé clf 


2.2 PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES 

Hxistcn algtmos problcmas en matcmaticas quc. cn leoría. son scncillos pero cn la 
prnctica son imposiblcs. Piense por ejemplo en cl dctcnninantc dc una matrì/de 50 ■ 50. 
Sc puedc culcular cxpandicndo por cofactorcs. Hsto implica 51) determinantcs dc 4<) • 
4‘) que implican 50 49 dctcrminantes dc 48 • 48 quc tmpliean... quc implican 50 4‘) 
48 47 , • 3 dctcrminantcs de 2 x 2. Ahora Wen, 50 49 ... 3 = 50!/2*1.5x 

10' 4 determinantcs de 2 > 2. Suponga qtte sc cucnta con una computadora quc pucde 
calcular I millon = 10'’ deterntinantes de 2 * 2 por segurido. Fntonces tomaria alrcdc- 
dor dc 1,5 x 1 0 <n scgundos = 4.8 * 10'" aftos tcrminar cl cálculo. (F.l universo licnc 
alrcdcdor dc 15 mil millones dc aftos _ 1.5 x I0 |V axìos según la versión leórica m^. 
rcciente). E : .s obvio quc. si bien el cálculo de un determinantc de 50 • 50 siguiendo la 
dcllniciôn es teoricamcnte dirccto. en la práctica es imposiblc. 

Por otro lado. una matriz dc 50 • 50 no cs tan raru. Piensc cn 50 tiendas en las que 
st’ ofrecen 50 productos difercntcs. Dc hecho, las matrices de n ■ n con n - 100 surgen 
con frecuencia cn la pructica. Por fortuna. cxistcn al menos dos mancras de rcducir 
significativamente la canndad de trabajo necesaria para calcular un dctcrmínonte 
tl primer resultado quc sc necesila es quizá cl tcorcma más iniportante sobre 
detemiinantcs. F.ste teorema cstablece que el detcrminantc de un producto cs icual aJ 
" 1 ,1 '' 1 n;;nte ... 
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TEOREMA 1 Sean Ay B dos matrìces de n ■* n. Entonces 

■ ■ 1 ■ mn;'i / " l ;íí,i|ï|Ì 



det AB - det A dct B 


Es decir: el deierrmnante del producto es el pnxiucto dc lm detcrmimmtes. 


( 8 ) 


Obsenaciôn. Note que el producto de la izquicrda es un producto dc matriccs 


mientras que el de la derccha cs de escalares. 


'v' 


Demostración La prueba. usando malrices elementalcs, cstú dada en la sección 2.3. En el probleina 

38 se pide que verifique este resultado para el caso de 2 x 2. ♦ 

v H N 


EJEMPLO 1 llustraciôn del hccho de quc det AB = dct A dct B Veriliquc el teorcma 1 para 


1 -1 2' 


\ -2 3' 

3 1 4 

y B = 

0-1 4 

k 0 -2 5 


c 0 " 2 J 


Soluciòn det I - 16 y det B - -8. Se puede calcular 



'l -1 2' 

(ì -2 3) 


5 -1 -5 

AB = 

3 1 4 

1° “ 2 V 

0 -1 4 

l” 0 - 2 J 

a 

11-7 5 

2 -»«J 


V det AB = -128 - < 16)( -8) - dct .-1 det B. 


ADVERTENCIA 


El determinante de la suma no siempre es igual a la suma de los determinantes 
Esto es, para la mayoria de los pares de matrices. .-I y B. 

det (A + B) * det J + det Lì 


Por ejemplo. Sean A - ^ \ y B- . 


2 


Entonces A * B- 


R 




det 4 = -2, det B = 6, y 
det (.4 ‘ B) = 22 *■ det -I + det B =-2 + 6 = 4 


❖ 


Ahorasea A = Lí/unafactorización LU deunamairi/de n * u(vealapágina 142). 
Entonces. por el teorema I. 

det A = det LU= det L det ( 

Pero L es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal. asi 
det /. - producto de los cleincntos en la diagonal I 
De manera similar. como L’ es triangular superior. 

http://harCOvali-blC!>C|SpOt.COFTV I ' ' " cn la diacoral 
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TEOREMA 2 


EJEMPLO 2 


Solución 


TEOREMA 3 



EJEMPLO 3 


F.ntonees se ticne el siguicnte teorema: 

Si una matrizcuadrada.'f ticne la factorízación LU. A *= Z.6'donde L tienc unos en la 
diagonal. entonces 

det A ® det U = producto de los elementos de la diagonal de U ♦ 


l'so dc la factorización LU para calcular cl dctcrminante dc una matriz dc 4 4 

r - - - .s 


Calcule det A, donde A = 


2 3 2 4 

4 10 -4 0 

-3 -2 -5 -2 
-2 4 4 -7 


Del ejcmplo 1.11.1 en la página 140. A = L U, dondc 

2 3 2 4^ 

(r= 0 4-8 -8 

0 0 3 9 

0 0 0 -49 

Por lo que det A = det U - (2)(4)(3M-49) = -1176. ♦ 


Si A no se puede reducir a la forma triangular sin haccr permutacioncs. por d teorema 
1.11.3 en la página 145. existe una matrtz permutaciôn /’ tal que 

PA = LU 

Fs sencillo probar que si P es trna malriz pennutación. entonces det P = tl (vca el 
problema 42). Entonces 

det PA = det LU 

det P det A = dct L det U = det U det L = I 

± dct A = dct U 
dct A — t det U 



Fso dc la factnri/ación PA - LU para calcular d dctcnninantc de una niatri/ dc 


3 • 3 Encuentre det A. donde A 
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Solución 


TEOREMA 4 
Demostración 


EJEMPLO4 


F.n el eiempio l.l 1.3 en la pagina 141 se encontròquc PA = Li . tlonde 



'0 

íl 

lì 


1 

-2 5} 

p= 

1 

0 

0 

y U = 

0 

2 3 i 


0 

\ 

1 

0 

) 


t , 0 

0 -3j 


Aliora bien. tlet P = I y det U = (1 >(2>(—3). de manera quc det A = -p = -6. 


Se establecerà un importante tcorctna sobre dctcnninantes. 


det A' = det A 

Suponga que A = LU. Entonces A' - ( LU)' = U'L' por cl teorema 1.9.1 ii) en la página 
122. Se calcula 

det A “ dct L dct U- dcl U 

det A' = det U' det L' = dct U' = det U = det A j de t L - 11 

E1 ùltimo paso sc basa en que la transpuesta de una matriz tríangular supcrior es 
tríangular inferior y viceversa. y en que obtener la transpucsta no cambia las compo- 
ncntes de la diagonal de una matriz. 

Si A no se puede escribir como LU, entonccs cxiste una matriz permutación P tal 
quc PA = LU. Por lo que sc acaba de probar, 

det PA = det {PA)' = det (A'F) 

y por el tcorema 1 . 

dct P det A = det PA = det ( AT ) = dct A' det / w 

No cs diflcil probar (vea el problema 43) que si P es una matri/. permutación. entonccs 
dct P = det F. Corno det P - det P* = ± I. se concluyc que det A - det A'. ♦ 


llna mutriz y su transpucsta ticncn cl mismu determinantc 



1 -1 2 

r 1 3 

0' 

Sea.-I = 

3 14. Entonccs .4' = 

-1 1 



0 -2 5j 

2 4 

\ 

5 


es fácil verificar quc 1.1| = .-t' = 16. 

♦ 


Ohservación. Como los rengloncs de una inatri/ son lus coluntnas de su transpue^ta. 
se dedtice quc todo lo quc sc pucda decir sobre los rengloncs de los detenninantes es 
cieno también para siis columnas. I.as siguicntes propicdades sobrc detemrinantes 
comprcnden una scgunda manera de simpliftcar los cálculos de los determinantes. Los 
rcsuitados se prueban para los renglones. Por lo quc se acaba de decir. los teoremas sc 


eumplcn tar 


spot.com 
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l’rimcro se describcn cstas propicdodes csiableciendo un tetrrema del quc se 
deducen muchos resultados importantes. I a demostración de este teorema es dificit s 
se posponc a la sigutente sccción. 


TEOREMA 5 Tcorcma bâsico Sca 



para l *» I, 2, ..., n, E$ decir. sc pucde calcular dct A cxpandicndo por cofactorcs 
cn cualquicr rcuglón dc.4, Másaún. 



expandicndo por cofactorcs cn cuulquicr columna dc A. ♦ 


EJEMPLO 5 


Obtcitción dcl detcrminuntc cvpandicndo cn cl scgundo rcnglôn o lu tcrccrn co- 

f 3 5 ~ì 

lumna Hn el cjcmplo 2.1.1 en la pâginn 173 se vio que para A 4 2 .< . det .4 - 

[-1 2 4j 

6 l >. Expandiendo en el segundo renglòn. se obttene 


dct l = ♦ 2l ;j ♦ 3.4 ;1 

= 4{-l) J *' * J -2(-*)--* J “ +3(-l) : * î 

4(16) • 2t 14 > - 1(11)--69 
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Propiedad 1 
Demostración 


EJEMPLO 6 


Propiedad 2 


Demostración 


De igual maner3. si se expande en !a tercera columna. se obtiene 
det.l = + 


= 2(-l» UJ 


4 2 


+ 3(-D î *’ 


|-l 2 

-2(I0| - 3(ll) + 4(-l4)= 69 


3 5 
-I 2 


4(-l) 


ut 13 5: 

4 2; 


E1 lector debe verificar quc se obtiene el mismo resultado con la expansión por 
cofactores en el tercer renglón o la primen» o segunda eolumna. ♦ 


Ahora se dan y se derauestran algunas propiedades adicionales dc los determinantes. 
En cada caso se supone que I es una inatriz de n x n. Se verá que estas propiedades se 
pucden usar para reducir mucho el trabajo necesario para evaluar un determinante. 


Si cualquier renglón o columna de A es un vector ccro. cntonces dct A = 0. 

Suponga que cl renglón 1 de A contiene sólo ceros. Esto es, = 0 para./ =1.2 . 

n. Entonccs, det .4 = a fí A tì + UqAq .+ ••• + «0 + 0 + 1 *- + 0»0. La misma 

prucba funciona si la columna j es el vector cero. ♦ 


Si A tiene un rcngtón o una coluntna de ceros. entonccs det A = 0 


car que 


2 3 5 


-13 0 1 

0 0 0 

1 -2 4 

= 0 V 
* 

4 2 0 5 
-1 6 0 4 

2 10 1 


ev fácil vcriíi- 


♦ 


Si el renglón ì o la columna j de A se multiplica por un escalar e. entonces det A se 
multiplica por c. Es decir, si se denota por B csta nueva matriz, cntonccs 


a u 

«12 

■ 

•• «t» 

«It «13 

•* «lc 


U 2I 

«23 

• 


«31 «32 

• • • a t 

II 


|«= : 

r 



= e 

11 1 ,l^j •' i' * 

= c |. 

A\ (3) 

ca tt 

* 

ca n 



«n «12 

« • 

•■• «» 

1 11 |,. ♦ 



a m 

• 

1 1 a n 

««1 «i»2 

••• «»1 



Para probar (3) se cxpande en el renglón i dc A para obtencr 
dct B « ca tì A lt + ca a A n + - • • + oa„A u , 

= c(u it A, x +a a A n + • • • + £Vt*)*»e det A 
En cl caso de las columnas se pucde hacer una prueba similar. 
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EJEMPLO 7 


Ilustración de la propicdad 2 


Sea I 


1 

(i 

v 


-1 2 ' 
1 4 


Entonces dct A 


16. Si se 


multiplica el segundo renglón por 4. se tiene B 


[' A 

12 -1 16 > (k't I! - 64 = 4 dcl 


Si se inultipliea la tercera columna por -3. se obtiene C 


= -3 det.-l. 


I -1 -6' 

3 I -12 > dcl C =-48 

0 -2 -15i 

\ / 


Ohservacìòn. 1 Tsando la prnpiedad 2 -e pucdc probar (vea el problcma 28) cl intere 
sante hecho de que pura cualquier escalar a y cualquier matri/ A dc n • n, dct a.l - 
a" det .1. 


Propiedad 3 


Demostración 



liiìllllillllllllltllllllllMllttlffllillllllï 



Sea 



n i|| ,n i|i' ilji lil l|i l'il | j jll |i'|!| 


f 


\ 


"u ■■ a \j "■ w i« 


“n u ij ••• «i/ ••• °i» 


W JI “J2 • ' a ìj ‘ • • a '.n 

. B = 

°ïl • • • «V - • "2« 

• • • 


I 1 '* « ' ' ' ' 1 • 


• * ' : 


t a »l a ni a n/ ' ’ * a nn 


a »2 ;; r - iv' a m, 


y C' 


°n a u 
«21 a u 


a u + °ir " 


a t« 

a u 


Entonces 


+ a nj * J ’ u nn 



det C=c 

let .4 - 

- det B 


(4) 


En otrus palabras, suponga que A.ByC son idcnticasexcepto por lacolumna jy quc 
lu colutnna j de Ç es la suma dc las /-csimas columrtas dc A y B. Entonces. det C = det 
,1 + det tì. La niismu afirmaciòn es cierta para renglones. 

Se expande det C respecto a la columna / para obtcner 1 

det C» (oy+a,^ + (o y + + ’ + <«,„ + o 

+ (a, r -l|, + + ■’• + cvV - dct<4l + dct B ♦ 
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EJEMPLO 8 


Propiedad 4 
Demostración 



íl -1 2Ì 


1 -6 2) 

llustración de la propiedad 3 Sea A - 

3 1 4 

.0 -2 5 

. B = 

3. 2 4 
,0 4 5J 


’l 

- 1-6 

2 \ 

f \ 

_7 


3 

1 +2 

A = 

3 

3 

4 

0 

-2 + 4 

5 J 

0 

•*> 

5 


Entonces dct.-i = l<>. dct B — 1 <18 y dct ( = 


124 


det A + 


det H. 


EI intcrcatnbio de cuaiesquiera dos renglones (o columnas)distintosdc.4 ticneel efecto 
de multiplicar deM por-1. 

Sc prueha la alïrmación para los renglones y se supone primero que se intercambian 
dos rcnglones adyacentes. Esto es, se supone que se intercambian los renglones / y el 
(/+ 1). Sea 


f_ ^ \ f. .. \ 


°n 

a \i 



a u 

°12 

• ■ • a ìn 


°i\ 


••• a u 


°2t 

a vt 

••• °ln 


A= 

a a 

•*• a m 

yB- 

= fl /*t,l 


» 

••• "ulj, 






0,1 

tí /2 

■■■ a m 



a n2 



""1 

a »2 

« ♦ • 


Después. expandiendo det A rcspecto al renglôn / y B respeclo al renglón (/+1) se 
obticne 



det/l =o ( ,-4 

,i + a a A 

0 + ‘ 

1 + a m A n, 

(5) 


det B~a tì B^ tA +o a B„ u + • • ‘ + a„B, tì n 

Aqui A fj = (-1 ]My\, donde Xf,j se obtiene eliminando el renglón / y la cotumna A. 

Observe ahora que si se elimina el rcnglón (i + 1) y la columna / dc B se obtiene el 
mismo Aíy. Entonces 

* -(-!)'*'lAfy - ~A„ 

de manera que. de ta ecuación (5). det B = -dct A. 

Ahora suponga quc i < j y que dchen intercambiarse los renglones i y j. Esto se 
puede liacer intercambiando renglones varias veces. Sc liarán / - i inlercambios para 
mover el renglón j al renglòn i. Enionces el renglón i estará en el renglón (i + 1) pasarú 
porotros j-i- I intercambios para moverel renglón /a! rcnglón j. Para ilustrar esto. 
se intercambian ios renglones 2 y 6:t 
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EJEMPLO 9 


Propiedad 5 
Demostración 


EJEMPLO 10 


Ujmt ij|itiij|ii| 

i t 


1 

t 

i 

t 

liiìlHlllll'llllHlllllllllHIIHìllll 


2 2 

J 3 

2 2 

6 

6 

6 

6 

1111 iiiiim ■ 

11 11 

3 6 

2 

3 

3 

3 



4 4 

• 6 3 

3 

î 

T 

t 

t 

4 



5 6 

4 4 

4 

4 

2 

5 


6 5 

5 3 

5 

3 

5 

2 



7 7 

s_ 

7 7 

7 

7 7 

7 

iiiiiiiiin 


S-2*4int*»mb«ip«rB 8-2«4 intetcairfcgipor a 

mover a< 6 a t* pofcûòn 2 pon*rei2a t» posrcon r. 


Por último. c! número total dc intercambios dc rengloncs adyacctitcs cs (J - i) + (/- / 
- \)«2j~2i- 1. quc es impar. Entoaces, det .-I se mulriplica por -I un níimero ímpar 
de veccs. quc cs lo quc sc queria demostrar. ♦ 


Ilustración dc la propicdad 4 


Sca.4 = 


1 

0 


1 I . Al intercambiar los renglones I 

2 5 j 


0 -2 5' 

y J sc obtiene B = 5 I 4 Al intcrcambiur las columnas I y 2 de 4 se nbtienc C 


-I 1 2 j 

I 3 4. F.ntonces. Itactcndo lo> câlculos directos. se encuentraquc Jet A - lo v 
1-2 0 5 J 


Jet B - det C - -16. 


Si A tïenc dos rcnglones o columnas iguales. entonces det A = 0. 

Suponga que los renglones / y j de .4 son iguales. AI intercambiar estas renglones sc 
obtiene una matriz B que tienc la propiedad dc que det B - -dct A (dc la propiedad 4). 
Pero como renglón i = renglón/. al intcrcambiarlos se obtienc ia misma matriz. Asi. A 
= B y det A ~ det B = • dct A. Por lo tanto. 2 det A = 0, lo que puede ocurrir sólo si det 
A = 0 . ♦ 


llustración de la propiedad 5 Mediante el cálculo directo. se puede vcritìcar quc 


{I -1 2Ì 


para.4 = 


[dos rengloncs igualcs] y B 


S 7 3 

l 1 2 J 

dct I = det B - u. 
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196 Capltuio 2 Detcrminantes 


Propiedad 6 Si un renglón (columna) de A es un múltìplo escalar dc otro renglón (columna), 
entonccs det A = 0. 


Demostración Sca {a j{ , . ... a Jn ) = c(a a , Oq, ... 

• a Jrt) 

Entonces por 


a ll 

«u 

«1.. 


«31 

«22 

••• 

- * * 

det A - c 

«II 

«,2 

* 

••• 

renglón/ — ► 

«,1 

: J 



««1 

"«3 

•'• 


— 0 (de la pfoplcûM 5) 


EJEMPLO 11 llustniciôn dc la propiedad 6 


-2 veccs el primero. 


2 -3 ? 

I 7 2 

| -4 6 -10 


= 0 \a que cl tercer renglón es igual a 

♦ 


EJEMPLO 12 Otra ilustración dc la propiedad 6 


cs igual a tres vcces la segunda. 


2 4 

-l I 
t) -I 
7 3 


0 

n 

6 


12 

3 

-3 

9 


= 0 porque la cuarta columna 

♦ 


Propiedad 7 Si se suma un mûltiplo escalar de un renglón (columna) de A a otro renglón (columna) 
de A , entonces cl dcterminante no cambia. 

Demostración Sca B lamaírizobtcnida sumando c veces cl renglón i de A al renglón / de A. Entonces 



«n 

«12 ' " a,n 


«21 

«22 '•’ «2» 


4, 

♦ • 


4 

* 1 • 

det tí = 

«,l 

« 

«,2 ' • 1 «» 

» • 


■4 | J P | í | 

• * 


«,t + «»n 

«i2 + C «,2 ••* < t r . + CO m 

i. n . / / 1 _ _i 

««1 

■ i 

«*t2 • ' • “m 
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°ll °IJ 




"ït a ì3 

i|> •*! ' 

: : 


°i* 


fl i| "/2 •• 


'í" î ' f 

a «l a ,tï *■• «mij 


+ 

I 


ininiiiiiil' \HU['ti I IIIIUl' 

"n "lî •• "inl 


a ii ••* 

•' 1 ", }{ 

ii111 

••• 


u 


í ! f 

liìiillllllilllìllltilì 


vJ 













® det A + 0 ® det A <cl cero vienc de la propiedad 6> 


EJEMPLO 13 


llustración de la prnpicdad 7 


multìplica cl tercer renglón pnr -I 
matriz D dada por 


Sea .1 - 


I -I 2' 
3 I 4 
0 -2 5 


Entonces dcl A = Ift Si sc 


> sc suina al segundo renglón. se obliene una nucva 



1 -1 

2 


fl 

-1 2] 

!ì- 

3-4(0» 1 +• 4(-2) 

4 -h 5(4) 

= 

3 

-7 24 


l 0 

5 

4 


0 

-2 5 


y del B = l6 = det.J. 


I as propicdadcs que se acaban dc prcscntarhaccn mucho mas scncilla lucvaluación 
dc detcmiinanicsdc alto orden. Simplementc se "reduce por rcngloncs"cl dctcrminante. 
usando la prupicdad 7. hasta quc tenga una lomia cn la que sc pueda evaluar fácilmente. 
I.a meta mns coittûn scrá usar la propíedad 7 de manera repetida hasta qnc 1 1 el nucvo 
determinante lcnga un renglôn (columna) dc ceros o un renglon (colunma) que sea 
mùlliplo de otro —en cuyo c;lso el determinante es ccro— o 2) la nuevu matri/ sea 
triangular. con lo que su délerminanlc es el producto de sus elementos en la diagonal. 


EJEMPLO 14 I tilicc las propicdadcs tlc los (lclcrminantcs para calcular un dctcrminantc dc 

4x4 Calculc 

3 5 2i 
I 3 4 

1 q 6 

2 4 8 


I 



3 
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198 Capltulo 2 DeterTnmantes 


Solución 


(Vca el ejemplo 2.1 7. pâgina 177.) 

Hav ya un cero en la primera columna. por lo que lo más sencillo cs reducir otros 
clemcntos dc la primera columna a cero. Se puede continuar la reducc.ón buscando una 
matriz triangular. 


Se mulliplica el pritner renglôn por -2 y sc suma al 
tercer rcnglón: sc multiplica el primer renglón por -3 
y se sunta al cuarto. 


W) - 


l 3 
0 -I 
0 -5 
0 -7 


5 2 
3 4 
-I 2 
-II 2 


Sc multiplica cl segundo renglón por -5 y y se 
>uma al tercer \ cuarto rcnglones. respectivamentc 


11 3 5 2 ! 

0-1 3 4 

(l 0 -16 18 

0 0 -32 -261 


Sc factoriza -16 del tercer renglón (usando la propie* 
dad 2). 


- -16 


I 3 
|0 -I 
0 0 
0 0 



Se nuilliplica el tcrcer rençlon por 32 \ sc suma al 
cuarto. 


= - 161 


I 

0 

0 


<1 



0 I i 
o o io 


Ahora se ti«teuna matriz triangularsupcriory ,.4|- -16(1 M-l)( l M 10) . 16« HM 

160. 


1-41 = 




EJEMPLO 15 l so ilc las propicdadcs para calcular un detcrminantc dc 4 4 ( alculc 

(-2 1 0 41 

3 -1 5 21 
-2 7 3 1 

| 3 -7 2 5 

Solución Cxistcn \ ar.as maneras dc procedcr en cste caso \ no es cvidentccuál scra la mas rapida 
para'liegar a la rcspuesta. Sin embargo. como ya hay un ccm en el pnmer rcnglon. se 
romicnza la reducción cn cse rcnglôn. 


Se multiplica la segunda columna por 2 \ por -4 y se 
suma a la primcni \ cuarta columnas, respectivamente. 


W|* 


0 1 0 o 

1-15 6 

12 7 3 -27 

-II -7 2 33 
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Sl- intcrcambian las primeras dos columnas. 


Se multipíica la segunda columna por -5 y por -6 y se 
sunta a la tercera y cuarta coiumnas. rcspcctivamcnte. 


I 0 0 0 

-I 15 6 

7 12 3 -27 

-7 -II 2 33 

10 0 0 
-110 0 
7 12-57 -9Q 

-7 -II 57 W 


Comolacuartacolumnaesahoraunmúlttplodelatercera(columna4- . columna 
3 |. se vc que \A\ - 0. 


EJEMPLO 16 Csu dc las propicdadcs para caicular un dctcrminantc dc 5 • 5 Calcule 


t-li 


1-2 3-5 7 

2 0-1 -5 6 

473-94 

3 1-2-2 3 


-5-1 3 7 -9| 

Solución Sumando primero d rcnglón 2 y despucs el renglón 4 al renglón 5. se obtiene 


4|- 


1-2 3-57 

2 0 -I -5 6 

4 7 3-94 

3 1-2-2 3 
0 0 0 0 0 


(de l* pfcoiesaa 11 


l.sie ejemplo ilusira el hecho dc que un ps>co de obscrvación antcs dc eoinenzar los 
cálculos puede simplifìcar las cosas considerablemente. ♦ 


Existe un heeho adicional sobre determinantes que resultará muy útil. 


TEOREVA 6 , , 

TtQREMA 6 Sca A una matnz de n x n. Lntonces 



liiltl' 'i: il'i'i ii r,ii „ ' " ■, i 'iiii'it iH,ri , 1 , ir , 1 ,• 

s a*j 


Nota. Dcl tcorema 5 la suma en la ecuación (6) es igual a det .4 si / = / 
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200 Cap>tulo 2 Determtnames 


Demostración Sea 


(•„ 

«11 •• 


Û 2I 

a ìl "• 


• 

« 

* 


tí.l Oíì * ' ' «ir 


mvu*i —► at , a<2 ••• 


Entonces, como dos renglones dc B son iguales, dct B = 0. Pcro B - ,4 cxccpto por d 
renglón /. Asi si sc cnlcula det B expandiendo cn cl renglon j de fí. se obticne la suma 
en (6) v et teorcma queda demostrado. Obscrvc que al haccr la expansion respccto al 
renglón j, este renglôn se elimina al calcular ios cofactorcs dc B. Asi, B, k - A jk para * 

= 1,2-- n. 


PROBLEMAS 2.2 

Autoevaluacíón 

1. ^Cuáles dc los siguicntcs detcrminantes son 0? 

12 3 12 7 

»12 4 b. 2 3 8 

16 4 -1-2-7 


2 I 3 
c. -2 l 3 
0 2 5 


I 0 0 
d. 0-10 
0 0 4 


II. j.C'uálcs dc los siguicnics determinantcs son 0? 
t 2 3 4| |l ' 

-1 2 -3 4 h o : 


13 0 1 
0 2 14 
3 10 2 


0 0 0 5 


12 2 1 
-15-2 0 

rx 4 2 

3 6 6 5 



2 

1 

-1 


2 

1 

1 

oû ;:j,ì 

d - 3 

0 

0 


0 

3 

2 

2 3 




2 4 cs„ 

; j 



2 5) 





c. -10 


Respuestas a la autoevaluación 
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En los problemas I al 20 evalúe cl dcienninante usando los mêtodos dc csta 



2 . 


4 I 
0 -3 


3. 


-I 0, 2 
3 I 4 
2 0 -6 



2 1 -1 


-3 2 4 


0 -2 3 

4. 

3 -2 0 

5. 

1-12 

6. 

1 2 -3 


5 1 6 


-14 0 


4 0 5 


-2 3 ft 
4 t 8 
-2 0 0 


8 . 


2 -I 3 

4 0 6 

5 -2 3 


I -I 2 4 

0-3 5 6 

14 0 3 

(I 5-6 7 


10 . 


2-3 14 

0-2 0 0 

3 7-12 

4 1-3 8 


II. 


1 I -I 0 

-3 4 6 0 

2 5-13 

4 0 3 0 


12 . 


3-121 
4 3 1-2 

-1 0 2 3 

6 2 5 2 


2 0 0 0 
0 0 3 0 

0-100 
0 0 0 4 


14. 


0 (l 0 0 

b 0 0 0 
0 0 0 c 

|n o d o 


15. 


12 0 0 
3 -2 0 n 
0 0 I -5 

0 0 7 2 


ú 

h 

0 

n 


2 

-1 

0 

4 

1 

C 

d 

0 

n 

17. 

3 

1 

-1 

1 

n 

0 

0 


3 

7 


; 

i 

a 

-h 





1 

0 

0 

c 

d 


O 

0 

4 

-1 

6 






3 

2 

1 

-1 

1 


1 

-1 

2 

0 

0 


a 

0 

0 

0 

0 

3 

1 

4 

0 

n 


0 

0 

h 

0 

0 

2 

-1 

5 

1! 

0 

19. 

0 

0 

0 

0 

c 

0 

n 

0 

2 

3 


0 

0 

0 

d 

0 

0 

n 

0 

-1 

I 


0 

e 

n 

0 

0 

2 

5 

-6 

8 

0 






0 

1 

-7 

6 

0 






n 

0 

n 

4 

0 






0 

2 

1 

5 

1 






4 

-1 

5 

3 

n 
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F.n los problcmas 21 al 27 calculc el dctcnninantc suponicndo quc 

(, n «i: a \y 
a Zì a zz a i> ^ 

(t,| 0)1 


Ojl a )Z 

21 . u : , <i :; u : , 

o„ o,j «n 


«31 0,j U,, 

22 . o,, u,j o,i 


«II 

«i: 

«13 

23. 2« ; , 

2«:: 

2«;l 


«i: 

«1, 

«ii 

2«„ 

«IJ 

25. 

2«n 

<1-. 

«„ 

2«„ 

«32 

2«., 

-3„ ; 

2<i r 

27. 

«n 



«:. 



-3«„ 

-3«,. 

-3« 

2«;, 

2«jj 

2 

5<»„ 

5« >: 

5« 

«n * 

«i: «U 

«„ 

«2! ” 

«:: 

«y 

«Jl ~ 

«i: «,: 

«„ 




28. Lsando la propicdada 2. dcntucstre quc si a es un cscalar y I es t.nn matriz de » * ». 

cntonccs dct o.-l udct-l. 

*2‘). Dcmucstre quc 


I + x, + Jt- 


•30. I ’na matriz es antisimétrica si A' = -.-I. Si cs una matri/ antisimctrica dc o * ». dcmuesta- 
quc dct (-ir dct.l. 

31. L sando el rcsultado dcl problema 30. demuestrc quc si I e 3 una mairi/. antisimetnca dc 
n ■ « v » cs impar. entonccs dct .10. 

32. Una matriz ,1 sc llama ortogon.l si A cs invcrtihle y . I 1 ■ I ■ Dcmucstrc que si I cs 

ortogonal. cntonccs det I ~ i I • 

**33. Sca A cl triánçulo cn cl plano con vcrticcs en t.t,.y,). 1%.»*) > Dcmucstre que el 

úrea dcl triángulo cstá dada por 

( I .v, 

Area de A ± — ' - v : 

‘ I *, y, 

,,Bajo qué circunstancias serâ iguat a cero este dcterminantc ' 

**34. 'íres rcctas. que no son pardelas por parcs, dctermman un triángulo cn cl plano. Suponça 
quc las rcctas están dadas por 

t / u v • <1,3.1 * «,, = 0 

„ :t v - rz l: y * «,<i 0 

<i,pr * «,;>•+ «n ’ 0 
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Dcmuestre quc cl nrca dctcmiimida por las rcctn 1 . cs 

.. '*ll *l! 

-— - A- d., 

'ii -’jj '•»( 

35. Eldelvrminantede Vnntlcrmondc+de 3 - ìcstadadopoi 

I I I 

/>, a, a : u- f 

• • * 

<r. .r; 

Dcmncstre quc />, t». - ./,>(«,-«,)(<», u,| 

I I I I ll 


36. D, 



•*l 



«i 

•»; 

«{ 



es el dctcrmirauite dc Sandennondc de 4 y 4 


uî <r. <ij «rj 

«rj nj a{ ti\ 

Dcmucstre quc L\ («. u,)(« - u,)(iì, -«/, M a, </ ; Mu, - </,)(<;, - </,). 

**37. a. Dctln.i cl determinantc de X'andermondc dc u . n, D„, 

>». j 

I îcinuestrequc D„ PJ (<;, - «,). donde [ ] rcprcscma la paiabrn "ptoducro". Obscn t 

r*i 

Ì>4 

quc cl producto en cl problcma 36 sc pucdc escHbir j~j (.t -.,) 

fW 

38. Sca .1 ' U " C,,2 )ytí-' b " f 13 1 

t, a :i a 2i i V^>i /'î’J 

a. Escrtba d producto ttí. 

I». ('alculc det I. dcl R v dct AIi 
c. Demucstre quc dct AR = (dct li(dctB). 

39. I.a matri/ I dc n ■ n sc llarna nilputentc si J* Q, la matriz ccro. para aJgun enieTo k _ I 
Dcmucstrc quc las siguicntcs matriccs son nilpotcntes > cncucntrc la * mas pcqucna tal 
que 

(0 2 ) 

»• |„ J I». 0 0 4 

0 0 0 | 

40. Demucstre que si I es nilpotcntc. entonccs dct A 0 

41. La matnz.4 se lloma idcmpolentc si ,I J .1. j.C'uálcs son los valores posiblcs para det .1 
si I es idcmpntente? 

42. Sea r una matriz pcrmutociòn. Dcmuotrc quc det P tl f.Stictyvm.í/; Por la deflnictón 

cn la P á B' na /‘ R.f . dondc cada P, cs una matri/ pcrmutación clcmental. 

l.’tîlice la propiedad 4 para demostrar quc dct P \ y dcspucs calculc det P usando cl 
tcorema I.) 

43. Sea I' una matri/ pcrmutación. Demue.strc quc P' también es una matriz pcrmutacii'm y quc 
det /' det P' [3û/jijcrvwr«/, si cs una matriz pcrmutación clcrncntal. dcmucstre que 


r A I V/mdciniMBlç (1735-1796) fkic 


. .. /ii up',i 
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MATLAB 2.2 


1. a. Sca A * round(IO»(2*rund(n)—1)) p«ra n 2. Fncucntre ilet(A) Ahora cncuentrc 

dct(2*A). RepHa para w = 3 y »= 4. 

b . ( rapet\ iàptz) Conclu>a una fórmula para dc«111 cn tcrmim» dc /r v det« I >. <_ oncluya 
una fórmula para deui. l ) pani k gencral. 

c . L se MATI.AB parn probar su fórrttula para det (3,11 

, 1 . {Papcly ìtipi :t Pruche la fórmula usando las propicdades aprcndidas en csta sccción. 

2. Pura las siuuientes matriccs. primerO encucntrc det i.l). Despucs rcdtizca i a la t<»rma 
trtanuul.tr superior. ' . usando oftcracìones con renglones dc la fórrna X -» K, - il< o 
intcrcambiundo R, y R r Encucntrc det (I )y vcrifique que dct (.11 i I)' dct( / ).dondel. 
cs el nùmero dc intcrcantbios dc rcnuloncs rcaltzado en el proceso de reduccióit. 


a. .-I = 


6 I 
-I 4 
(t I 
I I 


3Ï 


I 

-3 


b. .1 



c. Para esta matriz. antcs dc cada opcmción con rcnglottes. mtercainbic lo> rengloncs dc 
ntanera quc el clcmcnto cn la posición pivotc sea cl de ntavor valor ubsoluto de los 
clcmentos posîblcs a usar como csc pivote: 

( I 2 3 X 
.4=1 4 5 b 

1-2 I 4 , 

tl. F.llja una mairiz alcatoria 4 de >t x » > reduzcala a la lorma triangul.tr >ii|Krior 
enconlrando ladcscomposiciòn i.l de A mediantccl comando |L.t .P| = lu( A). l'se /’ 
para detcrmmar cl númcro de mtcrcambios dc rcngloncs rcalizados > vcrifiijuc quc dct 
( li (-1)* dct (t i, dondc A es cl núiticro dc intercambios dc tcngloncs Dcscriba cl 
papel dc det t /'>. Itepita para otras dos matriccs I 


2 3 DEMOSTRACIÒN DE TRES TEOREMAS IMPORTANTES 
Y ALGO DE HISTORIA 

Antes se citaron tres teoremas que son fnndamentalcs en la teoria dc matrices y 
dcterminantcs. Las demostraciones de estos teorcmas son mâs complicadas que !.ts 
demostracioncs que ya se vieron. Trabaje despacio en cstas demoslracioncs; la recom- 
pensa será un mejor entendimiento de algunas ideas importantes del álgebra lineal. 




TEOREMA 1 Teorcma básico Sea A ■ (cr (/ ) una matriz de n x n. Entonces 

detzl * Ûu4t t + a \l A i7 + • ' • + a i"A t« 

A--.. + a ul A,„ 

= % A )Í + % A y + -- +a m A ») 

htfp://harcovaí. blogspot.com 


■1 


(1) 

( 2 ) 
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.Vom. La primera igualdad es la dclìnición 2.1.4 dcl dctcrminante mcdiantc la 
expansión por cofactores dcl primer renglón; la scgunda igualdad dice que la expansiôn 
P or cofactores de cualquier otro rcnglón lleva al dctcrminantc; la tercera iguatdad dicc 
quc la expansión por cofactorcs dc cuaiquier columna da cl determinante. Por In otv 
servación en la página 190, sólo se nccesita probar el teorcma para los rengloncs 
[ecuación (1)J. 

Demostración Scprobará laigualdad (1) por inducción matcmâtico. Para lamatriz.4 c í 6 ' 11 íl|, | de 

i,"3l "22/ 

2x2, printero sc expande por oofactorcs el primcr renglón: dct .-I - *»,, A ,, + n,. A , ; - 
0 n( a 22 ) + tí t3Í~í»2i)‘ a aii«22“ i 2 tf;u. Asi. cxpandiendo en el segundo renglón se obtienc 
a 2 \ A 2 ì + a 22^22 ~ « 2 i(~"i 2 > + û 2 ^ 0 ii> = "n "22 ~ "i 2 « 2 i- Hntonces se obtiene el mismo 
resultado cxpandicndo en cualquicr regldn de una matriz de 2 x 2. y esto pruoba la 
igualdad (1) en el caso 2x2. 

Ahora se supone quc la igualdad < I) sc cumplo parn todas las matrices de (n - 1) 
*(”->)• Dcbe demostrarsc que se cumple pora las matrices de/t x n. El procedimiento 
serâ cxpundir por cofactorcs de los rcnglones I e i, y dcmostrar quc las expansioncs 
son idcnticas. La cxpansión en el primcr rcnglón da cl siguicnte términogeneral 

'h*--<u = (-l) ,u d u |A/,d (3) 

Observc que este es cl único lugar en la expansiòn de (,4| cn que aparece el térmìno a u 
ya que otro lérmino gencral scria (-1)■♦* con * * m y A/ N se obtiene 

eliminnndoel primerrcnglóny la tn-êsima columnade^ (y a^estden el primer renglón 
de A). Como M u cs una matri/ dc <n - I) h (n - 1). por la hipótcsis de inducción sc 
puedc calcular c.xpandiendo en cl renglón i de A (que cs el rcnglón (7 - 1 > de M lk ), 
Un término gencral de csta cx(>ansión es 

a u (cofactor de a,, en M u ) (k*l) (4) 

Por las ra/ones descritas. éste es el ûnico término en la cxpansiôndc en el /-êsimo 
renglón dc A que contiene el ténnino a*. Sustituxendo (4) cn la «.tuación (3). sc 
encucntra que 

("•l) , *V,j(B u (cofactor dc a,, en A/,*) (k * /) (5) 

es la ûnica ocurrencia del tòrmino a 1k a,, en !a cxponsión por cofactores de det A en el 
primer renglón. 

Ahora, si sc expande por cofoctorcs en el renglón i de A (doride t * 1). cl término 
gcneral es 

(-ir^i.V/,,! (6) 

y el ténnlno general en la expansión dc |A/,J en el primer rcnglón de Mj es 

a ìt (cofactor de a lk en A/, r ) (k a n (7) 

Si se inscrta (7) en el tèrmíno (6) se cncuentra que la única ocurrencia dcl término a,p u 
en la expansión dcl renglón i de dct A es 

(-1 )'*'«„«,7cofactordcu u en M,,) ik * l) tfi) 
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Si sc pucdc dcmostrar quc las expansioncs (5) y (8) son la misma. entonces (I) quedara 
demostrada. vaquc cl término en (5) es la únicaocurrcnc.a de a ^„en a expansión dc 
primer renglón. el término en (8) es la única ocurrencm de a x >u tì en la cxfunston del 
;-êsimo renglôn, yk.t\l son arbitrarios. Esto dcmostrarú quc las sumas dc terminos en 

las expansiones en los rengloncs I e r son iguales. ...... , t • 

Ahjrasea Aí„«lamatrtedc(« - 2, k („ - 2) obtemda al el.m.nar los renglon^ l 
e í y las columnas 'k y / de A. (Esto se llama menor de scgundo ordcn de ,1.) I nmcro 
se supone que k<l. Después 


Aí u = 


A/„ 


«2. • 



• • V 

«1/ ' • ’ 

a l» 



a,i ' 

• ■ u ,ji.) 

a iMl 


a„ ••* 



(9) 

a„. * 

•' a nJ i_, 

a »M 

... 

a w ••• 




V 








*il 

... o u 

.., 

"l.M 

a tM 


"t„ 


a,-|.i 

’ * * d j_, * 

. • . 

"m.m 

a htJ*i 

> * • 

",-Ij» 

(10) 

a h l.t 

••’ a i»\À 

* 4 * 

°M,M 

a hìJ*i 


1 


^a„i 

a^ 

* * * 

a <tM\ 

"«./* 1 


#trt 

1 


Dc(9)y (10)se ve quc 


( 11 ) 

( 12 ) 


( 13 ) 

( 14 ) 


Cofactor de a„ en A/ u 31 (-••)" ! r< 1 11 Ah.,»/ 

Cofactor de a u en - (-l) M !Af, Ji4 J| 

Entonccs (5) se convicrte en 
y (8) se con viertc en 

= (-D^'auOalAíujtìl 

Pero (-1 y-**r-i •= 1 y^i, dc manera que los lados derechos de las ccuaciones (1) 
v ( 14 ) son iguales. Asi. los cxpresiones (5)y (8) son iguales y (I) quedr, demostrado 
èn cl caso k<i, dcspués por un razonamiento similar se encuentra que si * -•* l. 

Cofactor de % en A/ u - (-1)" 

Cofactor de „ u cn Af./ - (-l) lH< 
de manera que (5) se convierte cn 

(-|) , ‘*<i lt a J /-l)^ , ‘ÌW,/jul - (-iy + ‘ w a u t^Wn^l 

y (8) sc convierte cn 

y esto complcta la prueba tic la ecuación (I). 
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LEMA 1 


Demostración 


LEMA 2 


TEOREMA 2 
Demostración 


Ahota se quiere prohar que para cualesquicra dos malrices de n ■ n. .1 y fí. det Afí 
~ ^ c * * d&B. La pruehacs ditTcil e incluye \arios pasos, Se usarán \arios hechos sobre 
la.s matrices elememales probados en la secclón 1.10. 

Pnmero se calculan los determinanles de las matrices clemcntales. 


Sea E ntta mairii: elemcntai: 

i. Si E cs la matriz que representa la operactón elcmental R 

-- 1 . 


R r cntonces det E 

( 15 ) 

Si £es Ja matriz que reprcsenta la operación elcmcntal R, -> R, + C R. cntonces 
detf-L M (16) 

Si £es la matriz que reprcsenu» la operaciôn elemental R, -» cR,. cmonces dct 
£ = c - ( 17 ) 

det /~ I. i'seobticne dc /intercambiando los renglones iyjàt /. Por lapropiedad 
4 en la página I <)4. det E » (-1) det / = -1, 

t. sc obticne de / muitiplicando el renglón / de / por c y sumândoio al renglón j. 
Lntonces por la propiedad 7cn lu página I%, det E = dct/= I. 

iii. E sc obticne de / multiplicando el renglón / dc / por c. Asi, por lu propicdad 2 en 
la página 192, det E - c dct / = c. ♦ 


ii. 


iii. 


ii. 


Sea fí una matrizde n<n y sea £ una matri/. elemental. Entonces 

det Efí - det E det fí 


0 ») 

♦ 


t.a pmeba de estc lcma se dcduce dcl letna I y los resultados presentados en la 
secciòn 2.2, que relacionan las operacioncs eletnemalcs con rengloncs con los determi- 
nontes. Los pasos de la pnteba se indican en los problemas I a 3. 

L! siguiente teorema cs un resultado fundamental en la teoria de matrices. 


Scu .4 una matriz dc n x n. Entonccs A cs invertible si y sólo si dct A * 0. 

De! teorcma 1.10.5 en la página 133, se sabc que existen matrices clemcmales £,. £ ; , 
... ,E m y una matriz triangular superior T tal que 

A-E&'.Ejr ( 19 ) 

Usando el lema 2 m veces. se ve que 

dct A « det E, dct (£.£, • - EJ) 

= dct £| det E 2 det (£, • • E m T) 

http://harbò , (/al:'blògspoL , com : 
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TEOREMA 3 

Demostración 


dct A - dct £| det £ 2 * * * det E m i dct det 7 

Por el lcma 1. det E, * tì para » - 1. 2. m. Se concluye que det A * 0 si y sólo sí 

dct T * 0. , , , j 

Ahora suponga quc /I es invcrtible. Entonces. al usar (19) y el hccho de que toda 

matriz elcmcntal es invcrtiblc, £;,' ■ - ■ Eŷ'A cs el producto de matrices invertibles. Asi. 
T es invcrtiblc y por cl teoretna 2.1.2 en la página 179. det T * 0. Por lo tanto. 

dct/l*0 ..... 

Si dct A *0. entonces por (20), det T* 0. por lo que Tes invcrtiblc tpor el teorema 
2.1-2). Entonces cl lado derecho de (20) cs el producto de matrices invertibles, y A es 
invertiblc. Esto completa la dcmostración. * 


Por ftn. ahora se puede demostrar el rcsultado principal. Usando estos resultados 
estoblecidos. la pnteba cs dirccta. 


Sean A y 0 matrices dc n x «. Entonces 

dct AB ~ dct A dct B (2 *) 

Caso /: dct A - det B - 0. Entonccs por el teorcma 2. B no es invertible, asi por el 
tcorcma 1.8.6. cxiste un x-vector x * 0 tal que Bx = 0. Entonces (AB)x = A(Bx) = .10 
= 0. Por 1o lanto, de nucvo por el teorcma 1.8.6. AB no cs invertible. Por el teorema 

0 = dct AB - 0 ■ 0 = dct A det B 

Casn 2: dct .-4 = 0 y det B*0.A es no invertiblc, por lo quc cxistc un 'f-vector y * 0 
tal quc Ay = 0 . Como det B * 0. B es invcrtible y cxiste un vcctor único x * 0 tal que 
Bx = y. Enlonces ABx = A(Bx) = Ay ■ 0. Asi. AB es no invertiblc. esto es 

dct . IB = 0 = 0 det B = det A dct B 

Casu 3. dct A *Q.A es invertible y se puedc escribir como un producto de matriccs 
clementales: 

A = E,E2--‘E m 

Entonces 

AB = E\Ey • • E m B 

Usando cl rcsultado dcl lcma 2 rcpctidas vcces. se ve que 

dct AB = dct (£|E 2 * * • E m B) 

= det E, det £■> • • • dct E m del B 

= dct (£,£; • • • £ w ) dct B 

~ det A dct B * 
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Semblanza de 


mmìi 





(iottfrícd Wilhclm Lcibrlz 
(Calecciùn de 
Ouvitl Eitgene Smith. 
liarr Rook and Manuxcnpl 
Uhrary, Calumhia Vniw.tUy) 


Breve historia de los determinantes 

Los determinantcs aparecieron en la literatura matcmática mjisdc un siglo 
anlcs dc las matrices, Como se sci\aló en la nota de la pàgina 48, el término 
mutrti fue usado primcro por James Joseph Sylvcstcr y su intención era 
que su signifîcado fuera "madre de los dcterminantcs". 

Algunos grandes matcmáticos dc los siglos XVII! y XIX ayudaron a 
desarrollar las propiedades de los detcrminantes. i.a muvoria de los 
historiadorcs crecn que !a lcoria dc determinantcs tuvo su origcn con el 
matemático alcmán Gottfried VVilhelm Leibnìz (1646-1716), quien jumo 
con Nevvton. fuc cl coinvcntor dcl cálculo. l.cibniz usò los detetminantes 
en 1693 cn rel'ercncia a los sistcmas de ecuacioncs lincales simultáneas. 
Sin embargo, algunos picnsan quc un inatemático japonés, Seki K5wa, 
hizo lo imsmo cusi 10 arios antcs. 

El contribuyentc mâs prolifíco a la teoría ile dctcrminantes fuc ei 
matemático francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). Cauchy escri- 
bio una rnemoria dc 84 páginas. en 1812, quc contenia la primcra pmebu 
del teorcma Jet .-W - dct.( det II. F.n 18-10 dcfíniô laecuacióncarnctcrislica 
dcUi matriz.4comolaccuación polinomial det(.( - \f) = 0. Estaccuaciòn 
sc estudiará con detalle en el capítulo 6. 

Cauchy hizo muclias otras contribucìones n las matcmâticas. En su 
libro dc tcxto escrito en 1829. Uçotvs sur le calculdiffènmtUil. dio lu pri- 
mcr.i dcfinición razonablcmente clara de un limìte. 

CaucJiy cscribió extensamentc tanto sobre mjuemáticas puras como 
sohre inutcmáticas aplicadas. Sólo F.ulcr cscribió rnás. Cauchv comribuyô 
cn muchas árcas que incluyon teoria dc fínicioncs reales y complcjas, 
tcoria dc probubilidjid, geomctna. teoria dc propagación de ondas y scrics 
inlinitas. 

Sc da a Cauchy cl cre<lito por eslablcccr un nucvo estándar dc rigor 
en las pubiícaciones matemáticns Desputis deCauchy. rcsultô más difícil 
Auiíusim-t ouis I mchv publicar un articulo basado en la inuiicíón; sc pcdía adhcsirin cstricta a las 

ecçióndf ' demostraciones formalcs. 

Dtnul F.ugcm Smttlt, El busto volumen dc las publicacioncs de Cauchy era una inspiración. 

thinr Book and Mamacrtfu Cuando la Academia Fnutcesa de las Ciencias inició sus publicacioncs 

Lthrary, í olumhta t ruvcrsuy) pcriódicas Comptcs Rendu en 1835. Cauchy lcs envi<V su trabajn parn que 
lo publicaran. Pronto la cucnta de imprcsióit dc s6lo cl tnibajo dc Cauchy creció tanto 
que la Acaderaia puso un IFmite de cuatro piiginas por articulo publicado. Esta rcgla 
todavia cxistc. 

Vale la pcrm mcnciomir aquf algunos mutcmâtici» L.a cxpansiòn de un dctermt- 
nante por cofactores fue usada por primcni vcz por un matemálico franctis. Pierre-Si- 
mon Lnplace (1749-1827). Lapluce es más conocido por la transformada de Laptacc 
quc sc estudia cn cursos dc malemálicas aplicadas. 
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Un contrbuvente importante a la teoria de determinantes (segundo después dc 
Cauchy) fue cl matemático alemán Carl Cìustav Jacobi (1804-1851). l ue con el quc 
la palabra "determinante” gnnó su aceptación íínal. Jacobi usò primero un dctermi- 
nante aplicado a las funciones paraestablccer la teoria dc funciones de varias variablos. 
Más tarde, Sylvestcr llamò a este detcrminantc el jacobian». Los estudiantes actuales 
estudian los jacobianos en los cursos dc cálculo dc varias variables. 

Por ûltimo. ninguna historia de dcterminantcs cstaria complcta sin citar el lihro 
An Elementary Theory nf determinants , escrito en 1867 por Charles Dodgson (1832- 
1898). lïn estc libro Dodgson da las condiciones bajo las que los sistemas de ecuacio- 
ncs tienen soluciones no trivialcs. Estas condiciones cstán escritas cn términos de los 
determinantcs dc los mcnores dc las matrices dc coefîciemcs. Charlcs Dodgson es mas 
conocido por su pseudónimo dc escritor Levvis Carroll. Con ese nombrc publicó su 
famoso libru Aliciu cn elpais de las maravillas. 


PROBLEMAS 2.3 

1 . Sca F. la represcnlacion dc R, % ft, y sca li una matri/ de » * n. Demucstre quc det Eli = 
dct / det R. [Sugereneia: dcscriba 1a matriz EB v dcspucs utilicc la ccuuciòn i l'i y la 
propicdad 4 ] 

2. Sca F la rcpresentación dc R * R, • t R, y sca B una niatri/ de /r * » Dcrnuestrc quc dct 
LR = dct E det B. [Sugerenvla dcscriba la matriz F.fì y despucs usc lu ecuación (16) y In 
propiedad 7 ] 

3. Scu F la rcprcscntución dc R -* cR, y scu H una matnz dc /i ■< n. Demucstre que det LB 

dct £ dct B. [Sugerencia dcscriba la matriz EB y dcspues use lu ecuación <7) y la 
propicdad 2.] 


2.4 DETERMINANTES E INVERSAS 

F.n esia secciòn se ve la manera en que se puedcn calcular las inversas dc las matricc- 
usando detcrminantcs. Más áun. se coinpleta la tarea. iniciada en el captìulo I. de probar 
el importantc teorcma de resumen (vca los teorcmas 1.8.6 cn la página 111 y 1.10.4 en 
lu página 132). que muestra la equivalencia de varias propiedades de las matricev Se 
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TEOREMA 1 


Demostración 


DEFINICIÓN 1 



Si A es invertiblc, cntonces det A * 0 y 


(t) 


Suponga quc A cs invcrtiblc. Scgiui el tcorema 2.3.2 cn la pácinti 207. det A * 0 Dcl 
tcorema 2.2.!. página 188 

I = dct / - dct AA " 1 * det A det I 1 (2) 



lo quc implica que 


dct /T 1 “ I /det A 




Antes dc usardctcrminantes para calculnr las invcrsas es ncccsarin dcfmir la adjunta 
dc una matriz t - (a ti ) Sca lì - (.í (/ » la mntrbt de cofoctores dc -J. tRccucrdc que un 
cofactor. definidocn la págjna l~5, es un mimcrn.) Lntonces 


lA u A tl 

bA*V ' 


Aj 




( 3 ) 


1 a adjunta Sea.-i una matriz dc »x h y sca B, dada por (3), la matriz dc sus 
cofactores. Entonccs la adjunta dc A, escrito adj A, es Li tronsptiesta de la matriz B dc 
n * rr, es decir. 



Ohscrvuciòn. Ln algunos lihm.s sc usa cl término adjugadn dc -t cn lugar de adjunta 
>a quc adjunta tlene un segundo significado en matcmáticas. Fn cste librn ^e usará la 
palubra adjunm. 
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EJEMPLO 1 


Solución 


EJEMPLO 2 


Solución 


1 _l =12. .l r = - 

0 -l 

5 7 l * 

3 7 


Cálculo dc la adjunta dc una matriz dc 3*3 Sca I 


Sc ticne .-1 11 ■= 


= 2. .4 32 - 2 y .4„= 2. Asi.B = 


12 -13 -7' 
-3 5 2 

1-3 2 2, 


(2 4 i\ 

0 I -I 


. Calculc adj .1. 


13 

5 

7 

J 

•4ii - 

-3. 

.-Nj “ -13. /I 22 5. 

12 

3 

-jì 


-13 

5 

2 

y adj A - lf - 


2 




('álculo dc la adjunta dc una rattlriz dc 4 4 Sca 


.4 = 


I -3 0 -21 

3 -12 -2 -6 
-2 10 2 5 

-16 13 


Calcule adj A. 

Lsto es más ledioso ya que se ticnen *.|tjc calcular dieciséis dcterniinantes dc 3 • 3. I’ot 
cjemplo. se liene .li» - 


I -3 -2 
3-12 -6 
1-2 10 5 




-6 


1 1 -3 Oj 


2 

5 

= -1. 

,f :4 = 1-2 10 2 = -2 y -4ji ~ 

l ' 

1 

*. 


-1 6 1 


_ 3. Al complctar estos válculos se encucntra qne 


..-5 = 


- t • 


’fl 


fe 


0 

-1 

0 

•» 

-1 

1 

-l 


1) 

2 

-3 

-3 

_2 

_2 

3 


t) 

-1 

n 


-' 

1 

•> 


1 0 

-1 

-3 

3 


ad j A = ff =| 

^2-2-3 
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EJEMPLO 3 


ADVERTENCIA 


TEOREMA 2 


Demostración 


I.a adjunta dc una matiz dc 2 • 2 


Sca A - 




"i? 

í/,. 


| Hntonct» 



♦ 


Al calcular la adjunta de una matnz. no olvide transponer la matriz de cofactores 


Sca A una matriz de /i * n. Entonces 


dct A 0 0 • 

0 det/l 0 

(.-!)(adj/l) = o 0 det.l 

ó ó î . 

Sea C = (cy) ~ (.-t)(adj A). Entonccs 


0 

0 

0 

det A j 


(det/()/ 


C- 


4 u “u> 
7 :t a n 


\ a »\ °uì 


» * Û- 


A i\ 


A 


i: 


V^i* 




%i 




Se tiene 


c,j - (renglón i dc A) - (columna / de adj v4) 


(«n a c 




'A ^ 

A i\ 

A„ 


\ A m) 


Asi 


c </ =a„4, + u, : .-l ;7 + 


' + a m A jn 


(5) 


( 6 ) 


(T) 


Ahora si i - j. la suma en (7) es igual a < t n A n + + ■ • • + a ln A f „ que es ia e.xpamión 

de det A sobre el renglón i dc A. Por otro tndo. si / *■ j. entonccs del teorema 2.2.6 eti 
la pâgina 199. la suma en (7) cs igual a cero. Por lo tanto. 


c >'|0 


det A 


si /=/ 
si i */ 


Esto prueha el leorema. 
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TEOREMA3 


Demostración 


EJEMPLO 4 


Solución 


Sea A una matriz de n x n. Entonccs A es invertiblc si y sôlo si det A * 0. Si det/1 * 0 
entonces 


A ' m ïh* 3lA 


Obscrvc que cl teorema 1.8.4. cn la pâgina 104. para matriccs de 2 < 2 es un caso es- 
pccial de estc tcorema. 

L.a primera parte del leorema es el teorcma 2.3.2. Si det A * 0, entonces se demueslra 
que (1/dct .-LHadj .4) cs la inversa de A muitiplicándola por A y obtcmendo la matnz 

idcntidad: 



/ 


teofema 2 


det A 


M(^jJ)) ^ ( de‘-4V / 


Pcro por el tcorema 1.8.7. cn la página 112, si AB = /. cntonces li A '. Asi. 

< 1.det .4) adj 


Usti dcl detcrmìnante y la adjunta para calcular la inversa 

Detcrmine si A es invertible y si lo es caleule.-J' . 


Sea I 


'24 ý 
|o ì -I 

3 5 7 

V / 


Como det A 3 * 0. se vequc.l e< invertible. Del ejemplo I 

12 -13 -7) 

adj A - 


-3 

-3 


5 2 

i -i 


Asi 
1 erijìcaciôn 


^-5 


12 -13 

iì 


/ 

4 

1 • 

-3 5 

2 


-1 

1 l 

3 » 

l- 3 2 



r* 

3 2 

î T/ 


- V 


V 


, f 12 V^2 4 3'; . f3 0 0) 

I ',l = vl-3 5 2! 10 1 3 0 =, 

... , . ; 

■ nr\ n rr*o\/o I h rtnprtnr r>rtm 
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EJEMPLO 5 


Soluciòn 


O 


Câlculi) dc l;i invcrs;i dc una matri/ dc 4 4 usando cl dctcrminante v la adjunla 

Sca L. J ' l * ** • 




- , * V 


.t = 


r 


1 -3 I) -2 

3 -12 -2 -ft| 
-2 IU 2 5 

-I 613, 


Detcnrrine si .1 es invertible v. si lo es. calcule .-I 1 


I sando la> propiedadcs de los delerniinantes. se calcula det. I - I - o \ por lo tanto 
I 1 cxisto. Por el eiemplo 2 se liene 


\si 


adj .4 - 


0 -î 
-I I 
0 -I 

l - 


0 

*» 

S 

-3 





3 

T 

~ I 


f ii -1 tl -2' 


0 1 0 2' 

-1 1 2-2 

il 

1 -1-2 2 

0-1-3 3 


0 13-3 

i 2 -2 -3 2 


[-2 2 3 -2 


Xotii /. (’omo va se hahrá noltido. si /i > 3. por lo general es más lacil calcular I con 
la rediicciôn por rcnglones que u$ando adj .4. aun para el caso de 4 i es nccesario 
calculur 17 dcierminanles 1 1 í* para la adjunla de. 1 triás dei .4). Sin einhargo. el teorema 
3 es muv importnnte >a que. antes de hacer Ij reducción pt*r renglones. el cálculode dcl 
.1 (si es puede hacer i'ácilmcnte) dice 'iexiste o no. 


Xotn 2. Tn muchas aplicaciones de la teoria de matrices. las ntatrices eslân dadas en 
l'orma simbólica(es decir. en témiinos de variables) cn lugarde nutncrica. Poreiemplo. 

.V 


se pucdc tcncr A = ' cnlugarde “ 


-I 

5 


fîn esto easo. inuchas vcccs el cálculo 


de los dcterminantes será la manera nrás cficiente de proceder Esto cs parliailarmeiite 
cicrto en cicrtas aplicacioncs de ingenieria —como la tcoria de conlrol, 

Im la secciôn 1.10 l’ue la última vcz que se vio el teorema de resumcn (tcorcmas 
1.2.1. 1.8.6 v 1.10.4). Éste es cl tcorema que une inuclios conceptos desnrrollados en 
los primcros capitulos dc esle libro 
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EJEMPLO 5 


Solución 



C alculn dc In invcrsn dc una nintri/ dc 4 • 4 usaudo cl dctcrminantc > lu adjuntn 

0 - 2 1 
2 -6 
2 5 


Dctcrminc si f es invertíble y. .si lo cs. calcule 4' 

l 'sando lav propicdades de Ins dcierminantes. >c calcula dct .1 ~ -1 - o \ por lo tanto 
.4' 1 cxiste. Por d ejemplo 2 sc ticne 


Sea 1 0 ,,f- . ^ 



Así 



f 0 -1 

0 -2 

adj .4 = 

•1 1 

0 -1 
*) 

2 -2 
-3 3 


f 0 -1 

(1 



(. 

1 n 

V* 

-I 1 

2 

_2 


1 

-1 -2 

2 

0 -1 

-3 

3 


0 

1 3 

-3 

l 2 -2 

-3 

2 J 



2 3 

^7 


♦ 


.\ntu I. C'omo ya se liabrá notado. si u ■ 3. por lo general es m;l> fácil calcular I ' con 
la rcduccíôn por rengloncs quc usando adj .4. uun para el caso de 4-4^ necesario 
calcular 17determinnntes(16 para la adjunta de.4 misdet.4) Sin etnbargo. el leorema 
3 es muy importonte yaqite. antes de haeer la reduccion por renglones. el cálculo de dct 
A (si cs pucde hacer fncilmcntej dice si .4 1 cxiste o no. 


\otii 2. Fn muchas aplicacioncs de la leoriu de matrices. las matriccs eslin dadus en 
forma simbôlica (es decir, en términos de variablcs) en lugnr de numcrica. Por ejemplo. 

2 -i' 

3 


se puede tcner 


■•(;;) 


en lugar de 




F.n este easo. muclias \eces el càlculo 


de los detenninanics será la manera màs efîcientc dc proceder. Fsto es panicularmente 
cierto cn ciertas aplicaciones de ingeniería —como la teoria dc conirol. 

tn la sccción l.lO lue la últinta vez que se vio el teorema dc resumen (teoremas 
1.2.1. 1.8.6 y 1.10.4). F.ste es el teoremaque unc muchos conceptos desarrullados cit 

, iU v lljj.O 1 1 l' : .1 i. . 

ufK '-" t i arCOva | .bl 0 g S p 0 t . COm 
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TEOREMA 4 Teorema de resumen (punto de vbta 4) Sca A UDB matriz dc n X n. Emonccs las 
siguientes siete afirmaciones son equivalcntes. Es dccir. cada una implica a las otras 
seis (dc manera que si una es cicrta. todas son ciertas). 


I. A es invcrtible. 

ii La única solución al sistcma homogénco.-íx - 0 cs la soluctón trivial (x - 01. 
tit. E1 sístema Ax = b tienc una soluciôn única para cada /ì-vcctor b. 

iv. A es equivalentc por renglones a In matriz idcntidad dcnx n, l r - 

v. A es el producto dc matrices clcmentales. 

vi. La forma escalonada por renglones dc A tienc n pivotcs. 

viL dct A * 0. 


Demostración 


En cl leorema 1.8.6 se demostró la equivalencia de las partcs 0. '0. «'ì. 'v) y vf). L- n el 
tcorema 1.10.3 sc demostró la equivalencia de laspartes i)y v). El leorema I (o teoruma 
2.3.2) demuestra la cquivalencia de t) y vi/). 


PROBLEMAS 2.4 

Autoevaluación 

L E1 dctcrminantc de 


149 


í I 2 -l 4 

2 3 2 4 

5 1 0-3 

-4316 


c$ -149. La componentc dc ,4"' estâ dada por 


e. - 


149 


1 2 4 

• b< 149 

1 2 4 

5 1 -3 
-4 3 6 

5 1 -3 
-4 3 6 

1 .41 4 

• ïï? 

1 -1 4 

2 2 4 

~4 1 6 

2 2 4 
-4 1 6 


11. El [fctcrminantc de 


3 7 21 

-1 5 8« 468, La camponcnte 3.1 dc A es 


% 6 -4 4j 

c - £ d - 


Respuestas a la autoevaluación 

I. d II. a 
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MATLAB 2.4 


f n los prohlenias l al 12 iililicc los méhxlys de csta seccìòn par.i dclerminar •>< l.i matri/ dada e> 
iiivertible Si ln es. calcule la inversa 




1 ° '] 
"J 



3 


1 


1 1 1 


0 

2 

2 

6. 

0 1 1 


0 

i 



0 (1 | 


3 

i 

0) 


2 -1 

4 

1 

-i 

2 

9. 

-t 0 

5 

1 

i 



10 -T 

3 



í 1 6 2' 


1 1 II 


• -3 0 -2: 

10. 

1 

(sJ 

U4 

o 

11. 

1 2-12 

12. 

3 -12 2 -ft) 


[ 7 12 -4 


1-1 2 1 


-2 10 2 5 j 


V J 


i 1 3 3 2, 


1 6 131 


13. L sc dctenmnanics para deniosirar que una matri/ I dc » ■ » cs inv ertiblc >i v solo sì | es 
ínvertihlc. 

14. Paru.4 - , . ,verifiqucquedet I — l/dei I. 


15. Para I 


1 -I 3 ) 

4 I IS 

2 II -2 


. vcrifiquc que dei. I I dct-I 


16 . 


i.f'ara quc valorcs dc u la matriz 



cs no mvcrtible > 


17. 


18 . 


< Para que valorcs dc r t la matriz 


' ■ .V 

-ii u-1 a+1 

I 2 3 

2-ix a + 3 <i+7 


no ticne invcrsn? 


Suponca quc la matri/ ,! dc n • » c> no invertiblc. Demucstre quc 1 .1Hadj 4i es l.i mutriz 
ccro. 


19 . 


Sea (I un nùmero real. Dcmuestrc quc 


j co> II 
I, sen 0 


>cn 0 j 
coshj 


cs mvcrtihle y cncttentrc su mvcrsi 


1. ( icncre una matnz alcatoria dc » ■ i» Con A - 2*rarull n.m)—I para alçunos \.iN>rcs de n 
> m lalcs que m • ». Encuemre cl dctcrminantc dc f'4. ^Quê pucdc concluir sobrc l'A ' 
Pmebc su conclusion para offas tres matnccs I. ( ,Es válida su conclusion si m » ' 

2. Sea \= nximll IO«(2*rand(4>-l )i 

a. Dé cl cumando nops((l). Calcule adi i I) usando MAI LAB. (Para comen/ar liaea ( - 
zeros(4>: C(l,l) = drl(A(|2 3 4|.|2 3 4|)>; C(l.2| --dcl(A(|2 3 4|.|l 3 4))); 
ctcctera \o olvidc trnnspoiicr.) Dé cl comando > = ílups. 
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PROBLEMA 

PROYECTO 


b Dè el comondo n..ps|0). Calculc I) - dcl(A)*ln»(A). Oc cl comando ss = n»ps 

c.‘ ( ompare adjl A i. calculada cn cl inciso at. con D. calculada cn el mc.so bt ;.Por que 

d Compnlc C |m contcos dc tlops. iQuc descubrid al comparar lo> contcos dc tlops’ 

,Recucrdc que Oops cucnto el numero dc operadoncs de punto flotantc rcati/adas. i 

3. Sc ha dcmostrado que lesno invertible s. dct (.4) - 0. t na Mtposición natural cs que si 1 
cs cercanousernoinvcrtiblc.enlonccsdct(/llcstaracercadco . . 

Considerc la sicuicnte matri/ f Vcrifiquc quc ( cs no mvcrt.ble Dc \ - ( . \(3.3) 
= C(3J) ' l.c-10. Vcritique quc -I cs invcrtiblc v observe quc.I es ccrcana a la matn/no 
inv ertible C. Encucntre del( A). í.Què pucdc concluir sobrc la "supos.cion natural quc se 
mcnciottó? 


i ■ 20 


4 a Introduzcu unu matri/ I triangular supcrior de 5 • 5 con elcmemos entcros ds mant 
que cl dctcrminantc de I cs I. Llija v aloics dc c (entcro). ty y rcl.cc vanasopcraciones 
c 0n rencloncs de la forma R - H, * cR dc mancra que la matnz cste complcta. cs 
dccir quc tcnga cl mcnor numero de ceros posiblc. Llamc I a !a nucvu matrt/ 
t, Vcrifique quc^dctt .) cs todavia içual a I. . Por quc es csto dc espcrarsc? httcuentrc 
invi -li v vcrifiquc quc ticne elementos entcros. t ,Por quc es eslo dc espenir-L 
c Consultc cl ptoblemu 9 dc MM I AH I 8 sobre encriptar v dccoditicar los ntensates. 
Lstc problema le ptdc que cncripte un mensaje para su profesor usandn la matnz .1 

mcnsaje para su profcsor Usando números eu lugar dc lctras. como sc 
‘ describiô cn cl problcmadc MAfLAB I 8. cscr.bacl mcnsa.tcen lorma mmnc.ul 
nara quc pucda multipl.earlo por la dercba por I para codil.car cl mensajc. 11 ucde 
scr quc neccsite colocar espacios adicionalcs al final del mcnsrye.) 

ii. Utilicc.t para encriptaretmcnsajc, . . 

Hi. Pntregue cl rnensaje cncrip.ado a su profesor (como una cadena de numcros) v la 

matriz.l. 


' 1 

7 

-7 

i 

5 

6 

n 

5 

-10 

4 

8 

6 

*) 

7 

_s 

3 

4 

0 

5 

7 

-9 

5 

2 

0 

i 


1 

9 

10 

s 

l.l 

9 

-17 

1 

> 

7. 


2.5 REGLA DE CRAMER (OPCIONAL) 


Hn csta Sección sc cxamina tin v iejo método para rcsolver sistcm.is con cl mis.no m.mero 
de incógniias y ecuacîones. Considcrc cl sistcma dc n ccuacioncs Imealcs eon 

incógnitas. 

</,, X, tíjiX2 ‘ • ■h - />> (1) 


Í(„I V, + r 
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que pucdc cscribirse en la forma 

Ax = b (2) 

Si det A - 0. entonces el sistema (2) tiene una solución única dada por x - . j 'b. Se 
puede desarrollar un método para encontrar esa solución sin reducción por renglones y 
sin calcular.r'. 

Sea D = det A. Se definen n nuevas matrices: 



lîs decir, I, es la matriz obtenida remplazando la columna; de A por b. l*or útlimo. sca 
D\ = det A |, D 2 — det A ;. D n ~ det A, r 




TEOREMA 1 Kcg!n de Cramcr Sca A una matriz de n x n y suponga que det A * 0, Entonces la 
sotución única al sistema/fx - b estó dada por 






D, D 2 




■ ‘iX ,* 1 ,... ,r 


D .' D' 


' X -"~D 


Demostración La solución a Ax - b es x - .-l* , b. Pero 




| /, M •* , 2I 






• I "i 




- í.iHi ,hh = i ^ N 


.C ! b = ^(adj,l)b=^ 




Ahora bien. (adj .4)b es un /i-vector cuya componcntc j es 

lAì 

1 . 


V .* (4) 

• • • • 

* * * « 

, *l« .A, 




M A 7 j ... A nJ ) • ‘ = ft, A y + b 2 Aỳ + • • • + h n A nJ 


rsi 
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Considcre la matriz Ar. 


A r 


«II 

h [ ••’ 

«1 

«22 

... b 2 -• 

a 

«.2 

... bm ... 

«i 


t 



eofcjfrmay 



in 

i» 

'rin J 


( 6 ) 


Si se expande cl detetTninantc de Aj tespccto a su columna/, se obtienc 

« = 6, (cofactor d cb { ) + b 2 (cofactor dc h 2 ) + • • • 

+ h H (cofactor dc b n ) 


(7) 


Pcro para encontrar cl cofactor de h r por cjemplo. se elimina el renglón i y la columna 
j dc Aj (yaque b, estáen lacolumna/ de.*l|). Pcro lacolumna/ de^es b. y si se elimina 
se tendrá simplcmcnte cl menor //, A/ |; . de A. Entonccs 

Cofactor dc h t en Aj-A^ 

De manera que (7) se convicrte en 


Dj = Ay + b^Anj + • - • + h„A v 


( 8 ) 


Pero esto es lo tnismo que cl lado derecho dc (5). Por lo tanto. la componcnte i de 
(adj -l)b es D r y sc tiene 



Í X, 1 





''o/o' 

x = 

^2 

« 

• 

-A 

->b = -^(adi^)b = ^ 


= 

DyD 


V "j 





DJD 


y la prucba queda completa. 


Nota hlstórica. La regta de Cramer recibe su nombre en honor dei matemâtico 
sutzo Gabriel Cramer (1704-1752). Cramer publicò la regia en 1750 en su libro 
Introduction to the Analysis ofLmes of Algebraic Curves De hecho existe evidencia 
que sugiere que Colin Maclaunn (1698-1746) conocia la regla desde 1729. Maclua- 
rin fue quizâ el matemâtico británico más sobresaliente en los artos que siguieron 
a ta muerte de Newton La regla de Cramer es uno de los resultados mâs conoctdos 
en la historia de las matemâticas Durante casi 200 aftos fue fundamental en la 
ensefianza del álgebra y de la teorla de ecuaciones Debido al gran número de 
câlculos requeridos. se usa muy poco en la actuahdad Sin embargo. el resultado 

fue muy importante en su tiempo 
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EJEMPLO 1 


Solución 


EJEMPLO 2 


Solución 


Solución dc un xiMema dc J J usando l:i rcgla dc Cramcr Rcsudvacl sistema 
usando la rcgla dc Cnuncr: 

2jt| + 4 .c 2 + 6.r-, = 18 

4x, + 5.t, + 6t, = 24 (9) 

3.t| + r 2 - 2r 3 =4 


Csto ya se resolviocn ci cjctnplo 1.3.1 cn la página 7 — usando reducción por rcnglones. 
También sc pudo resolvcr calculando A~' (ejcmplo 1.8.6. púgina 106» > dcspués 
cncontrando A l>. Aliora sc resolvcrá usando la rcgla dc Cramcr. Primero. sc licnc 


D = 


2 4 
4 5 

3 I 


6 

6; -6*0 


dc manera t|uc d sistema (9) ticnc una solución úniea. Después /), 


18 4 6 

24 5 o =24. 
4 I -2 


d 2 - 

2 18 6 
4 24 6 

= -12 y Z>,= 

2 4 18 
4 5 24 


3 4 -2 


3 1 4 


18 . Por lo tanto. v - . 


24 

0 6 






♦ 


Solucion dc ii ii sislcmii dc 4 ■ 4 usando la rej’lu dc C’ramer Dcmucsirc que el 
sistcma 


.t, +3t; + 5.t3 + 2r < =2 

-.v 2 + 3.r, + 4.r 4 =0 (10) 

Ir, + ,r ; + 9.r, + 6.v,, - -3 
3.t| + 2t ; 4.v, - Ht 4 = -1 

tiene una solución única y encuéntrela Usando la regla de Cramcr. 


Pn el ejemplo 2 2.14 cn la pâgina |97 se vio quc 


14 = 


1 3 5 2 
0-134 

2 19 6 

3 2 4 8 


160 * 0 


Entonces, el sistema lienc una solución unica. Para encontrarla sc calcula /3, = -464: 
L) 2 = 280 : = -56: /J 4 = 112 . Asi .v, = D { /D - - 464 / 160 . t ; - LhJD - 280 / 160 . .v, = 

&JD - - 56/160 > y 4 = D x iD - \ 1 2 / 160 . Pstas soluciones sc pucdcn vcriftcar por sus- 
tituciôn direcla en el sistcma (10). ♦ 
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PROBLEMAS 2.5 


Autoevaluación 

I. Considere el sistema 



F.n los problcmas l al ( > rcsuelva cl sistcnta dado usando In rcgla de Cramer 


1 . 

2*, + 3*, = -1 

2. 

3*i — *:“° 


-7*, + 4t' ; 47 


4.t, *2*, = 5 

3. 

2 x, * .*, + * 3 c, 6 

4. 

x,+ *: + *i = 8 


3*i - 2*. - 3*3 = 5 


4*j— *, - 


8 *i + 2 t, - 5*3 = 11 


3*,- x, * 2*3 - 0 

5. 

2t, * 2t : - *, = 7 


6. lt,^5* : - 


X, + 2*3 + *3 - 0 


4,t| ‘ * : ^ 


-*, 4 *j+ 3x,= 1 


"2*i f 2*: 

7. 

2 t, +Jtj- *3 ■■ 4 

8 . 

*,+*,+ *,*■ *. 


X, + *, = 2 


2r, - *,- * 


— *, + 5*3 ■ 1 


3*3 + 6* 




*i - * 


r, - jt 4 -7 

2*,+ .x, - 2 

4 *|- --3 

3*3 - 5*4 = 2 


3 *, - 3 
- 0 


. - ■<; 


Respuestas a la autoevaluación 
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* 10. Considerc cl triangulo en la fígurn 2.2 



Figura 2.2 


îi. Dcmucsire. usando irigonomctria elemenial, que 

ccos.l -aKosC = h 

h cos. I * a cos fí -c 

c cos U *■ h cos C - <i 

b. Si se piensa quc cl sisicma dcl inciso </) cs un sistema dc tro ccuacioncs con tres 
incóçnitas. eos .4. cos B y cos ('. demuestrc quc cl dctcrminantcdcl sistcma cs diferentc 
de ccro 

c. Ltilice la rcçla dc Cramcr para dcspcjar cos C 

d. L tilice el inciso r) para probar la le> de los cosenos c- <r + h- - 2ah cos C 


MATLAB 2.5 


I. Gcncrc una rnatri/ olcatoria I dc 5 x 5 v una matri/ aleatoria b dc ' » I 

a. Dc clcomando fl<ips(0) Resuelv ael SÌMema l\ li usando la rcçla de Cramcr. Primero 
cncucntre il = del(,\) En cl resto dc los câlculos, usc d. cs dccir. no vuclva a calcular 
dct(. I ), < Para usar la reçla dc C nnncr scra nccesarin que formc la matnz obtenida dc -I 
cambiando la columna < de l por b: C = \; C'(:.i) = b I tilicc de mancra cfícicntc las 
flcchas para el cursor para repctir las instrucciones dcspués dc alçuna modificacicSn.) 
Dcspues dc cncontrar cada componentc de la solución. fonnc un vector columna con 
clla v llâmclo Dc el cnmandn s n<qiv 

b. Décl eomando n<ips(0) Rcsuclvacl vislcmausando/ \ ,b Dé cl comondo vs = n«ps 

c. Lomparc \ y / calculando \ / y desphceuc cl rcsultadci usando formal shorr e. 

Compare los contcos de llops. s v ss ( Que descubnò ccm cstas compnraciones' 

<1. Repita para una matriz aleatoria de 7 • 7 , Qué otras afírmacioncs pucde haccr sobrc 
cl contco de flops? 


RESUMEN 

• Fl determinante dc una matriz de 2 » 2 . 1 “ 




■ 




.JÌ ' 

estâ dado por 


U« «r 


Dctennínantó dc A = dct A = |<fl ® o,^i; - rt 13 «j, 
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• Dcterminantc dc 3 » 3 


«11 

«li 

N 

« 1» 1 


a i: a t\ 


a n 

°v 


«ji a i: 

«Jt 

"ii 

«Zl 

= o„ 

a ìl a Xi 

-0,3 

«)i 

a n 


a n °n 











• El mcnor ij dc la matriz Adcn* a, denotado por cs la inatriz dc (n - 11 * (« - I) obtenida ai 
climinar cl rcngión i y la columna JdcA. 

• E1 cofactor IJde A, denotado por A ir csità dado por 

A„ = (-r)" J dct 

• Determinunte de n x n 

Sea A una matriz de n * n. Entonccs 

* 

dct A - a M 4, + 0,3-4,j + • • • + a x „A u = £ a [t A u 

La suma anterior se llanta la cxpansión dc det A por cofnctores cn d primcr renglón. 

• Si A es una matriz dc n x n. triaitgular supcrior, triangular inferior o diagonal, cuyas componentcs 
cn la diagonal son a u , ... n fur cntonces 

det.-f m a ìí a v --a„ 

• Si A IA ' es una taclorizaciOn I.U dc A, entonccs dct. f det / 

• Si PA = LiJcs una factoròación LU dc PA, cntonccs dct A ■» dct f.'/dct P ■ ±dct U 

• Teorema búslco 

Si A cs una matriz de n x n, cntonccs 

det A « a„ A„ * a a A a + • • • + a ¥ A M = ]T u^l„ 

, k>\ 

y 

det A = 4 ffj-’fj, + • • 

»>i 

para/= 1,2. n y y» 1.2. n. 

Es dccir, cl dctcrminantc dc A se puedc obtcncr cxpandicndo en cualquier rcnglim 0 columna dc A. 

• Si cualquicT rcnglón 0 colmnna dc A cs el vector cero, cntonccs det A = 0. 

• Si cualquicr rcnglòn (eolumna) de.-f sc multiplica por un escalar. emonccsdel .4 sc multiplica por c. 

• Si .4 y B son dos matrìccs dc n » n quc von iguaies cxccptt» por la columna; (rcnglón 1 ) y C' cs la 
matriz quc cs idéntica a A y fí cxccpto quc la columna j (renglòn i) dc C cs la suma del la columna 
j dc .4 y la columna / dc B (rcnglón i dc - I y rcnglón i de fí), cntonces dct (' = dct A + dc» B. 

• Ei intcrcambio de cualcsquiera dos columnas o rcngloncs distintos dc.t ticnc cl efecto dc multiplicar 
dcl A por -1. 

• Si cualquicr rcnglón (columna) dc 4 sc multiplica por un cscalar y se suma a cualquicr otro renglón 
(columna) dc zf, entonccs dct A no cambia. 

• Si un rcnglôn (columna) dc A es un múltiplo de otro rcnglón (columna) de A, entonces det .4 «0. 

• dct A m dct A’ 


(p. 173) 
(p. 175) 
(p. 175) 

(p. 176) 

(p. 178) 

(p. 189) 
(p. 189) 

1 . 191,204) 

(p. 192) 
(p. 192) 

(p. 193) 

(p. 194) 

(p. 196) 
(p. 196) 
(p. 190) 
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• 

La matriz .1 de n * n es tnverlible si y sólo si det .d * 0. 

(p. 207) 

• 

dct AB ■= dct A dct tì 

(p. 188.208) 

• 

Si^l cs invcrtible. entonccs det A* 0 > 

(P- 211) 


dct .t '>=~— 
dct A 


• 

Sca A una matriz dc n x it. La adjunta o ndjugada dc A, dcnotada por adj A, es la matriz dc n * n 
cuya componcntc if cs A /r el cofactor Ji dc 

(p. 211) 

• 

Si dct A * 0. entonces A cs invcrtiblc y 

(P-214) 




• 

Teurema de resurnen 



Sca .'1 una matriz dc n * n Entonccs las siguicntcs sietc afirmacitmcs son cquivalcntcs: 

I. A cs invcrtiblc. 

(p.216) 


ii. Lu iuiica solución al sistcma homogàicu .-I* 0 cs la solución trivial (* = 0). 

iii. E1 sistcma .-fx b tienc una solución única para cada n-vector b. 

iv. A cs equrvalente por rciiglones a la mutriz idcmidad dc n * n. 

v. A cs ci producto dc matriccs clementalcs. 

vL La fonna cscalonada por rcngloncs dc A ticnc n pivotes. 
vli. dct .1 * 0. 

• Regia de Crumer 

Sca A una motriz detMn con dct I * 0. Entonccs la solución úmca al sistema .f* b cslá dada por (p. 219) 

0. JJ_ JK_ 

X ' dci.f^ del.-i.dcM 

dondc D t cs ei dctcrminantc dc la matri/. obtcnida al rcmpla/ar la columna t dc .1 por cl \cctor 
columna b. 


EJERCICIOS DE REPASO 


Ln los cjcrdcios I al S calculc cl dctcnniananlc. 


1. 

I " 1 2 

" 3 5 | 2. 


0 4, 

-7 4] 


3 ll 01 

1 -1 2 j 

4. 

6 2 0 5. 

3 4 2 6. 


10 IINI 6 

1-2 3 4j 
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1 

-l 

2 

3 


3 

15 

17 19 

4 

0 

2 

5 

8. 

0 

2 

21 60 

-1 

2 




0 

0 

1 5» 

5 

l 

0 

4 


0 

0 

0 -1 


Ln los eiercicios 0 al 14 utilicc delcmiinanles para calcular la tnvcrsa isi existci, 



t _ 


'3 

_5 

7 1 



1 -1 21 



i 4 

10 . 

0 

2 

4 


11 . 

3 14 | 


, 2 ll 



0 

-J 



,5 -1 8.1 





2 

1 

0 

o 1 


3-12 

4 ' 

12 . 

' \ i 

13. 

t) 

| 

-1 

0 

3 

0 

0 

_2 

14 . 

1 1 o 

-2 4 1 

3 

5 


1° 1 1 


l» 

0 

-1 



6 -4 1 

2 


Kn los ejercicios 15 al 18 resuclva cl sistcma usundo la regla dc C ramcr. 

15. Ir,- íi _ 3 ,6 - *»“ *: *" ' 7 

î. x*».*=s 2.ti - 5* 5 “ 4 


17. 2*, < ì.x,- x , 5 

*-2» 2 *• J»> 0 
4»,- *2 4 », -I 


18. *, - »« ' »»" 7 
2»; + 2», - 3*4 “ -I 
4»,- *j- -»t 

-2», *■ .»2*4*, -2 


http://harcoval.blogspot.com 




Vectores en C 2 y C 3 


En la sección 1.5 sl- definieron los vcctorescolurana> vectorcs rcnglón como conjuntos 
ordcnudos dc n númcros rcales o cscalarcs En cl siguiente capitulo se dcfinirân otros 
lipos de conjuntos dc vectorcs. Ilamados espacios wclorìaJes. 

Ll estudio dc espacios vcctoriales arbitrarioses. en principio. un tema abstracto. Por 
esto es útil poder contar con un grupo de xectores que sc pueden visuali/ar fácilmcntc 
para usarlos como cjcmplos. 

En este capítulo se discutirán las propicdades bûsicas de los vectores en el plano xy 
> cn el espacioreal de trcs dimensiones. Eos cstudiantcs quc conocen cl cáleulode varias 
variables ya habrán visto cste material. Kn cse caso. se podra cubrir rapidamente. conio 
un repaso. Para los que no. d estudio de evte capitulo proporcionara eicmplos que haràn 
tnucho más comprensible el material dc los capúulos 4 > 5 


3.1 VECTORES EN EL PLANO 

Como se definió en la sección E5.1 es el conjunto de vectorcs (.r,. *,) con v, y Xr, 
nûmeros reales. Como cualquier punto en el plano se puede escribir en lâ forma (x. r'i 
es evidenlc que se puedc pcnsar que cualquier punto en cl pjano es un \ector cn 1. > 
viceversa. Asi. los términos "cl plano" y " con frecucnciuson intcrcambiables Sin 
cmbargo. para muchas aplicaciones fìsicas (incluyendo las nociones de luer/a. veloci» 
dad. aceleración > momento) es importantc pensar en un vector no como un punto sino 
como una entidad que tiene "longitud" > "dirección" Ahora sc vcrácómo se hacc eslo. 
Scgmento dc Sean P > Q dos puntos en el plano. Entonces el scgmcnto dc recta dirigido de /’ a 
rccta dirigido O. denotado por PQ. os el segmcntodc rccta que vade /*a Q{ \ ea la figura3.1 u ). Ohscrvc 
que los segmentos de recta dirigídos PQ > oh son diferentes puesto que ticncn 
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Hcura 3.1 Ld* scgmentov dc recu» diripdos tfj > apuitUin cn direcaones opucsias 


l’unlo inici;il 
l’untn lennimil 

Seomvnio* dc 
rccta diricidos 
equivalcntcs 


tl punto P cn cl scgmcnto dc rccta dirigido i'î> se llamu punto inicinl dcl scgmcniO 
\ ci punto 0 sc llama punto terminnl Las dos propiedadcs màs importantcs de un 
scgmcnto dc rccta dtrigido son sti tnagniuid t longilud) \ 'U direccion. Si dos segmcntos 
de recta dirigidos F() > RS tiencn In misnta magnitud v dirección, sc dice quc spn 
eqnivalentcs sin imponar cn dòmlc sc locali/an respecto al origcn. Los scgmentos de 
recta dirigidos en la tlgura 3.2 son todos cquivalcntes. 


DEFINICIÓN 1 


Ficuru 3.2 



/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

//• 

/ 

^ 1 

/ 



1 n contunto dc scgmcntos d< 

; recu dirígidos equivalcntcs 


Definición gcoinétrica dc un vector Ll conjunto dc todos los scgmcntos de recta 
dirigidos cquivalcntes a un scgmcntodc recla dirtgido dado se llama vector. ( ualquier 
segmento de rccta cn ese conjunto sc lluma una represcntaciòn del vcctor. 


Ohservuciòn. Los scgmcntos de rccta dirtgidos en la figuru 3.2 son todos rcpre- 
sentacioncs del mismo vector. 

Dc la dcíinicion l 'c \c quc un vcctor dado v se puedc reprcscntar de muchas 
mancras difcrentcs. Sea i‘l> una reprcscniaciôn Je ' Lntonces. sin camhiar magnitud 
ni direccion. se puede movcr r() cn forma paralcla dc mancra quc su ptmto inicial sc 
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DEFINICIÓN 2 


Magnitud o 
loiiyttud dc 
un vcctor 


V 

* 



Q 



Fipurj .t.J Se puede mover i’<J para obtcncr un scgmcnto de rce^i diriiiidn cquivalcníc 
cnn su punto iriicial en el origcn Observc que lï/r \ h > son panilelos v tiencn 
la misma lonçitud 


tra>lada al origen. Dc.spucs sc obliene cl scgmenio de reeia dinçtdo ôk. que cs otra 
rcprcscntacion dcl vcclpr v (vea la llgura 3,3 > Ahora suponga que la R tienc las 
crxrrdcnadascancsianas (o. h). l-.nionccs scpucdedescribirel scgmcnlode rcctadiriiudo 
0« por las coordcnadas I a, h l I sto es. t)k cs el segmcnto dc rccta dirigtdo con punto 
inicial (0.0> > punto tcrminal (a. h). Como uiiarcpresentación dc un vector cs tan hucnu 
como eualquier otra. sc pucdc escrihir el vcctor \ como to, h i 


ÍXTinición algcbraica dc tin vector Un vector v cn e! plono.rvcs un par ordcnado 
dc nûmeros realcs (u, b). Los números a y b sc llaman dcmenlos o componcntes de! 
vcctor v. E! vcctor cero es d vector (0, 0), 


Obscrvaciôn 1. Con esta dcfinición. cs pucdc pensar en un punto cn cl pluno vi con 
coordcnadas ta. h i como un vcctor quc cctmicn/a dcl origen > tcrmina cn <,/. h). 

Ohservación 2. Hl vcctorccro tienc magnitud ccro. Por lo tanto. como los puntos intcial 
y tcrminaJ coinciden. sc dicc que cl vcctor ccro no itcnc Jnxcctòn 

Ohscrvaciòn J. Sc haee hmcapic cn quc las dcfmicioncs I y : describen precisamente 
los mismos obictos. Cada punto dc \ista (gcométrico o algchraico) ticnc sus \entajas 
La dctìnición 2 es la definicirin de un 2-vectorque se Ita venido usaiulo 

Como en realidad un vcclor es un conjunto de scgmentos dc recta cquivalcntcs, se 
dclînc ia miignitud o longitud de un vector como la longitud dc cualquicra dc stis rc 
presemaciones y su dirccción como la dirección dc cualquicra de sus rcprcscntacioncs. 
I isando la reprcscntación <)R y cscribiendo cl vcctor \-(a. h). se encucntra quc 


|v| = magnitud de v = h : (i) 


Hsto se dcducc dcl teoremu de Pitagorastvea la figura 3.4> Se Ita usado la notación |v 
paru denotar a la magnitud dc v, Obsctvc que v| cs un excuiar. 
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coordcnada x igual a o 


La magnilud dc un vector con 
v coordcnada i igual a h cs \<r + b- 


Figurn 3.4 


cu- * - r»** *r? Tr.JTZríTt * 


EJEMPLO 1 


Solución i. ivi 


Direccion 

de un vector 


ì pcriodo Tt. cntonces si u * 
h/a. Por cjemplo. tan tt/4 - l 
rio dcterminar el cuadrante de 


,r 

A 

voïTP/ 

i 

i 

\b 

i 

i 

/ 

i 

i 

i 

ry 

o a 


cjemplo. 


EJEMPLO 2 
Solución 


Cálculo tlc las tlircccioncs dc seis vcctorcs 


Calcule las direcciones dc los vcctorcs 


cn el ejemplo I. 

^Mp^MrìsôvaÍ! 


njiados cn lâ figure I 5< 

)logspot.com 
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Kigu ra J.5 Dircccioncs dc seis \ cciores 


i. v se encuentra en el prìmcr cuadranie y como lan fi =2/2 = I. u - 4 

ii. rt — tan 2\2 - tnn 1 v3 — Jt/3 (yn quc v eslá en el primereuadrante), 

iii. v esiá en el segundo cuadramc > como t;in 2/1-Jì ian I ,T . - % j e | a 

figura 3.5c quc fl - z - (jt/6) = 5 n 6. 

i\. v estâ en el tcrccrcuadrante. v como tan* 1 1 a 4. se encucntra que'' - rr + <- 4 1 
= 5 ?r/4, 

v. Como v está en el cuarto cuadranie v tan ( I) 4. >.e obtiene 0 - "’r 
(u4| =7n/4. 

' i- No Pucdc usar la ecuación (21 porque h>‘a no está detinido. No ohstantc. en la 
figura 3.5/se vc que tì " ti/2. 


Fn general. si b > 0 


Dirección de (0, h) = ~ v dirección de (0. -h) - ~ h -0 


l.n la sección 1.5 se definió la suma de veclores y la multiplicacion por un escalar, 
i Qué signiftcan geomclricamente estos conceptos? Se comieriira con la niuliíplicacidn 
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FIEMPIO 3 


por un escalar Sì v = («. h). enlonccs av (au. ah). Se encuentra que 
i a v ~ *■ (i~h~ — ul\ lâ~ + h’ - |a| |\ 

F.s dccir. 


Magnitud de av 

Mulliplicar un vector por un escalar difcrente dc cero ticnc el efecto dc 
multiplicar la longitud dcl vcctor por el salor absoluto de ese cscalar. 


Mis aún. si a > 0. cntonccs av está en cl mismo cuadrantc quc v. y por lo tanto la 
dirección dc av cs la nusma quc la dirección de v ya quc tan '(aA/aa) - tan (n a). S. 
u ■ 0. cntonces av tiene dirección opuesta a la dc v F.n otras palabras. 


Dircceión de av 

Dirección de av = direcciôn de v, si a > 0 
Dirccción dc uv = (dirección dc v» + rt si a • 0 


Multiplicación de un vcctor por un escatar Sea v - (1.1). Entonces lv_ _ >_l - l__ 

ô \ pv - c.:, .s -:••: rddindâirtás 2* •< 2) (-2) 

_ 2 S "2 = 2|v|. Asi. la dirección de 2v es n/4. mientras quc la dirección de es 5rr 4 
(vea la ligura 3.6). 


V 

i 



n) £1 vcvtor oríginal > 



Hgura 3.(> 


r.l vector 2v ticnc la niisma dirccdón quc \ y cl doblc dc vu magtutud 
I I vcctor -2v ticnc dirección opucsU a v y el doblc de su magmtud 


♦ 


Aliora suponga que sc suman dos vectores u = (tf|, M > v - (u : . h z ) como en la 
0 -^ 5 ! « vt uc cl veclor .-»• (<*, - ■*:• * * »>,* 

iravladando la rcprcscnlaciòn dcl veclor v dc mancra qoc su pnnlu m.ua uunuda ce 
elpuntoirniîmdCa . Mde|yector u Poriotanttì.íepwde obtener et v«etor u 
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+ b, - />.) 


t ÌRura 3. -T I.a rculj del paj’j|el»*grarn»i para sumar veclorcs 


dibujnndo un paralelogramo con un vêrticc en cl origen > lados u v v. Cntonces u - v 
e> el vccior que va del origcn a lo Inrgu dc In diagonnl dd parnleloermno. 

.Vo/tf. Como un segmento dc recta es la distnncin más corta cntre dos puntos sc deducc 
de inmediato. dc la figura 3 7. quc 


Desigunldad dcl tríángulo 

II + v| 5 |u + )v) 


(5) 


P " r ra/oncs Muv- son obvias cn la figura 3.7. In dcsigualdad ($> sc lluina dnigualdad 
del Irúingulo 

latnbién se pucde usur In tlgura 3.7 para obtener una rcprcsentación geométrica 
del vector u \ Camo u - u v + v. el vector u \ cs d vector quc se dcbc sumar n 
v pnra obtcner u. Estc hecho se ilustra cn la íigura 3.8o l n heclto similar se ilustrn cn 
la ligurn 3.8 h. 




Mauru 3.8 Us vcctorcs u v y v u tiencn la misma magnitud pero 
direcciones opucstus 
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♦ 

• tO. I) 


j 


0 


(I. 0) 


► r 


Fijjura 3.9 Los vcciores i > j 


Existen dos vectores espccialcs cn V 2 que nos permiten rcpresentar otros vec» cs 
cn el plano dc maneraconvenientc. Sc denota cl vcctor (1.0) por el s.mbolo. y e vcctor 
( (, |, por el simbolo j. (Vea la figura 3.9.) Si v = («. h) cs cualqu.er vcctor en el plano. 
entonces como (o. b) = «(1.0)+ M0. 1). se pucde escnbir 


v = («. h) ~ ui *• 


( 6 ) 


Con csta represemaciôn se dice que v está resucho en sm componentcs hortonlal y 
veriica! I os vectores i \ j tienen dos propiedades: 

i. Ninguno de ellos es mûltiplo del otro. (Hn la tcrminologia dcl capitulo 4. son 
linealmente independienies .) 

ii. Cualquier vcctorv se pucde cscribircn têrminos dc i > j como en la ecuactón l»). 

Mota hislórica. Hamilton usô por pHmora vc, lossimbolos ‘ V 

romo iina cantidad rle la íorma a + M - c j - </k, donde a es la pa.u esc ala. y Çj 

. J k es la "parte vectorial". En la sección 3.3 se escribirân los vor tores en el espuc.o 

la forma />i + cj * dk 

Baio estas dos condiciones se dice que i > j lorman una base en I : . F.n cl capiu.lo 
4 se esiudiarân las bases en espacios vectoriales arbitranos. 

Ahora se dcfinirâ un tîpo de vector que es muv ut.l en c.ertas aplicacones. 

DEFINICIÓN 3 Vector unitarlo Un vcctor unitario es un vector con longitud I. 


n ..vinr ■■ =x/ i r>li j- (\'T'2)i es un vector unitario >a quc 

EJFMPLO 4 lln vector umtano Ll vectorii (i -)t ->> - 




t Hnlaceuactón(6)sediccque'«rpuedecsctibircamcunaro«teidr.Wdciyj S*^udiarielc««(HO 
■lc combina-Si'n lincal en la sccc.nn 4 * 
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EJEMPL0 5 

EJFMPLO 6 

Solución 




t 



I luura J.IO El punto lerminaJ de uu veetor umtario quc ticnc su punto imcial cu el orii-cn 
cstu sohre el eirculo umtario 


. Sl “ :i u " ai ~ f, Ì un v ’ector unitario. Entonces u \<r - h'- = |. de manern que a'- + 
h- - I \ o se puedc reprcsentnr por un punto en el ttrculo unilario (vea la figurn 3.10) 
Si 0 es la direcdón dc u. entonces es claro que a - cos 0vft= sen 0. Así. cualqutcr 
vector unitario u se pucdc escribtr en In íbrma 


Hepresentaeiôn de un vector unitario 

u = (cos 0 )i + (sen ft )j 


dondc 0 es la dirccción de u 


Cômo eseribir un vector unitario como (cos tì)i + (sen 0)j El vector unitario u 
(1/2)1 + (\3 -2)j del ejemplo 4 se puedcescribiren la l'orma de (7)con tì cos'*( I 2) = 


lambiên se tiene (vea el problema 17) 


Sea v un \ector diferente de cero. Fntonccs u v/jv| es un vector 
uniiario que tienc la misa dirección qtie \ 


t citno encontrar un vector unitario enn la misma dirección quc un \ector dado 
difercnte dc cero Encuentre un vector unitario que tiene lu misma dirección que v = 

Aqui |v| = \4 + 9 = \ r Ï3. p<\r lo quc u = v»v| = (2/VTT )i - (3/vTTj I es el vector que se 
busca. 
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PROBLEMAS 


Se concluve esta scccion con un rosumen dc las propiedades Jc los veciorcs. 


Tabla 3.1 

Drfiniciûti 

Ohjcto intuiliva 

t ti dbjclu qitc tltrnc 

Vcctor > miignituil \ dircceiún 

Ntagmtiul 

'I (o limgitudldc > 



(cn estc Jíbujo 


a 2) 

/h V * 



ii 


l >pir>HÌn cn lcmiinns ilc cnmponcntcc >i 
u = M,i Hjj. ' l'|l + l'jî* > 

U = (M|.Md. * ' (l'|. I'í' 

l-jl+V.j O IV,. V.) 

v'vj » vs 

ltV|Ì + riv.j O («> ,.av ; l 

—> ,i - >',j «I I V.) II -ll • V.| 

(M| + V||i-(Mi + V;lJ I* (M| * V t . M. + l'jl 

(m,- r,)H («}-vjU o (m, - 


3.1 

Autoevaluación 

I. -Un vector cs 


HÈIÌlM 


plf 


dos puntos cn cl plano n 

b. un segmento dc recta cntre dos puntos 

c. un scgmento dc recta dirigido de un punto n otro 

d. unn colccción dc scgmcntos dc rccta dirigidos cquivalentcs 

II. Si P = (3. -4) y Q * (8.6). cl vcctor P& ticnc longitud-. 

«. |31+ -4( (3) ; + MP___ 

c. (3 - H? + (-4 - 6** «*• 'fà + (6 " (-4W 

HI. La dirección dd vcctor (4.8) cs_ 

a . a b. tun '(8-4) c. (> 

IV. Si u =(3.4) y v - (5,8). entonces u - v 
a. (7.13) b. (8. 12). 


c. (2.4) 


iiai 

M/M'' ii 1 .! 


d. lan '(') ♦ 


d. (15.32) 


V. Si u = (4,3). entonccs el vcctor unhario con In misma dirccción es que u cs 
a. (0.4.0J) t». (0.8.0.6) c. ({,ì)h **• 


Respuestas a la autoevaluación 

l.d II.d III d IV.t) V.fr-fl 
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1. 

» =<4.4| 

2. v (-4.41 

3. 

1 

4. 

v - (-4.-4) 

5. v=(vT. 1) 

6. 

V 

7. 

v 1-l.vT) 

8. v - i 1. 

9. 

V 

10. 

v (1.2) 

II. v (-5.8) 

12. 

\ 


En I<h problcmas l al 12 cncucmre la mujinitud y dirccciòn del vcctor dado 

(4.-ÍI • 

(I.v3) 

■i-i.-vTi 

(II.-141 

IJ. Sea u = t'2, ì) v v (-5. 4|, Encucntrc: a) 3u: b)u * v. civ u: d)2u-7v Bosuucjc 
csios vectores. 

14. Sca ii 21 - 3jy v =-41 -6J Encucntrc: a)u -v: biu \ ciíu: di-7 V , r»Su- 
3v; fi4v - 6u Bosqueje cstos vcctorcs 

15. Mucstrc quc los vectorcs i \ j son vcctorcs unitarios 

16. Dcmucstre que d vector 1 1 \T)I - (I v2 )j cs un vcctor unilano 

I . Dcmuestrc quc si v - /i h\ * 0. entonccs u = irr'Vo" • h' iì — ih \u- * »j cs un vcclor 
unitario que ticne Li misnia dirccciòn quc v 


En los problemas 1S al 21 encuentrc un vector unitario quc lcnga la mtsma direcciòn quc cl 
vcctor dado. 

18. v - 21 * 3j 19. v-l-J 

20. v -31 * 4j 21. v n\ - ijj; a • 0 

22. Si v = ul - 6j.demucstrequc<•; Vn ; + h z cosOy bNa : + /-• sen0,donde<icsladireccion 

de v. 

23. Si v 2i - 3j. cncuentrc scn u v cos H. 

24. Si v = 3i 8j. cncuentre sen 0 y cosU 


I n vector v ticne dirección opucsta u la dcl vcctor u si dircccmn dc v dirccción dc u - f.n 

*° s problemas 25 al 28 encucntrc un vector unitario v quc tcnga dirccción opucsta u la direcciòn 

Jel v ector dado u 

25. u I - j 26. u = 2i - 3j 

27. u =-3i + 4j 28. u = -21 - 3j 

29. Scau 2 i 3jvv--l 2j Encuentreunvectorunitarioquctcngalamismudircccionquc 
«1 u -v, b) 2u - 3v; o3u - 8v 

30. Sca P = tc. r/1 y Q - (c = u. </ -r />) Mucstrc que la magnítad dc P{) cs v,j : - i< : . 

31. Dcmucstre que la direccion dc PQ en el problema 30 cs la misma que la dirección del 
vector tu. />i [.S'jjx'<tc/H7i; si P (n, h), dcmucstrc quc la recta quc pasa por los puntos /’ 
> Q c.\ paralcln a la rccta quc pasa por los puntos 0 y R | 

En los problcm.Ls 32 al 35 cncucntre un vcctor v que tcnga la magnitud \ dirocción dadas 

32. |v: =3; II = tt.'ft 33. [v = 8; « rt/3 

34. |v - 1; 0 - n 4 35. iv -6:0 2n/3. 

•36. Dcinucstrc de manera algcbraica les dccir. cstrictamcnte de las dcliniciones dc suma > 
maaniiud dc vectoreslquc paracualcsquicradoï vectores u y v, u • v u < |\ 

37. Demuestre quc si u y v son difcrcnles del vectorccro. cntonces u * v - ii • |v si v solo 
si u cs un mûltiplo cscalar posilivo dc v 
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MANEJO DE CALCUIADORA 

Muchas opcraciones con \ectorcs sc pueden rcnhzar en la Tl-85. 

TI-85 

Sc introduccn los veclorcs usando parcntesis cuadrados. Así. f 1.2J cs el vector 11. -1 Sc oprimc 
que ponen la calculadora cn cl modo dc vectores. I na vez que sc introduce 


2nd 


VECTR 


un vector sc puedc guadar cn incmoria dc lu misma forma quc se guarda una matriz. Paia calculat 
la niaaniiud dc un vcctor, primero sc cambia la calculadora a modo de v ectorcs. despucs se 

dará 


Qî 

(norm/ 

ALPHA 

0 


oprimc | F3 j para entrar al modo de (MATH). Luego | F3" ’[ norm/ 

la magnitud dc. I. Tambi ên se pucde e ncontrar la magnitud v la dirccción de un vcctor al mismo 
ticmpo. Oprima I 2nd 1 1 VECfR | F4 ictiquetado (OPS». Oespucs de el vcctor cn I : 


scguido de | F3 | 


ENTER 


. l.a tecla f F3 etiquctada ahora ►Pol), dondc “Pol" dcnota 


da eomo rcsultado [I 114213562.'7 


ta i’orma polar. Por cjemplo. (1.1 ] F3 ^ENTER 

/L ,7853b81633971 si la calculadora cstá en modo dc radinnes, v 11.41421356237 .. 45) si la 
calculndora esta cn modo de grados. 

Soia 1. Cuando se usa la funcicm “Pol”. lu dirccciún está dadn comû un número en el intervalo 
|-n. a) (|-180. 1801). 

Sota 2. Por supucsto. cualquier calculadora que pucda calcular cuadrados. raiz. cuadrada) la 
invcrsâ de la tangentc pucdc calcular la magnitud v dirccción dc un vector. F.l proccdirniento 
dado aqut sólo simplifica cstos cálculos, 


A > lt Dcspuès. por cicinplo. 


01 

ALPHA 

0 

IGD 

□1 

ALPHA 

0 


ENTER 


dcsplcgara el vcctor 2A - 3B. 


En los problcmas 38 al 49 utilice la calculadora para cncontrar la magnitud > dirección <cn 
radianes > grados» de cada vector cn I 


38. 

11.735. 2.4371 

39. 

(1.735. -2.437) 

40. 

(-1.735. 2.437) 

41. 

(-1.735.-2.437) 

42. 

(-58.99) 

43. 

(-58. -99) 

44. 

(58.99) 

45. 

(58. -99) 

46. 

(0.01468. -0.08517) 

47. 

(0.01468.0.08517) 

48. 

(-0.01468. -0.08517) 

49. 

(-0.01468.0.08517) 
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MATLAB 3.1 


Informadán dcMATLA8. Introduzca un vector como una matri/. dc 2 < I o dc .ì» I. La suma 
y muitiplicación por un cscalar cs la misma quc para las matriccs. 

Prtniucio escahir de u y v u’*v 

Uagnìlud flongitud) de v: sqrt(v'*v) o norm(v) 

Pireeción de v vea cl cjemplo 2 y use cl hccho de quc tan ‘(c) se encuentrn con ulin(r). 
Gráfhas: varios problemas usan gráficas. Sc proporcionan instrucciones cspecificas cn cada 
problcma. Información gcneral ùtil para sistcmas IDOS para rcercsar a la pantalla de 
comandos después dc vcr una gráfica se oprimc cualquicr tccla. Para vcr la pantalln dc 
gràficas si cstá cn la de comandos sc da cl comondo shc 

1. a. I.'tílicc MATLAB para vcrificar los resultados obtenídos con lapiz y papcl para la 

magnitud y dirccción dc los v cclores de los problcmas impares 1 al 12 dc esta seccion. 

A »ta. .3 se encuentra con sqrt(3). 

b. Lìilice MATLAB para encontrar la magnitud y direcciòn dc los vcctores cn ios problc- 
inas pares 38 al 49 cn csta sección. 

2. Las combinacioncs linealcs dc vcctores serán importantes cn el trabajo futuro Lste 
problcma dcscribc una manera dc visualizar las combínacíoncs lincalcs dc vectores en cl 
plano. (\'ca tantbicn el problema 3 siguicntc.) 

a. Sc quieren graficar vnrias combinacioncs lineales dc dos vectorcs dados en cl mismo 
conjunto de ejes. Cada vcctor scra rcprcscntado por un recta de 1 0.0) nl punto tcrminal 
dcl vcctor. Sean u y v dos matrices (vcctorcsi de 2 * I dadas Se quicrcn graficar varios 
vcctorcs z. donde z = <m +• b\ para -1 S a.b ■- I para uyudar a la comprcnsión de la 
gcomctria dc una combinación lincal. Lca la nota sobrc grá/has dada antcs dc estos 
problcnias de MATLAB. 

Inuoduzca u y v elegidos por ustcd tales que no sean paralclos. Dc lo síguicntc: 

w = u * v: ww = u - v; aa = |u v' w' h» |; M = max(abs(aa)); 

axis(’squarc'); a\Ls(| M M -M M|) 

plot(|0 v( 1 )|,|0 v(2)|.|0 u(I)|.|0 u(2)|) 

huld un 

gritl 

Con esto vcrá u y v graficados. 

a-lïb-l; 
r = >‘u + b*v; 
plot(|0 z( I )|.(0 z(2)|,c5) 

Si csta usando MATLAB 4.0, dé la instrucción dc axis después dc cada instrucciòn 
de graficado. 
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[Mj 3. 


Rcnim cinco vcccs los trcs rcngloncs dc comandos antcriorcs. pcro modifiquc la 

* h >r»n n * li b • 1 (Rccucrdc quc puedc usar tus ftechas hacia » 

Obscrvc ígeìmctria dc cada combinación lineal conformc obtcnga cada graf.ca 

w ««.» -tf-» * “■”"*» 5 "' v “i;r. to v ì8 írr 

i ’c7' v eliia P' vr to mcnos oiras se»s u > b puru 

rrv», -f s v ìL’fSL» v— i» •—* i 
"SïSr— ."i' '•» """»•»«* rr**r “ î;fí" 

. , ■« ,•,«• v ,.iiia oor lo menos otros seis valores dc <» v b para 

*£££!?■. Jpíinicos «*». Ob»>« b S »m«* S •'<!»""» * 

linealcs? . . ,. - 

A, ..onto.... <i comien» con » , « 

b. Sigu.cndo las instruccioncs anteriore*. cxpiore u h 

r ' UJ '\Hcrminar estc problcma. dc cl comando holil ofT 

,, h, wnm h m\ Dados dos vectorcs no paralclos en cl plano. 

(Lsieprohlema usa t/ anhno » u ... lincaldeestosdosvectores. 

se pucde escribir otro vectorcn d ï£ , a v isuali/ación 

El urchivo lincomh m contcmdo en c isto le arC hivo con extensión m 

Dc d comando hclp Hncomb para tencr una descnpaón dc cste ar = , 

Scan u v v dos vcctorcs dc 2 ■ I q«e «o J“ ra ^^, qu te r ,ccta v apareccra 
Dé lincnmbiu.s.vs) Pnmcro scra grnficadostt. I ^ i J.fcrcntes 

la gcomctria dc w escríta como una combmación Imcal dc u > v tscpi f 

vcctores w, u y v. 


EL PRODUCTO ESCALAR Y LAS PROYECCIONES EN I 

En la sección 1.6 sc defmin el prodncio esealnr de dos veeunes. Si u - («u Ml’ 
(un. h 2 ). entonces 


U V =íJ,tJn^ P\ P 2 


Ahora l}ttpf//har€ON/Ql.blogspot:ùonh Jel proílucI " 





5 ’ Fl prtxlui id esciUr y las proyocciitoeí on I 



de ccro. 





Hsia defìniciôn sc iliistra cn la figura 3.11. Obscrve que <p sicmpre sc puedc elcgir 
1 sea un ángulo no ncgalivo cn el intcrvalo [0. rrl. 


Hgura 3.11 Angulo yi entre dos vcctores 


TEOREMA t Sea v un vcctor. Entonces 




|V)3 = V V 


gEEl i il BB @ 


ffl 
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Demastradón Sea v = (o, b). Entonces 


4 

|vp ^a 2 + b 1 


y 

v.%• — ( tí , b) (a.b) = a a + b b~a ] + b 2 = Jv| 3 


♦ 


TEOREMA 2 Sean u y v ck« vectores diferentes de ccro. Si q> cs el ángulo crtre ellos. entonees 


costp- 


U V 

15 m 


(3) 


Demostración Uleydeloscoscnosíveaelproblema^.S.IO.páginaíZ^ícstablecequceiieltriángulo 

de lo figura3.12 








t-icuru J.12 Triángulo con lados FiguraJ.IJ rriángulo con lados 

a.b ye W.|vlytv-u| 


c 2 ~ a 2 + b 3 - 2ttf> tSOS.C 

Ahora se cohxuin las reprcsentaciones de u y v con los puntos iniciales en el origcn tlc 
tnancra que u 4 < a „ />,) jr v « (a„ b 2 ) (vea la lìgura 3.13). Entonces de la ley dc los 
coscnos. |v - u|" * |v| ï + • 2|u| |vl, cos q>. Pero 


àeùi 

i 


tnorcnu 1 rfl), 

l 


V - «* 


(v - u) • (v - u) ® v ■ v - 2u ■ v + u - u 
(vj- - 2u • v + |ul 3 


Asi, despuiis de restar |vp + |u|’ cn ambos lados dc la igualdad. >e obtiene -2u ■ v ~ 
~2|u| M cos 9 , y cl icorema queda demostrado. 
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FJFMPLO t 

Solución 



EJEMPLO 2 

Solución 

TEOREMA 3 
Demostración 

DEFINICIÓN 3 


Observaciôn. Usando cl tcorcma I se puede definir el producto cscalar u \ como 

<UJ v = u \| cos >p 


Cálculo del ánpulo cntre dos vectores Encuentrc cl ángulocntre los \ cctorcs u 2i 
♦ 3j y v = -7| + j. 


u v * 14 + 3 ~ -11, u| = V2 : - 3 : = vTT v v| = V(-7) : - l : = \50 Asi 

-II -II 


COS c» = ■ 


II V 


u! v! S JTT V50 \ r 65Ô 


= -0.431455407 + 


de manera quc 


<P = cos '(-0.431455407) = 2.0160: t= 115.6°) 


♦ 


Nota. Corno 0 < p < t. cos 'tcos o) = 


Vectores paruldos 

entre cllos cs cero o u 
o direcciones opuestas. 



Dos vcctorcs paralelos Dcmuestrc que los vectores u = (2. -3) v \ - t-4. 6) son 
paralelos. 

u v -8- 18 -26 -26 ^ 

cos g u v| = vTJ vTT vTTí^ vT? > 2( n ) ~ 

Por lo tanto. ip = a (de mancra que u y v tienen dirccciones opticstas i ♦ 


Si u * (I. cntonces v = au para alguna constantc a si > sólo si u > v son paralelos. 

La prucba sc deja como ciercicio (vea el probtcma 35). ♦ 


Vcctorcs ortogonules Los vectores u y v diferentcs dc ccro son ortogonalcs (o 
perpcndicularcs > si el lingulo cntre ellos es it/2. 


r Litos numctos. al inual (|uc olros cn el libro. sc ohlus icron cun ima catculaJoi.i 
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EJtMPLO 3 Dos vcctorcs ortogon»ks Dcmueslrc quc los vectores u - 3i 4j y v H 'json 
ortogonales. 

Solución u v-3 4 4 3 = 0,Estoitnplicaquccos<i> iu v)/(|m |v|) = 0y comotpcstàencl 
intcrvalo |0. tiJ. <,'* = a/2. * 


TEOREMA 4 l.os vectores u y v diferentes dc cero son ortogonales si y sólo siuv-0, 
Domostración Esta prueba también sc deja como ejcrcicio (vea e! problcma 36). 


Muchos problemas interesantes >c retiercn a la noción dc la proy ccción dc un s cctor 
sobrc otro. Antcs de definir csto. se dcmuestra el siguientc tcorema 




HllHllMlilll'ilHiil.Vti IV'uV l.i'i'ilitili’il 
luUUUutMls 1 . ‘! lìUiulV) 1 1 1 1, i;! 1 PAUui Lllj ill 1 



Los vcctores u. v % w sc ilustran en la figura V 14, 





> Pm 


Fìgura 3.14 El vcclor vv u u - - v cs onoconaî a v 
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Observación I. De las figuras 3.14 y 3.15 y del hccho de que cos y - < u v)/<ju| [v| ). 
se encuentra que 



FÌRuraJ.tS a) v y prûy, u ticnen la misma dirccción si u » • 0. h) v y proy, u 
ticnen direcciones opucstos si u v 0 


Ohscrvuciân 2. Se puede pensar en la proy v u como la “v-componcnte" del vector u 

Ohsenuciún 3. Si u y v son onogonales. entonces u » -fi de mancraque proy v u - 0. 

Ohsenución 4. I ina definición altemativa de la proyección es: si u \ \ son vectores 
diferentes de cero. entonce^ proy v u es el único vector con la Mcuiemes propieJades 
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i. Proy, u es paralcto a \ 

ii. u proy, u es ortogonal o v. 


EJEMPLO 4 Cálculo de una proyección Sean u = 21 + 3j y v = i + j. Calcule proy, u. 
Solución Proy, u = (u v)v v : = [5/(^2 ) 2 ]v = (5/2)i + (5/2)j ( vea la tìgura 3.16). 



Figura3.l6 l.a proyccción de (2,3)sobrc(l, 1)cs(t. |) ♦ 

EJEMPlO 5 Cálculo dc una proyección Sean u - 2i - 3j y v = i + j. Encuentrc proy, ii. 
Solución En cste caso (u v), v| : = asf. proy, u =-;i - j (vea la figura 3.17). 


y 




PROBLEMAS 


' ~ Fl pr dui l'i evTjtaf v l.i' provo int*»en | 247 


3.2 

Autoevaluación 


'• :.v 

l(1 ' c. 0 

II. (3, 4J (3.2)»_ . 

«. <3 + 3X4+2) "3Ó 

b. (3K3)M4X2)»I7 

c. <3 - 3)(2 - 4)» 0 

d. (3K3)-<4X21=1 


lll'lllf 11111 » 


III. El coscno dcl àngulo entre I + j c i - j es 
». (M * OJ 

c. Û 

IV. Los vcctores 21 - I2j > 31 + (i)j son 

a. ni panilclos ni ortogonalcs 

b. paralclos 

c. ortogonalcs 

d. idénticos 


M 



mmm 

ìllilll 


u 


1 

nnniinni 1 


N 


r 1 :m\\ 

b. 






1»! 

1MAll^ 

rl llUPi 

r vr 

d. 

u w u 

lllm illl , tii'l 1 i illlll V ll' '1 i 


l»l 


ïH W: 1 




En los problemas I al X calcule cl producto cscal.tr dc los tlos vectorcs > cl coscno dcl ángulo 
entrc dlos. 


I. u = i • j: v = I — j 
3. u - -5i; s - I8j 
5. u 21-5 j; v = 5i-2j 
7. u -31 * 4j ; s -21 - 7j 


2. u 31; v - 7J 

4. u rii. \ - |tj; u, |' realcs 

6. II 21 + Sj; V 51 - 2J 

8. (i 4i + 5j: v = 51 - 4J 


9. Dcmucstrc qitc para cualcsquiera númcros rcalcs u y |1. los vectores u 
- otj son ortogonalcs 


- ui |tj y > = (ti 


10. Scan u. v y « trcv vcctores arhitntrios. Expliquc por quc cl producto u v »» no e.uu 
defimdit. 


F.n los problcmas 11 al l(> dctcmnnc sí los vcctorcs dados son ortogonales. parulclos o nmguno 
de los dos. Lîcspués bosqucjc cada par 

II. u- 3i+5j;v -61-IOj 12. ii 21 • 3j: v - 61 - 4j 

13. u = 2i f 3j; v =* 6| * 4j 14. u = 21 + 3j; v=-6i +4j 


Respuestas a la autocvaluación 
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15. u = 71; v = —23j 1<». n = 2l-6J;v -l ► 3J 

17. Scan u 3l + 4j > v - I • uj l)elcni>inc a tal quc: 

a. u y v son ortogonalcs b. u y v son paralclos. 

c. I-l ángulo entrc u y v «1. E1 nngulo entre u y v 

cs n/4. cs 

18. Scan u 2i + )J y v ui -2j. Dctcrminc u tal quc 

a. u y v son ortogonalcs •>. u y v son pantlclos 

c. Ei àngulo entrc u y v «I. El ángulo cntrc u y v 

es 2tt/3. cstti'3. 

19. Enelproblcma 17demucstrcqucnocxlstcunvalor Jeuparadqucuv v ticncndireccioncs 
opucstas. 

20. En el problcma 18 detnucstrc que no cvistc vnlor tlc u para el quc u s v ticncn lu mìsma 
dircccibn. 


En los problcmas 21 nl 30 calculc proy, u 
21. u = 31;V = i + j 22. u = -5J;v i-J 

23. u * 21 + J; v = i - 2j 24. u - 2i 4 3j; v *i • j 

25. u - i + j; v 2Ì-3J 26. u = l-J;v ■ 2i-3j 

27. u = ui - [ij. v i - j; u y |l rcalcs positivos 

28. u i J; v = rii *■ pj; u y J1 rcales positivos 

29. u ul |lj; v = I + j; u y P rcales posìtìvos con u > |1 

30. u ui |ij; v = i • j; u y p rcalcs posilivos con u < |l 

f 31. Sean u =<f,!->■/) j y v a,i - Fstablc/caunacondicibn sobrcu,. />,..r. y/ ,que nseuurc 
quc v y proy, u tcngan la misma direccinn 

^32. Enel problcma 31 csUiblczca unacondición quc asegure quc v y proy. u tcnçan dirccciones 
opucstas. 

33. Scan H - 12. 31. Q (5. 71. fí - (2. 3»> .S < 1.2). Calculc proyK$ > pros £ l'O 

34. Sean P = |- 1. 31. Q ~ 12,4). R = 1-6, 2) y S = ( 3.0» Calculc pmy, • $ > proy ro 

35. Prucbe que los vccloresdifcrcntcs dc cero ti y v son paralclossi y sòlosi v uu p->ra .ìlguna 

consuntcu, | Dcmucstrc quc cos ip ±1 si y sòlo si v uu | 

36. Pruebe quc u v v son ortogonalcs si y solo si u ' 0 

37. Iîcmucstrc quc cl v ector v - <ri • bj cs ortogonal a l.i recta <« *• b\ * c - 0 

38. Dcmuestre quc cl vcctor u />i - rij es parulclo a la recta 

39. I n triangulo ticnc vertices(1.31,(4. -2» y i -3.6> I ncucnire cl coseno dc cada ángulo 

40. Un triòngulo licnc vcrtices(u t , 6,). (u ? . h .»\ |o,. Ai». I.ncucntrc la lònnula parn cl coscno 
dc cada ángulo. 

•41. I j> desigualdad dc C auchy-Schvvar* cstablcce quc para cualesquicrn numeros rcalcs ,i,. 

a : . />, y /> : , 


X - X "i 
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Lnlicecl productu eccalar para probnr csia fórmula. ,,Hujo quc circunsuncias >c pucdc 
sustímir la dcsigualdad por una içuuldnd? 

42. I'rucbc que la distancia ináscortacntre un punto v unn rccta se midc por una linca que pasa 
por el puiuo > cs pcrpcndicular a la recta. 

4J. I ncuentre la dislanciacntre/’- (2.31 > larccta que pasa por los punios <J ( I. 7*> R - 
I5). 

44. Cncucntrc la distancia entrc (3. 7| v la rccta quc va a lo largo del vcctor v 21 - ji que 

pasa por el origcn. 1 

45. Sca I una matri/ dc 2 • 2 lal que cada columna cs un v ector tinitario> quc las dos coluinnas 
son ortogonalcs. Demucstre quc I es invcrtihlc > que I 1(1 >c cmoce como ruatri* 
ortognnal.) 


MANEjO DE CALCULADORA 

Es sencillo cncomrar cl producto punto en ambas calculadoras TI-85 \ t'ASIO fx-77(io GB 


Tl-tt!ï 


Presionc 


2nd] 

VECTR 


<NL\TH' F4 


iscguido de |3. -IJ. |4. 5|» 


2nd 

' 

\E(TR F3 

MATH) 

3 


ENTER da como resultado un 7 L)e igual iimncra. al oprirnir 
tunit se ohticnc V unltario. si despucs >c 


intriHlucc un veclor > scoprimc FN IER. apareccrá un vccior unitnriocon la misitiadireccion 
quc cl vcctor quc se dio. 

lantbién es fócil calcular una proyccción Si se introduccn l' v \. entonccs 
(dot i L. \ i dot (V. Vi • V darà prov x IJ. 


CASIO fx-7700 GB 

I I producto punto sc pucdc calcular mcdiantc la mulliplicación de mainces. Por cjemplo. si t 
cs una rtuitnz de I x 2 (vecior rcnglúnl >\ cs una rnatric dc 2 x I (vcctor columnai. enionces 
U\ es igual a 11 V. La Ca.sio no inancja cl producto punlti dircctanicritc 

I n los problcmas 4(> al 50 utilicc una calculadora pura cncontntr un vecior unitario que tenca 
la mísma dirección quc cl vector dado 

46. (0.231.0.816) 47. (-91.481 48. (I2*»5. 7238i 

49. (-5.2361. 18.6163) (-20192.58116) 


F.ii los prublemas 51 al 54 ulilice una calculadora para cncontmr la pro>eccíón dc u sobrc > > 
bosqueje u. v y pro> ( u. 

51. u = (3 28. 5.19, v-|-6 |7.- || 526) 

52. ii (0.01629.-0.03556),v =(0.08171.0.00119) 

53. u (-5723. 4296). v - 17171.-9816) 

54. u-(37155. 42136). v (25516.723851 
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MATLAB 3.2 

I Para los pares dc vectorcs cn los problcmas 2lal 26. veritiquc los vcctores proseccioc 
calculados con lâpiz y papel usando MATLAB. (Consulle la información dc mancjo de 
MATLAB antcrior a los problcmas de MATLAB 3.1.) 
fMl 2. (Kite probltma usa el anhivo prjin m) El problcma sc rctîerc a la visualización dc las 
L — proycccioncs. Utiliza el archivo prjtn m quc sc cncuentra cn el disco dispomble. Para 

obténer información sobrc estc archivo con cxtcnsión m dé el comando hclp prjtn 
Para los pares de vcctores u \ v dados enscguida: 

a. Introduzca u y v como matriccs de 2 * 1 y calcule p proyecciòn dc u sobre v 

b. Dê d coinando prjtn(u.v). (F.stc archivo desplicga u > v en la pantalla de gnificas 
Oprimn cualquicr tecla y bajará una pcrpcndícular dcl punto tcrminal dc u hasta la recto 
determinada por v. Oprima cualquier tccla y sc indicará el vector proyección. i 

c. Micntras obscrva las gráficas en la pantalla, vcrifiquc que cl vector p graficado sea cl 
vcctor calculado cn o). Localicc cl vector tparalelo ai u p ôCuál cs la relación 
gcométrica cntrc u - p y v? 

Lu«|2;l| v = |3:0| ii. u = |2:3| v = |-3:0| 

iij, u = 12; 11 v = |-l;2| iv. u - |2:3| v|-l:-2| 

v. F.liia sus propios vcctorcs u y v (al menos tres parest. 


3.3 VECTORES EN EL ESPACIO 

Se ha visto que cualquier punto en el plano sc puede represcntar como un par ordcnado 
de números reales. De tnanera anâloga. cualqttier punto en cl espacio se puede reprc- 
sentar por una terna ordenada de números rcales 

(o.b,c) W 


C 3 

Origcn 
cjc x 
cjc.r 
ejc Z 


Los vectores de la forma (1) constituyen el espacio C 3 . Para representar un punto en el 
espacio. sc comicnza por clegir un punto en I. Sc I latna a cste punto cl origen. denotado 
por 0. Después se dibujan tres rectas perpcndiculares entre si. a las que se Hama el ejc 
x. el ejc v y el cjc ;. Estos ejes se pucden seleccionar de muchas mancras. pero la mas 
común tiene los ejes x \ v horizontales y el eje r vertical. Sobrc cada eje sc elige una 
dirección positiva y la distancia a lo largo de cada eje se midc coino el nútnero de 
unidades en csta dirección positiva a partir del origen. _ 

Los dos sistemas hásicos para dibujar estos ejes se describen en la liguru 3 18. Si 
los ejes sc colocan como cn la ftgura 3.18«. entonces el sistcma se llama sistemn 
derecho; si se colocan cotno en la ftgura 3.18/>. es un sistema i/quicrdo. Eri las lìguras 
las llechas indican ia dirección positiva de los ejes. La razón para la elección de cstos 
ténninos es la siguiente: en un sistema derecho. si coloca su tnano dcrccha de manera 
que cl dcdo índicc sehalc cn la dirección positiva del ejc v mientras que el medio apunta 
en la dirección positiva del cje v. cntonccs su pulgar apuntará en la dirccctón positiva 
del eje r. Este concepto se ilustra cn la ftgura 3.19. La misma regla l'unciona para el 
sistema izquierdo con los dedos dc la mano izquierda. En el resto de esle libro se seguira 
la práctica comun de describir los ejes dc coordenadas usando un sistcma dcrecho. 
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Planos 

conrdcnados 




higuraJ.IS u|| n sistemadcrccho. b) L'n sistcma izquierdo 


r 



Figur» 3 . 1 'I l.a mano dcrecha mdica las dircccioncs dc un sistemn dcrcclio 


l.os tres ejes en nuestro sistema determinan trcs planos coordcnados. quc se llamun 
plano xy. plano vr v plano tc. E1 plano xy contienc los ejes x > i y es simplemente el 
plano con el que se ha venido trabajando hasta ahora en la mayor parte del libro. Se 
puede pensar en los planos ,rr \ vr cn una forma similar. 

leniendo nuestra eslructura construida de ejcs coordenados \ planos. podemos 
describir cualquier punto P en I 1 dc una sola mancra: 


P = (ï. ,v.r) 


( 2 ) 


en donde la priinera coordenada x es lu distancia dirigida del plano i r a P < medida en la 
dirccción positiva dcl ejc x a lo largo de una recta paralela al eje n, la seaunda 
coordenada v cs la distancia dirigida dcsdc el plano vr hasta P tmedida en la direccion 
positivu del eje.v V a lo largo de una rccta paralela al eje.v) \ la tcrcera coordenada r es 
la distancia dirigida dcsde el plano yr hasta P (medida en la dirección positivu del cjcr 
y a lo largo de una rccta paralcla al eje r). 
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Sistema dc 
cíHirdenadas 
cartcsianas en t 


TEOREM>\ 1 


F.n este sistema los tres planos coordenadosdividen al cspacio I en ocho octantcs 
de la misma manera que en l : los ejes coordenados dividen al plano en cuatro 
cuadrantcs. Et octante en el que los tres ejes coordenados son positivos sicmpre se Utue 

^°' 11 K| C sistem*a coordcnado que acaba dc estableccrse con frecuencia se conoce como 
sistema dc coordenadas rectangularcs o sLstcma dc coordcnadas cartcsianas 
vez que la noción de describir un punto en cstc sistcma sca tamiliar. pueden cxtenderse 

muchas de las ideas a partir del plano. 

Sean P = (*„ y Q - (** y» dos puntos en el espacio. Entonces la distancia 
PQ entre Py Q èstá dada por 


PQ = V(x, - x 2 Ŷ + O i -Tj ) 2 + ~ *2 > 5 


(3) 


Solución 


Se pidc al lector que pruebe este resultado en el problcma 39. ♦ 

EJEMPLO 1 Cálculo dc la distancia cntre dos puntos en I ’ Calculc la distanua cnlre los pun* 
tos (3. -1.6) y (-2.3. 5). 

Jq = \[3 - + (-1 - 3) : + (6 - 5)* = V42 ♦ 

En las seccioncs 3.1 v 3.2 sc desarrollaron las propiedades geomêtricas de 
vectores en el plano. Dada la similitud entre los sistcmas de coordcnadas cn i< > • 

noes unasorprcsaque los n ectoresen l' > f ' tcnganestructuras muy sim.lares. Ahora 
se desarrollará el concepto de un vcctor cn el espacio. E1 dcsarrollo scguira dc cerçj i 
desanollos de las últimas dos sccciones. > por lo tanto. sc om.ttran algunos delalles^ 
Scnn P v Q dos puntos distintos en l \ Entonccs e! segmcnto dc rccta d.rig.do 
& es el segmento dc recta quc se extiende de P a Q Dos segmentos de recta d.rigidos 
son equivalcntes si tienen la misma magnitud y direccion. Ln scctor vn I 
conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos equivalentcs a un «gtnento derecta 
dingido dado. y cualquier segmcnto dirigido Pỳ en cse conjunto se llama una nprc 

scntacion del c cfiniciones sonjdénticas. Por convenicncia. se elige P en cl ongen 
para p<>der describir el vector v - ô & mediantc las coordenadas (x. y. z) del punto Q. 
Entonccs la magnitud de v = [v| = +y : - 2 (del teorcma I). 


Scgmcnto dc 
recta dirigido 
Vcctor cn I 3 


EJEMPLO 2 Cálculo de la magnitud dc un vector cn I J Sea v - (1. 3. -2). Encuentre |V 
Solución 


:v|^^I : + 3 j + (-2) j =vI4 


Sea u - (x„ y v = (.x,. y : . dos vectores y sea a un número real (escalar). 
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Vcctor unilario 

EJEMPLO 3 
Solución 


Suma dc vectorcs y multiplicación 
por un cscatar cn I 

U - V = (.V, + Xy.Yy +.»';, Z, 

au = (a.v,.av|.ar,) 


Esta es la misma definición de suma de vectores y multiplicación por un escalar quc se 
tenia: se ilustra en la figura 3.20. 



dt e) 

I icura 3.20 llustraciôn de lu suma dc vectores > la multiplicación por un cscalar cn I 


Ln vector unitario u es un vector con magnitud I. Si v es un vector diferente de 
cero. entonces u — v/)v| es un vcctor unitario que tiene la misma dirección que v 


Cálculo dc un vector unitario cn K 3 F.ncuentre un vcctor unitario que tcnga la mis- 
ma dirección que v = (2.4, -3) 

Como v = V5* -t- 4* + (-3)’ _ V29. se ticne 
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Ctpfuilo S 


V.-V trp'. cf I .* 


DEFINICIÓN 1 


Ángulos 

ilirectorcs 



Fifiura 3.21 Todos Un vectores que estao en esie cono forman tin ángulo •' 
con la partc posîtiva del cjc v 


Ahora se puedc dcllnir formalmcntc la dirccciòn de un vector cn I- No sc pucde 
dcfinir como el ángulo 0 que fonna cl vector con cl cje x positivo va que. por cjemplo. 
si 0 < 0 < jt/2. entonces existc un número infinito dc vectores quc tonnan un anpi o 
con cl lado positivt» dcl eje.v. > cstos vcctores juntos forman un cono (vca la I igura 3 -1). 


Dim'ción cn ta dirccción de un vector v en C 3 sc dcfine como cl vector uni- 

tario u = vflv|. 

1 ' 


Obscrvación. Sc pudo habcr dôfmido la dirección dc un vector v en I : de esta manera. 
\a quc si u - v/|v|. entonccs u ~ tcos 0. scn 0). dondc 0 es la dirccctón Jc s 


Scria satisfactorio dcfinir la dircccion dc un vcctor ' cn lírmmos Je aigunoî 
ánuulos Seav el vectorO^ descritoen la figura 3.22. Dcfimmos ti comocl anguh*cu rc 
V V el cic v positivo. P e! ángulo entrc ' y cl cjev positivo. y y el ánguk* entre ' > el e,t 
r positivo. Los àngulos a. p. > v son llamados ánRulosdlrectorcs dcl vector v. bntonccs. 

ilc la ficura 32L2. 
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Coscnos 

dircctorcs 


Núnicros 

dircclores 

FJEMPLO 4 

Solución 


cos u = — 

V 


COSP^ 


-r> 

COS V - — 
• V' 


(4) 


Si v es un vcctor unitario, entonccs |\ I v 


cos u = x„ 


cosp = v 0 cos Y = *o 


( 5 ) 

Por deiinición. cada uno dc cslos tres ángulos cae en el intcrvalo de |0. n] l.os cosenos 
de estos ángulos son Haniados coscnos dircctores del \ector \ Ohscrvc. dc la ecuación 
(4). que 


cos■ tt ♦ cos- p f cos- y = 1 


*n + .Vo + -Ì 


~ >r. + -5 

K - .»■$ + -i 


= I 


( 6 ) 


Si u . p y y son tres numeros cualcsquicra cntre cero y * tales quc satisfaccn la condición 
(6). cntonces deierminan dc manera ûnica un vcctor unitario dado por u - (cos u. 
cos p. cos y). 


Observaciòn . Si v-{a.b,c)y \ * 1.entonces losnúmerosu. b\c se llnmun númcros 
dircctorcs dcl vcctor \ 


Câlculo dc los cosenos directorcs dc un vector cn f. 1 Lncucntre losci'senosdirec- 
tores dcl vcctor v = (4. 1.6). 

La dirccción de v es v.’jvi = v/\53 = (4/\53. l/v35. 6/V+3J. Entonces cos ci - 
4 - 53 * 0.5494.cos p = \f\5Ì «-0.1374 y cosy =6/V53 = 0.8242. Conestos valores 
sc usan tablas o una calculadora parj obtcner a * 56.7' « 0.989 rad. p - 97.9 C = |.7| 
rad y y = 34.5' * 0.602 rad Fn la figura 3.23 se da un bosqucjo dcl vcctor. junto con los 
ángulos a. P y y 



Fiyura J.2J Los cosenos dircctores de (4. -1.6) son cosci. cos p y cos , ♦ 
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FJEMPLO 5 
Solución 


Cálculo dc ii n vccior cn V dados su magnitud y coscnos dircciorcs hncuenire UO 
vector v dc magnitud 7 cuyos coscnos directorcs son I .‘ 6 . I v'3 y I . 

Sea u = (I v6. 1 v 3. 1 '.2). Entonces u es un vector unitario ya que u 1 Asl. la 

dirección dc s está dada por u y v = Iv u u = (7 V 6 . "V 3,7 v'2). 

.Xtìta. Este problema sc puedc resolvcr porquc (I v' 6 -r (I v3 |- + (I .2 >- = I ♦ 

F.s interesante obscrvar que si v en I ■ es un vector unitario y se puedc escribir v 
(cos 0 )i + (scn 0 )j. dondc 8 es ladirección de v. entonces cos 0 \ scn 0 son los ci«cttos 
dircctores dc v. En cste caso, a= 6 y se dcfinc |) corno el angulo quc tbrma v con cl ejc 
v (vca la figura 3.24). Por lo tan(o. fi = (n'2) - a dc nianera que cos |l cos (tr/2 - ») - 
scn u \ v sc puede cscribir en la forma de "coscnos directores 

v * cos ai + cos ()j 



Figura 3.24 Si (i = * - 0 = 7 - « v v cs un vecior unilano. entonces 
\ - cos Hi sen llj = cos ui - cos |)j 

F.n la seccion 3.1 se vio quc cualquier vector cn cl plano sc puedc cscribir en 
términos de los vectores base i \ j Para extender csta idea a I sc deftne 


i = (|, 0.0) j = (0. 1.0) k-(0.0. I) 




Aquí. i. j v k son vectorcs unitarios. F.l vector i está sobrc cl cjc x. j sobrc cl ejc 1 y k 
sobre cl cjc r. En la figura 3.25 sc puede vcr un bosquejo. Si v - (t. v..) es cualquicr 



Figura 3.25 Los veeiotcs base i.) y K en I 
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vcctor en I- entonces 

v = (x. y. r) = (.v. 0. 0) + (0. y. 0) + (0. 0. .-) - xì + vj - :k 

Esto es. ('itulijiiiL'r vi-etvr \ ai I ’ stpuede escrihir Jc manera ùnica en tèrmtnas de /os 
vcctores i. j i k 

l.u dsfinición dc producto escalar en I 1 es. por supuesto. la definición quc se vio 
en la sección 1,6. Obscrve que ii=l.jj=l,kk=],ij = 0.j k 0ei k~0. 


TFOREMA 2 Si <|> denota el dngulo posithomás pcqueno entre dos vectores u y v difcrentes de ccro, 
sc tiene 


1 I 




11 


COS l|> 


U V U V 


|ul |v) |u| |v| 


iiií 


HDii 


( 8 ) 


Demostración La prucba Cs casi idéntica a lu pmeba del teorema 32.2 en la página 242 y se deja al 
lectorcomoejercicio(veael problcma40). ♦ 


EJEMPLO 6 Cálculo del coseno del ângulo cntre dos vectorcs en I Calculc cl coscno del án- 
gulo entre u 31 - j + 2k y v - 4i + 3j k. 

Soluciôn u v - 7 . |u = Víï y \ \26. por lo que cos 7/(\< 14X26) ' \364 * 0.366*3 \ 

ij» - 68 -5° * 1.2 rad. + 


DEFINICIÓN 2 Vcctores purulclos y ortogonales Dos vcctores u y v diferentes de cero son: 

i. Paralelos si cl ángulo cntre ellos es ccro o z 

ii. Ortogonalcs (o pcrpendicutares» si el ángulo entrc cllos cs n /2 


TEOREMA 3 L St u * 0, entonccs u y v son paralelos si > sólo si v — au para algún escalar 
u ?■ 0 . 

ii. Si u y v son diterentes decero. entonces u vvson ortogonalcs si y sólosi u v = 0. 
Dcmostración De nuevo la prueba es scnciila y se dcja como ejercicio (vea ol problema 41). ♦ 


Mtoru se d3rá la dehnición de la proyccciôn de un vector sobrc otro Primero se 
establcce el teorema análogo al toorerna 3.2.5 (> cuya deniosirución es idcntica) 
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TtOREMA 4 Sca v un vector diferemc dc cero, cntonccs para cualquier otro vector u. 


u • v 

\V - U - -—ir*V 


es ortogoruil a v. 


DEFINICIÓN 3 Proyccción Scan u y v dos vectorcs dìfcrentcs de cero. Entonces la provección dc 
u sobre v, dcnotada por proy v u está definida por 


proy v u 


l„a componentc dc u en la dirección de v está dada por 


FJEMPLO 7 Cálculo dc una proyccción en C 3 Sean u * 2i + 3j + k > v i • _j 6k. Enaientre 

proy, u. 

Solución En estc caso iu • v)/|vl= = 2/4l_y proy v u = M + - *k- La componentc de u en la 

dirección v es (u • v)/|v| - 2/\'41. 

Observc que, igual quc cn el plano. proy v u es un vector que tienc la misma direcciôn 
que v si u v > 0 > la dirección opuesta a la dc v si u v < 0 . 


PROBLEMAS 3.3 


Autoevaluación 

I. /• also-vertiadem. U pràctica comûn seguida en cstc líbro cs desplcgar los ejcs xyz para 
U’ como un sisrema derecho. 

II. La dismncia einre l os puntos (1 .2.3) y (3.5. -1) cs-« 

». V(l +2 + 3p + (3 + 5 - l) J 

b. v/FTTvî 1 

c. <2' + 3 j 4- 4 j 

d. V4 J -v 7*'+í 

III. £1 punto (0.3.0.5.0.2) està _la csfcra unitaria 

a. cn la tangentc a b - *° bre 

c. dentro de ‘L Luerade 
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IV. (Jt - ìy + tv* 5) : ' ;■ - 81 cs la ccuación dc la esfcra con_. 

a. ccntroSly ra<lio(-3,5.û> 

It rîtfllr'. Itl \ /10141».. i 1 C rn 


b. rudio 81 y centro (- 3 . 5 , 0 | 

c. radio -9 y centro (3. -5. Ol 

d. radío 9 y ccntro (3. -5.0) 
V. j - (4k - 31) = 

ri, —a. -3) 


n, 'lllllH 

Mnllmlimlll'i liiiìllilv 


íÊÊÊSÊÊSm 



a. á:*f4 +3 m 9 ' 

b. (I + 3 - 1 X 1 -4 + 2 j --3 
c* I — f 2 2 — -13 

d. 2 - 4- 3 u -5 

VII. E1 vcctor unitario en In misnmdirección quc 2i - 2i * k cs 

i, ^i- 2 j'ïr 

e. i( 2 l- 2 J 4 k) d. ^ 2 i - 2 J ‘kl 

VIII. FJ componentc dc u cn la direción w cs 

u w w 

a - —r b. £- 

H H 


c. 


il 

w 

|W| lwl 




d. i^- u 

|W) !Hl 


H l 1111111 1 lln l 


inililil 


1 


hn los problcmas I al 3 cncuentrc la distanna entrc Ins puntoí; 

I. (3. -4,3): 13. 2.5) 2. 13. - 4 . 7 ); (3. -4.9) 

J. (-2. 1.3); 14. |,3I 


Cn los prohlcrnas 4 al 17 cncucntrc la magnitud y los coscnos dircctorcs del vector dado 


4. v 3J 
7. v - 1 - 2k 
10. v = -i-J k 
13. v - -i—j + k 
16. v • -31- 3j Sk 


5. v = -3| 


8. V • i —■ j * k 

II. v=i-j-k 

14. % - -I - j - k 

17. > -2i - 3j - 4k 


<•. V J| I 


9. v = |-J - k 
12. V-l I j - k 
15. s 2i Sj 7k 


18. Los ircs angulos dircciorcs de cicrto vcctor unitario s<m los mismos v estun cmre ccrc- \ 
x/ 2 . <'.Cuál es el vector? 

I'). Encuentrc un \ecior dc magnítud 12 quc icnga la rnisma direccion quc el vcctor dcl 
problema 18. 

2 «. Dcmucsirc que no cxistc un vcctor uniuiriocuyos angulos dircclorcs scan s 6 . it 3 y it 4 

21. Sca P = (2,1.4) y Q = (3. -2, í). hncucntrc un vcctor umtario cn la misma dircccién de Fò 

**' hea 7 1.7). F.ncucnlreun vcctor unitarío cina dírccción es npucstn 

la de PQ, 


Respuestas a la auloevaluación 

I. V II. c III. c IV. d N'. d VI. a VII. c VIII. a 
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Copílu'o ì en I ' V I 


23. En el problenia 22 encucntrc todos los punlos R tales que Fk 1 P[>. 

*24. Demucstrc mie el conjunto dc puntos quc satisfaccn la condición del prohlcma 23 v la 
condiciún nt\ I forman un circulo. 

25. DeslRualdad del triángulo Si u > s cstán cn I dcmucstre que u > s u|+'l 

26. , Bajo quc circunstancias puede sustituirsc la desigualdad en cl problcmn 25 por un signo 
dc igualdad? 


F.n los problcmas 27 al 38 sea u 2i 3j - 4k. v = -2i - 3j • 5k. sv i - 7j «k y t - 3i 4J * <k 


28. Calcule 2u - 3v. 

30. ('alculc 2u 7w 5v 
32. Calcule u \ 

34. Calculc u w-w I 


27. Calculeu-v. 

20. t'alculc t • 5w - v. 

31. Cnlcule 2v + 7t - w 
33. Calculc w 

35. ('alculc cl angulo cntrc u > v\ 

36. Calculc cl áltgulo cntre l > w 

37. Calculc proy u v. 38. C alcule proy, sv. 

30. Pruebe el tcorcma I. [Suxenrtcia Ulilicc cl lcorcmu de Pitágoras dos \eees cn la titrn- 
ra 3.26.] 



Eieuru 3.26 

40. Pruebe el tcorcma 2. 

41. Pruebc cl tcoremn 3 

42. Pruobe cl tcorcma 4 



MANFJO DE CALCULADORA 

l.as instrucciones para calculndora dadas cn las scccioncs 3.1 > 3.2 p.ira vectores en I- se 
exticndcn a I . con una excepción. 

11-85 

La unica difcrencia es quc la operación < Pol:sc aplica sólo a I La direcciòn de un vector 
\ en E' seobticnc usando laoperación (unitV ;>í ALPHA I A ENThR Uvdas las otras 
opcraciones son las mismas. 
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Resuclva los siguienlcs problenias cn una calculadora 

hn los problemas43 al 4í. encucntre la magniiud > direccion dc cada vcctor. 
43. (0.2316.0.4 170. -0.5213» 44. (-2356,-8194.3299) 

45. 117 3.78.4.28.6) 46. (0.0136.-0,0217,-0.0448) 

En los problcmas 47 al 50 calculc prov, u 

47. u (-15.27,83);v (-84.- 77.51) 

48. ii (-0.346. 0.517.-0.824); V~ (-0.517,0.811,0.723) 

49. u (5241. 3199. 2386); \ M 1742. 8233.94161 

50. u (0.24,0.036.0.055); v (0.088.-0,064.0.037) 


3.4 EL PRODUCTO CRUZ DE DOS VECTORES 

Hasia aqui e! único producto dc vectorcs quc se ha considerado ha sido el producto 
escalar o producto punto. Ahora sc definc un nucvo producto. Ilamado productn cnc < o 
pmducto vectorial). que cstá dcfinido sólo cn C 3 , 


\otd histórica. Fl producto cru/ lue definïdo por Hamlltnn en uno de una srrie de 
artfculos publicados en Philosophica) Magazine entre los anos 1844 y tfl'.o 


OEFINICIÓN 1 Prodoctocruz Sean u =* j f r,k y v»a 2 l + + C;k Entonccs el prodncto 

cruz (producto vectoriul) de u y v. denotado por u • v. cs un nuevo vcctor dcfinido 

..... 

.1. Il "l i. .,) ' . Iil l' 11 ' 


I lll 1 'll I 

lillllllilMlllì 


por 




u y v " ÍVa ~ + (cjiia - u,c 2 )j + - h { a 2 )k 


n 

“I 




( 1 ) 


hore quc el rvsultaifo del pmducto cruz es un veaor, mientras cpte el rvxultado dd 
producto escalares un cscalar, 


Aqui cl producto cmz purccc cstar definido de una mnncra un poco arhitraria. F.s 
obvin quc cxisien muchus mancras dc detlnir un producto vectorial. ..Porque sc escogiô 
csta detìnición? La respuesta a esta pregunia sc da en esta sección dcmostrando algunas 
propicdadcs dcl producîo cruz c ilustrando ulminas Je .-.us aplic.icioncs 
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IJEMPLO 1 
Solución 


Câlculo ilcl producto cruz de dos vectores Scan u I - j 
Calculc w = u x v. 

I sando la lormula (I) sc obticne 


> v = 2i * 3j 


w =[(-J)(-4)-(2X3111 + 1(2X2)-0X-4)1J + 10X3)-(-»K=»l k 
= -2i 8j + 5k 


,\ota. Fn cste ejcmplo u w = I i j 2k) l• 2i • Sj * ^k) - 
similar. v w = Ó í.s dccir. u * v es ortogonal tanto a u como a 
e | producto cruz dc u y v cs siempre ortogonal auyv 


2-8+10 = 0, Dc manera 
\ Como sc verá en breve. 

♦ 


Antcs de continuar el estudio de las aplicacioncs dcl pmducto cruz se obscrva quc 
existe una forma scncilla dc calcubr u • v usando determtnantcs. 


TEOREMA 1 


1 



î 

j 

k 

t 

U x V = 

û| 

h\ 

c ' 



«2 

h 

c? 





i 

i 

k 


«1 

h\ 

«••i 

= i 

a 2 

h 

<■'2 





U| f, 


Demostración 

quc es igual au*v scgún la dclinición l. 


h 2 cj J \aj cj 


ito.11 , 4„ 1 'i 


«»l *l 
íij h 2 


c,ft : )i + (c,u 2 - a,Cj)j + (a,fc a - 


EJFMPLO 2 E'so dcl teorcma I para ca 

4j-5ky v = -3i-2j + k 

i j k 


Solución 


II < v 


2 4-5 

-3 -2 l 


lcular un producto cruz Calcule u x v. donde u -i^ 

= (4 - 10>i - (2-I5)j + (—* >-> k 

= —6i + 1 3j + * 


B siguicntc leorcma m. dt«n> propied^a M producio cruz. S« depu«r»ción 
se dcja como ejcrcicio (vca los problcmas 32 al 3>). 


t 


rn líaluiad no sc licnc vm 
delcrminanUrs. cl lcotcm.1 


Jclcrminanlc (s-rquc l, j > k no son mimetoc Sm cmtMrpn. al «b» 
I açuda j rcc'fdnr cMlV' calculnr un producio cnu 
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La parte nl de eMe tcorema es la que se usa con mas Irecucncia. Se \ uclvc a establecer 
como sigue: 


Hl producto cru^ u • v es ortogonal tanto a u eomo a v 


Se sabe que u • v es un \ ector ortogonal a u > v. pero siemprc liabra dos vectores 
unitarios ortogonales a u \ % (vea la lìgura 3.271. Los vectores n n (n por la letra 
inicial de normaljson ambos ortogonales a u y v. ^Cuíl tiene la dirección dc u * \ ? I .1 
rcspucsta cstá dada por la rcgla dc la mano dcrccha Si se coloca la ntano dereclta Je 
rnanera quc el indice apunie en la dtrección dc u \ el dedo medio en la dirccciôn de v. 
entonces c! pulgar apuntara en la dirección de ti * v (vea la tigura 3.28. l 














Cjpltu^ 


,3 Via. 1- w * i' » ‘ ' * 


Estudiada la direcciôn del vcctor u- 


v. la atención se dirige a su magmtud. 


TEOREMA 3 Sitpes ángulo entre u y v. entonccs_ 

I )u x v| s jul |v| scn «p j 

Demostración 

257). 

|u X v| 2 = lupjvf - lulV-cos 2 tp = \u\M 2 0 - COS* ) 

= |ul : iv| : sen- <P 

, tn Hesnués dc sacar raiz cuadrada a ambos lados de la 

Existe una interprçtaciùn H 

S5 'J^Sm**™** clemental. sc ve que 1 


El área del paralelograrao que ticnc lados adyacentes 
u v v cs igual a |u! ,vl scn f=««' 



Flgura 3.29 Q es cl àngulo cntrc u y v. ^ = scn 0 
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dc manera que h - ' scn <a 
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EJEMPLO 3 Oiilculn ild úrca de un paralclogramn cn ï J bncucntrc cl arca dcl ptiralclogramo 
con vérticcsconsecutivoscn /’ = <l. 3.-2).y = (2. 1.4)> // = (-3. 1,6). 

Solucinn Fl paralclogramo cstá dibujado cn la ligura 3.30. Se ticnc 



Figura 3.30 Un paralclogramo cn l 


Area = :/$ • tjk\ - !<i - 2j * 6k) • < -5i t 2k)| 


I j k 

I -2 6 
-5 0 2 


= |—)i - 32j - l()k = \ï 140 umdadcs cuadradas 


Inlerpretaciór» geomélrica de los determinantes de 2 • 2 (otra vez) 

Fn la sección 2.1 (página 180) sc estudio el significado gcomclrico dc un dcterminantc 
de 2 x 2. Ahora se verá cl misnto problcma. L'sando el producto tru/. se obtiene el 
rcsultado dc la sccción 2.1 cn l'omta más sencilla. Sea .-I una matriz dc 2 • 2 > scan u > 

v dos vectorcs dc 2 componentes. Scan u = | ^ y v = || t ' |, Fstos vectorcs están dados 


en la Iigura3.3l. 


\ 



Hcura 3J1 El ârca dc la rcgiòn sombrcada cl arca gcncraila por u \ \ 
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« * TO •“**" r °' “' ““flr.lT.n plano *y. F.monccs. 



w,ì 


V|ì 

u = 


. v = 

v 3 


1° 


1° 


• y 


Ârca ncnerada por »>'-*>• v 


' i i w 

= u ( ifj 0 

,Vi v » °J 

= J(u,v ; - u 2 v,)k| 'M|V; - ": v il t 


Ahora sea .1 


, _ iuu«i + t »« H 3l y v* = 

a » 1. u' -- . Iu y V = Av. Entonces u - L j|Ul+ 3 

. - tfjj J 

1 a„v, + u, ; v, j . CuàJ cs c i área generada por u y V? Sigutendo los pasos unteri 

U ; ,V| + UinVj | 


sc ealcuìa 

Area generada por u > v - 
I 


u x V - 


i k 

(i„H, +u, ; u : «:, u i + 0 

u n v, +U,jV, a,,v, +u 3; v i 0 


=«<>„»,+0,!»;^, + <‘W' + “ e " !K °" v ' * 

u manipulación ai 8 cb,aica vcrifica ,oc ia ÓUim.cxpmsión «ipual a 

Oin,:,U«, v :- »î*'tli = £det+ larca gcncmJa po, o ç v, 

p"^oí Jn ítno’sómiXZ a^ino™e do 

3 P 3 tione el cfecto de multiplicar el volumen. 

Interprclación geomé.rica dei triple P™«'“£^£ í , fomian , os lad » 
Scan o. v v « Ircç vcciorcs quc no c«Bn cn «I mi^ ^ P.. + M|emos su v mumcn. U 
Je un paralclepipcdo en eì espacto » l * j L . <3). cs igual a u ■ v 

base del paralelepipedo cs un parakdog a ‘' y pof )o Ulll0> C s ortogonal - 

n vector u • v es ortogonaHan par aÌelcpipedo. Ii. se mìde a lo largt 

paralelogramo determmado por u v %. U altura P 
del veetor onogonal al paralclogramo. 


'httpT/hâr'òûvál. blogspot.com 


3 4 f*P fl ^ucto«.ni/dpd«»vvwort» 2f»7 



u 

I ,RUn ' 3 32 Tr cs vectores u. v > w que no cstán en cl mismo plano dctcrminara un 
paralclepípedo cn P 1 


IX'I andltsts de la proyccdótt cn la página 245. se vc que /; es el valor absoluto de 
de ' v cn la d,recc,ón iortogonal) u * v. Así. de la ecuación (10) cn la 


nntonces 


/r - componente de w en la dirección u • v = 


"_ (u ■ v) 

U x V 


Volumcn del paralelepipedo - ârea de base • alturn 


Es decir. 


- u * v| 


w • ( U X V ) 
U X V| 


" (U V) 


I I volumen del paralepipedo determínado por los tres vectores u. \ y w es igual 
a !( u x v) • w = valor absoluto del triple producto escalar de u. v y vi r ( 4 ) 


http://harcoval.blogspot.com 



268 Opiîu 1 '" 3 Vec»< n»ef» B ' Y* 


Semblanza de 





Jfl § 
'ÚllllmM 


josiah Willard Gibbs y los orígenes del análisis vectorial 



Josíah Willard Gibbs 

(TheGranger 

Colhctian, 

,Vrw l oril 


Como >a * ho *»^«l «**?£ 

invenciòndcloscuatemioncsdc ' lae x P loracióndcl 

loscuaternioncsc^oh^ic^ fuc ^ dcsUusi P ona nte S porque vieron 
espacio nsico. 1 ero . . comp iicados para enlenderlos con 

quc los cuatenuones cran f cnn.cni^ una partc 

rapidez y aplicartos dificuIta dcs suiglán cuando estas partes 

cscalar y una parte vcc.onal y 'as d* e dicrûn cucn .a de que | 

se rnanejaban al mismo ttempo. . , j 0 la parte vectorial por 

muchos problcmas sc podian mairejar con. 

scparado y asi comcnzó el ímálists vcciori^ ^ Q josiah Willard 
Este trabajo se debe pnncipalmcn.e al ff n ^ nnecticut , G ibbs 

Gibbs (1839-1903). Como natl . vo . iJjvmidad de Yale y rccibióel grado 
esluftó n SÌM en Parjs. 
dc doctor cn l863^Dcsp?^ nombrado profesor dc fisica cn Yale. 
Berlin y Heidelbcrg. nuhlicaciones en cl àrca fîsico 

***" •" * 

cn las scries dc Fourier. ^ CT rca ]jdad un panfleto pcqucfto 

F.l libro pioncro dc Gtbbs. j' ra sus es tudiantcs lo usaran. 

imprcsopara la distribucion priva P unuellos que veian una altcmaliva 

Dc cualquicr forma. creCt un gran conocido. Finalmentc. cl matcrial 

a los cuatemioncs, y pronto cl hbro fuc ai p Ellibro Vector Jndlysh de 

sc convirtió en un libro formal escnto I™ * * l9 01. 

Gibbsy WUson se basaba en lacá«d«deG.1 . ^ P ci traba jode Gibbs. 

Todos los cstudian.cs de fis.ca clcmen f vc ™ mo un scgmento de rec.a 
En la introducción a la fisica. un efPfJP jn ua idad suma v multipUcaciôn de 
dirigido. o flecha. Gibfc 

rpT^"c—^ 

—m. S6.0 P» •« vccores h i. 

j.i = j.j = k k= I 

|.j^j l = i k-k i = j k = k j-0 

Slguióacslolí(lcfmiciOomàsscm:ral l 'sí°F«'unvectorJefu«znde 

Xn.cs a la fueraa. (Rucucrdn. vcalaliuura 
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333 to^TbVïïìuT ***° 7 ' “ 10 componentc dc F - *« 


T* d f 1 P° rF *• Si|U| - I,entonces »• u cs lacomponente 
de F cn la dirección de u. laxnbién ei producto cruz tiene un significado fïioo 
Suçjnga quc un vcctor dc tuetza F actúa en un punto P cn et espacio en la dirccción 

t J F | Sl ? T ,T‘ 0Í reprCSCn,ado P° r cfl, °nces e) momento de fuerza ejercido 
P°r F alrededor dcl ongen es el vcctor u - F (vca la figurn 3.34), 



l-igun. 3 J4 E1 vcctor u > F es el momento dc la fucm alrcdcdor dcl origcn 

Tanto el producto escalar como el producto cruz entre vectores aparccen promi- 
ncntementc cn as apltcac.oncs fisicas quc involucran el cáJculo de varias variablcs 
Estas tnciuyen las famosas ecuactones dc Maxwell en electromagnctismo 

Al estudiar matomaucas aJ final dcl siglo XX. no debemos pcrder de vista el hecho 
de quc la mayor parte de las matcmáiicas rnodemas se desarrollaron para rcsolver 

de :, mun , do 1 rca, ; , os vcctores funon desarrollados por Gibbs v otros para 
faulitar cl analists dc los lcnomenos fistcos. En esc sentido tuvicron un gran cxito. 
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PROBLtN\AS 3.4 

Autocvaluación 


i. i* k - k * ,= -ïr-ï' 

a. 0 b * 1 

c. 2J -■ 

,|. 1 (i» k >*-J -* 

b. 0 

n. 0 

d. i-Ì + k 

c. 1 

111. i * i * k -- 

b. - o 

». ®o 

d. no esti dcfini Jo 

c. = l 

IV. (i + iwu + k '--r—• 

„ n b. u 

«. i 4 




E1 s»o dcl WB*> •» 105 ''' C10 " S ■ y * “ 
b. ^ 


|« • w| 

d. juxw)-l«'wí 


lu x W[ 
|ul !w| 

1» • 

lu > w| 


VI. u x U 

». u‘, : 


b. 1 


c. 


d. 0 


Hn los problcmas 1 al 20 cncucntrc c\ pr° duc, ° au/ “ u = ,, 7j; v - i - k 

I. u = l-2j; v = 5k > 


3. u = i-i v -i" k 
5 . u =- 2 i + 3J; v = 71 + 4Vt 

7 . u = fli '+bk‘. v -ri ' </k 
0. u « 2i - 3| -t- k ; v s 1 ' r ^Ì k 

ii. u 

15. • - ■ - . „. ck 

17. u-:i-i* k - v 4 ' " - hk Î0. u-ot**i*‘ k: ' , k 

22. Uncu t ub. dus '««■" ^“l "rò dcl àn S ulo o cnuc V» '««• “ ^ 1 

„ Llilicc cl produclo cnuí pcn> cnconirar cl 
_ Uyv =-3l-2J + 4k. 


,, -7k; v — J * - k 
6 u fll+í»].' w d~ 

8. u = u]^k; v = ci-^ 

,0. u - 3i 4i-2k;v=6l-3i _ k 
12. u = Ì-7J-3k;v t ) 

,4. u=2l-3i-5k; v *3i-Ì- k 

16. u - 2 i * 4J - 6k; v 1 i 

.. i . ijl v * i - j - 4W 

18. u-31-J 8k v 1 


Respuestas a la autoevaluación 

P Ml b * vcctor cero \Soio \ » J * Kí 

1. d II* c y \ 1. c * vector ccro 
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24 ‘ nïïfl» , p ;°l uc, ° cscalar P ara caIcular el c «cno dcl angulo * entrc los vectores dcl 
prohlcma . Dcspués dcmucstrc que para los valorcs calculados. scn : <i> - cos : «p | 

^ Ln ,cs pTOb,CJna * 25 al 30 encucntr c d arcu dd paraldogranu) con los vcrttccs adyacentes dados. 

25. r I. -2, 3 K (2.0. I); (0,4,0) 26. t-2.1. I); (2,2.3>; (-1,-2 4) 

27. (-2. 1.01;(1.4.2);(-3,1,5) 28. (7.-2,-3>;(-4. 1.6);(5,-2.3) 

29. (a, 0.0); (0.6.0);(0.0.c) 30. (û. b. 0); (a. 0. by. (0. a. h) 

*• SSr “ * ’ 1 ’ **' - <***> - * 

”• Sr»,w5sïí5i.i I “ dm ' “ ia "“ ,an j - <*•"»’ i«» 

33. Pruebe cl tcorema 2 parte v) cscribicndo las componcntes dc cada lado dc la .gualdad 

34. Pruebe cl teorcma 2 partc vl) [Sugertnela utilicc las partcs //) > v) s cl hecho dc que el 
producto cscalar es conmutativo para dcmonrar quc u (u • v) --u • (u . v).] 

35. Pruebe d lcorema 2 partc v//|. [5u^’««c/ri usc el tcorema 3.3J. pas. 257. la proptedad 

6. pág. |96 y Ja ecuaeion (2).] H ' 

36. Dcmucstrcque si u = <«,. 6,, c,). v - («„ b„ c,)y w = («,. b,. c yl , cntonccs 

j a i Cij 
u (v x w) = ía, 6. c, i 


3 * Paleule el volumcn dcl paralclcpipedo dctemunado jx/r los vectores I - j. 3 i - 2 k, 7 j 
38. C alculc el volumcn del paralclcpipcdo detcrminado por los vcctores fò pît n /<$• dondc 

1 l.-l».y = »-3. l,4),/î = (-|.0,2)yJ?”(-3.-1.5) 

”39. El volumrn Rencrado por trcs vectores u. v > w en R» cstá dcfinido como cl volumcn dcl 
paralciepipcdo cuyos lados son u. v y w tcomo cn la figura 3.32). Sca .4 una matri/ dc 3 
* 3 > scan U| - lu. v, - ,4v v w, = ,4vv Dcmueslrc quc 

I Volumen gcnerado por uv,. w, (tdct .4)(volumcn gcncrado por u. v. w) 


Hsto muestra quc cl detcrminantc dc una matnz dc 2 * 2 mult.plica cl drea. cl detcrmi- 
nantc de una matri/ dc 3 ■ 3 multiplica cl volumcn 


2 3 I 

40. Sea.4 4 -| 5 

1 0 6 


2] M f j 1 

«= -1 . v 0 > w = J . 

0 4 •» 


a. C .ilculc el voluincn gcncrado por u, v y w 
l>. ( alcule el volumcn gcnerado por 4u. 4v > lw 

c. Calcule det .4 

d. Demucstrc que [volumcn cn cl inctso b )] - (±dct. 4 > * |volumcn cn cl inciso alj. 

41. Fl triplc producto cruz dc tres vectorcs en P' cstû dcfinido cotno cl vcctot v - ( v * w> 
Deniuestrc quc 

“ • (V * wi iu n \ . u \ i>v 
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F3 Sc dcsplegarán <MAl H, 


al.pha 


obiendra A x B 


calculadoni 


Kn los ptoblcinas 42 al 45 calculc u 
42. u (-15. 27, 83); v -1-84. - 
43.ii ( 0.346, '0.517. -0.824) 

44. u -(5241.-31W. 2386); v 

45. u (0.024.0.036.0.055V.V 


MANEJO DE CALCUIADORA .. u entccn ulpunascalculudoras 

p, nfoducto cruz de dos vectorcs sc pucdc cncontrar dirccumenic g_ __ 


TI-85 


Introduzca dos vcc.ores y asienc.es nombrcs. digamos A y B. Oprima 

{~7T| (cross)y “cross (” Despucs oprima 


MATIAB 3.4 


2 . 


1. ( tilicc MATL.AB para calcular cl P^'^^'cSanS ^p.Vduclo^escalarc-. dc 
2.3,4 y 10 dc esta secctbn \ crilique sus rcsp tcn cr estos productos 

îos rcsultados con .« vcctores clo ^ vcctor dc 3 ■ I dado por 

escalares?) El producto cruz u 

|u(2)*v(3)-u(3)*v(2);-ull»‘V(. I u ^ J,*rand(W)-»l ('alculc u iv " 

u. Dé tresvectoresalcatonosdc ' ■ . , ncu entredctltí) Comparcdetttíl 

r - “ *»* FOT “" u ” 

, —. Ua ?-*■5 ì:.î r. 

\ = roundl 10.(2-rund( 3 )-l))• 1 alcu,c u ^ , tota quc pucda formuhi 

otras matriccs aleatorias I cini .,ficado ecométrico ticnc dctt.-l )l ’ 

Segûn sus condustones,^quésignibcad t , ,luti| lu lv .(«It.donde 

‘ ' . . 

... Ahnrn pmcbc lacondu *(*.<***&* cn cl mc,M ’ 
httnV/harr.nva h nnsnnt r.nm 
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3.5 RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO 

Flrt cl pl;ino [ 


sc puede enconlrar la ecuación de una recta si s e conoccn dos puntos 
sobrc la recia. .> bien. un punio y la pendiemc dc la misma. En I 1 la intuición dice quc 
las idcas basicas son las mismas. Como dos puntos detcrminan una recta. dcbe poderse 
calcuiar la ecuactón de una rccta cn el cspacio si se conocen dos puntos sobre ella De 
manera altemattva. st sc conocc un puntoy la dirección de una rccla. tambicn debe ser 
[>osibIe encontrar su ecuación. 

, ^H'Cyamoscon dos puntos P = (x,..v,. S obre una rccta L. l n 
vcctor paralclo a i cs aqucl con rcpresentaciôn PÇ). Entonces 

v = (x 2 - X, )l + (ys - y, )j + (r 2 - )k ( I) 

cs un vector paralelo a L. Ahora sea R = ( v. y. c) otro punto sobre la recta Entonccs 

/ A cs paralclo a / (). que a su vez es parulelo a v. de rnanera que por el teorema 1 3 J 
cn la pagina 2s7. 


para algun número real t. Ahora vea la figura 3.35. Se tiene (en cada 
casos posiblcs) 

(Tk = ó /* t ỳít 


Hgunt 3.35 En los tres cnsos 


Y al combinar (2) > (3) se obticnc 


Ecuación 
vcctorial 
tlc ttna rccta 
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X=X, 

y-y\ + *0*2">' l ) 

0SC3 ' -x 

• « * , sx ce llaman ccuaciones paramclricas de una recta. _ ■ 

dc una rccta encuentTa que si abc * 0. ^__ 

x-x, V —v'i _jlil (6) 

rt b C 


h y c son difcren.es de ccro. 

. Pnrnptitre las ecuuciones vectoriít* 

E|EMfl ° , 21“’."” q"c Pobo r«r te pomo. /> - a -1.« y C * 

(3, .y. ra , n u+ /-->_ 6)k = i + 2j -8k.Después.de (4). 

í(i + 2j - 8k). o sea. 


• y» —j 

- - = 6-8/ «lueionr» pJ'*" rf ® Kr4% 

X = 2 + I y = 

- t h - “> V c = -8. las ecuacioncs simétricas son 
Porúltimo.comoa=i.n--y c 


r - 2 v •*-!_ _ LZÌ 
— *= 2 ‘ -8 


vciucmim cmV'ti.L'j» 


al ° 

. t-t 1 AVv.n l -2)esténenrealidad 
2-2 -i j- 1 _ 6-6 = n 


3-2 I + I -2 - 6 


Se pueden enoon. W ooos pomos enPo, ci»p,o. -. -3 « — 


x - 2 v + I. s “ 6 


Lo que 
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EJEMPIO 2 Oblención de | us ecuaciones simétrlcas dc una rccta Encuentre las eamciones si- 
metncas dc la rccta que pasa por lo puntos (i. -2.4) v es paralcla al vecfor v i • j k 
Solución Seusalarórmula(6)con/' = fr, v •> t.,. 

y.. - -1 E«o|lévaa ' ( ' >y *>«“*«<**« 

X- 1 = y * 2 _ z-4 

1 ’ I = -I 

iOuê pasa si uno de los números directores u. h y c es cero? 


FJEMPLO 3 Dctcrminación dc las ccuacloncs simctrlcas dc una rccta cuando un nûroero direc- 

= (3 4 7) V y ccuacioncs ^imétricas de la recta que contiene los puntos P 

Sotucion Aquiv = -51 - 7k v u = -5. h = Oc = 7.. Entonces una representación paramétriea de 
la recta cs .r 3 - 5f, r = 4 y r«-l + 7/. Despejando / se encucntra quc 


-5 7 


y v = 4 


La ccuaci ° n >'" 4 cs ,a uaciòn de un plano paraldo al plano ,vr. asi quc se obtuvo una 
ccuacion de una recta en ese plano. 


EJEMPLO 4 Dctcrminación dc las ecuaciones simétricas dc una rccta cuando dos númcro» di- 

p C um 0 o r s7t°( n 2.7 r °-2)y ccuacioncs »h»étiica. * !a recta que pasa por los 

Solución Aqui v = -4j de manera que u = 0. b = -4 y c= 0. Una representaciòn paramdrica de 
la rectaes. por la ecuacton (5). dada por v = 2.y=3 - 4/.z=-2. Ahora v - 2 es la ccuaciòn 
dc un p |fl no paralclo al plano ,r. mientras qucr = 2 es la ccuaciòn de un P lano paralelo al 
plano .vv. Su tn.craecc.6n cs la rccta .v = 2. r = 2. quc cs paralela al eje r v pasa por 
los puntos ( 0. -2). De hecho. la ecuación.v = 3-4/dicc. en esencia. quc, pûedc tomar 
uialquter valorímicntrasquc vyrpermancce fijos). ^ 

Lns ocuacionos pararoétricas o sintétncas de una recta /,o son úniois. Para ver osto 
simplemente comience con otros dos puntos arhitrarios sohre I», recta. 


EJF 1PLO 5 Ilustración dc la falta dc unicidad cn lasecuaciones slmétricasdt una recta F.n el 

cicmplo la recta cuyas ecuaciones sc cncontraron conticne al punto (5. 5. |8). Al 

= î ^ 5 , ^ ~ 7 y-V • 1 " 2) ’ SC tíncucntra ' - '2i - 4j + 16k de maneru 

q ‘ ' 'ni : ~ 1 * 1 ‘Jjft’ << )b ^ r '*gucsi/= *se<tbtiene(*,**)» 
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Opítulo 3 Vt-Vtotei. 


2 -l.6).)U S «>.»cionc S sin.é<ri t ass im 




Hgura 


\ Plano 

tonccs 


definicion 


V„,a* Por lo gpneral. un píano se denoi» pv* 

Si o - ( 'c >'• es> l>,r< ' fb n -- o. pero esici 
Como rt>ln.«cne«n*q u er<J n 

íJtt-Xflì+fcO' yv 
.scribir laccuaciônd 


(JerivadcvS) 


Una rnancrn mas comun 


Ecuación carlcsiana 

ax + by + cz 


dotule d - ltV ') 

spot.còm 
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FJtMPlO 6 Dclcrminación de la ccuación dc un plano que pasa por un punlc» dadoy ticnc un 
> ector normal dado Encuentre un plano 7t quc pasa por d punto < 2. >. h \ que tiene 
un vector normal n = i 2j + 3k 

Solución he (S) sc ohtiene directamentc (.t - 2) 2(.i' - 5) + 3(- I ) 0. o sca, 

x-2y + 3z = -$ ( 10 ) 





l.os trcs planos coordenados sc representan de la sigutentc manera: 

i. Fl pìano ,n pasa por el origcn (0. 0. 0) y cualquicr vcclor a lo larco dcl eje c cs 
normal a él. El vector más simple cs k Asi. de (8) sc obtiene 0(v " 0) - 0(v - 0) 
+ 1(2 - 0) =• 0. lò quc llcva a 

r=0 (II) 

como la ccuación del plano xy. (Este resultado no dcbe sorprcnder.) 

ii. F.l planu xz tiene la ecuación 

r=o 

iii. El plan» yz ticnc la ecuación 

r = 0 


( 12 ) 

(U) 




Fleuru 3.37 Tres 
planos paralclos a 
algun plano 
coordcnado 


El dibujo de un plano 

No cs dilìcil dibujar un plano. 


Caso I. FAplann cs paralela a unpluno coordcnada. Si el plano es paralclo a uno dc 
los planos coordenados. entonces la ecuación dcl plano es una dc las siguientcs: 

x - a I paralclo al plano ic) 
y = h t paralclo al plano rr) 

:-c (paraleloal plano.rv) 

Cada plano se dibuja como un rectángulo con lados paralclos a los otros dos cjcs 
coordcnados. I.a ligura 3.37 presenta un bosquejo dc estos trcs planos. 


Caiso 2. F.l plano inlcrsecta a cada e/c coordcnado. Suponca que una ccuaeiôn del 
plano cs 


ar + by + cz = d 

El cruce con el eje v es cl punto | 0. 0 | f 

cruce con el ejc r cs cl punto |' 0. 0. |. 


con ahc * 0. 

el cruce con el ejc i cs cl punto 



l’aso 1. Cìratiquç los tres puntos de.crucc, 
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, i, crure nara formar un triânBulo. 

Pasol. Una los trcs puntos dc crucc para 

PawJ . ' 

tercer lado dcl triángulo- 

P asu4. 

■ + v = 6 en la ftgura 5.38. Los 

Ea.pocesos.ilustn.conlag-4flc.WPW»' - - 

F ,£ n m (0 3 0) v (0.0. _). 
cruces son (6.0,0). D'. s. „ 



__Dibuio.dcl r laru ' 


^ +• r- 6 en cuatro pasos 
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Fiuura 3 J9 Los puntos f\Q \ H detemnniin un plano sicmprc quc no sean colincaJcs 


Frc> punios no colineales dcterminan un plano ya que dcicrtninan dos vectores no 
pnralclos quc se intersectan en un punto (vea la figura 3.39>. 


EJEMPLO 7 Dctcrminación dc la ecuación dc un plano que pasa por Ires punfrts dados En- 

cuentre la ecuaciòn del plano que pasa por los puntos P - (1.2. 1) Q - (-*> 3 -II \ A’ 

-(1,0,4). ' ' 

Solución Los vectores pfe = -31 + j 2k y Qk = 3i - 3j * 5k cslán en cl plano y por lo tanto >on 
ortogonales al vector nortnal de manera quc 


n = Pt)xyh= -3 | -2 =-i + 9j~6k 

3 -3 5 

y se obtíenc, usando cl punto P en la ecuación ( 81 . 

xc: -(.v- I) 9(.v~ 2) + 6(r - I) = 0 

e.s decir. 

-T + 9v + 6r = 23 

Observe que si se cscoge otro punto. digamos Ç). se obtiene la ecuación i v - 2) * 9{ i 
- 3) + 6(z + I) - 0. que se reduce a-v * 9v - 6; 23 La llgura 3.40 presenta un bosquejo 
de esie plano. 
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Captìulol ' •- 


(0. 0. f) 



(-23. 0. 0) 


10. 01 


Figura 3.40 F.l rlano -* + 9y + 6r = 23 


DEFINICIÓN 2 Planos paralclo: 

es decir. si cl prc 
En la figura 


parylcl» es ccro. 

“S'ta SEÏÏl sc *» 1*« " ,raW “- 


normalcs son paralelos, 



FiRura 3.41 Dos plano paralclos 


tlEMPLO 8 Dos planos paraic 

paralclos ya quc n, 


, _ - = 3 v rii' —4x - 6\ + — - 8 so 

paruldor L« )M» £ Z V y n, • 

aite n, - -i * -') “ K> 


lelos>a que *■ *• "• 

sl Jns planos no son pnralclns. cmonccs sc itttCTSCCUBl cn una l.nea rcaa 


,án dc planos Encucnlrc Indns Ins punlns d« imcrscccinn dc I 


HfMFlO 1 l’untnsilc inlerscccinn dc plnnus __ -n 

planos Zx-y - - ~ 1 - 


,m pi ”’’ 
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Solurión 


PROBLEMAS 


L as coordcnadas dc cualquier punto f.r. c ,:) sobre la recta de inlersecciòn de estos dos 
planos deben satisfaeer tus ecuacioncs x + 2 y + 3r = 7 > 2 v - r - r v Resolviendo cste 
sistcma de dos ecuaciones ton tres incógnitas mediante reducción p<ir renglones. sc 
obticne sucesivamcnte. 


2 3 

1 7] 

K,-R, ÌH , 

'l 2 

3 

7] 

l* -« 

1 


Jo -s 

-7 ; 



K,-*- j*i 

fl 2 3 | 

? 1 

•», iit, 

'| 0 1 

1 Ŷl 


(<> 1 ; 

tJ 


0 1 • 

V * 

1 JiJ 


Por lo tanto, v- ; ( 7 ^ y x -^ - (i)r. Por último, con r - /. sc ubtiene una rcprescniaeión 
paramétrica de la recta dc intersccción: x - i/. v=iL - y z = r. ♦ 


A partir dcl tcorema 2vi), en la prigina 263, so puede derivar un Itccho mteresantc 
Si w está cn el plano de u y v. entonccs w cs perpcndicular n u \, lo quc significa 
que \\ tu x \ ) = 0 , Inversamente. si (u ■< v)* w - 0 . entonces \\ cs pcrpendicular u iu 
- v) de mnnera quc w se encucntra cn cl plano determinado por u > \ Scconcluyc que 


I rcs vectores u. v y \v son coplanarcs si y sólo si su producto triple escalar 
es ccro 


3.5 


Autoevaluación 


I. Larccta quc pasapor los punios r I. 2,4) y (5. 10 . 15» satisfacc la ecuauón 
a. U.y.i) •= (I. 2,4) 4 /(4. 8 . II) 

4 8 II 

c. (x.y.c)* (5. 10.15) ♦ 44. 8. 11 1 
. .« -5 y- 10 r- 15 

“• ~r" g—n~ 

II. La rcctn que pasa por cl punto (7,3. -4) y cs paralcla al vccmr i + 5j + 2k satiífacc 

la ccuoción_. 

« - 7 >’ - 3 : ■» 4 

n — —- =» fc - ■ i 2 » 

I 5 2 

b- U,y,r)=(l.5, 2) + r(7.3.-4) 



«L (*,y.x) = (7.3.-4)» v(8.8.-2) 

111. U ccunción vcctorial (x.y,:) - (3, 5. -7» - <(-1,4.8) dcscribe 
a. la recta que pasa por (-J. 4, 8 ) y es paralcla a 31 + 5j 7K 
h. la revta que pasa por (- î, -5. 7) y cs poralcla a -I + 4J + Kk 

c. la revtaquc pasu por (3,5. -7) y es pcrpcndicular a -I 4J • 8 k 

d. la rccta quc pasa por (3.5. -7) y es paralcla a -I + 4j + 8 k 
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,Y. El plnno quc pasa por (5. 4.3) quc cs nrtogonal a) satisfacc 

a. y m -4 

b. (*-5) + (s-3)«0 

c. j t +y+t -4 

v. E1 plano quc pasa por(5. -4.3) que es ortogonal a I ’ i ♦ * *° tlsfacc -* 

b. U-5V1 My -■ 4^1 =(r- 3V1 

c. x+ )><■*: = 4 ^ 

V|. Et vector_cs ortogonal al plano quc satisfacc 2<* - 3)- 3( y ’ 2 ' * 5< *' 5 ’ 

a. 31 + 2) - 5K 

b. 21- 3) r 5h 

c. t2- 3Vi +.(-3 ♦ 2)i*(5- 5)k 

d. C2X-3Ì» + (-3K2)i - (5X-5>k 

• r , . lfi . iv i 7 CÍ al plano-5x - I5.v - 10- 2 ■ 

VII. El plano quc sattsfacc 6r+ 18y- 1- cs - 

a. idéntico 

b. paralelo 

c. oriogorutl 

d. ni paralclo ni ortogonal 





„ ,« ptoblcmas I .1 ,4 cnco.nl» »n. ccu«i« vcclnci-. I» —— > "4 

simctricas dc la reeta indtcada 

1. rontienca(2.1.3)> ll.2.-I* 

2. Conticnea11. -1. D> (-!• 

3. Conticnc a 1-4.1. 3) y (-4,0. I) 

4. Conticncai2,3.-4lv i2.0.-4) 

5. Conlicne a (1.2.3 (y (3.2.1) 

l>. Conticnca(7.1,3)y -1 

7. Conticnc a (2.2.1) y cs paralcla a 2i - ) - k 

8. Conttene :t (- 1 . -6.2) y es paralcla a 41 -) - 3K 

9. Conticnc a l-t. 2.5Ì> es panilcla a -3J - 7K 

10. Conucnc ;t 1-2, 3. -2) y es paratcb a 4K 
U. Conticne a(a. b.c)y esparalcla a Ji -«“) 

12. Conticne aio.b.t t y es paralclaa ,/K 


Respuestas a la auloevaluaciôn 

I. .i. b. c. U II.. IVJ V£ ' L ‘ 
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W. Conticnc a (4, 1 . -6)y cspara)claa(i-2> 3 = (»-*-1)'6 (r- 5 i 2 

14. Conticncai.l. l.-2)y csparalclaau * li } 0*3)2 u 2 n 4 i 

15. Sca L , la rccta dada por 


»- r > > -y 

a, h, 


i - ~-i 


> sca L : la rccta dada por 


«î h, c. 


Dcrnuestre quc /., cs ortogonal a L, si y stìlo si a ,a, - b t b, - c,i = 0 

16. Demucstre quc las rcctas 

'2 4 -I y L * s “ ~r 

son ortogonales 

17. Demuestre quc las rectas 

' I 2 3 1 L * 


son paralclas. 


J '° rec,as cn 1 ‘l uc no ,icncn la direecion m, nccesitan tencr un punto cn cotnûn. 

18. DemucNtrcquc lasrcctas£,:.»=! , /.y = -3 ♦ 2/.-2-/ v / . 17 3 , , -4 ■ 

j. r = -8 - s ticncn el punto (2. -1, -3) cn común. 

19. Dcmuestrc quc las rectas jt = 2 - t,y = 1 + /. j = -2r y L,: t I v = 2, - 3 - 
2, no ticneri un punto cn común. 

20. Sea /. dada en fomta vcctonol ô* - (77' * /\ Encucntre un númcro / tal quc ôk sea 
pcrpctidicular a v 


21. I Jtihcc cl resultado dcl problcma 20paracncontrar ladistancia entrc la rccta/. iquc conrienc 
a /’ \ es paralelu a v) v el origen cuando 
n. /’ (2, 1,-4); \ I - j- k 

b. /’ 11. 2. -3); \ 31 - j - k 

c. P = (—l.4.2fcv —i - j 2k 


Fn los problcmas 22 al 25 
cl punto dado 


encuemrc una rccta / ortogonal a las dos rcctas dadas \ quc pasc por 


22. « ♦ 2 = i - I 

-3 4 



: . x - 3 v - 2 

7 ' 7 -2 



I.-3.2) 


2_l. , - 2 

3 ’ 3 


v-5 



(-4. 7.3) 


24 ‘ 3 ~ 2, *- v 4 + J, < - ■= ~ 7 * ÎT; * = -2 * 4.«.» 3 - 2v. r - 3 - j: t-2.3.4) 
25. * = 4 - 10/, v = -4 - 8r,; 3 * 7r. r = 2r.y = I ♦ 4/. r= 7-3/1(4.6,01 
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, ,.4 ZZÌ„UÎ 

,. > Li -Z-'T 1 

' 3 uc cs ncrjníndiculor u /-i 

- «r? - ?:' ss- irrq 

ìï jça: rr ~ -—| 


Gí r v . „ t | 

ncrpen‘l' íU,ttri “ inb ’ . r , ctJS 

1 j; tiiiiicìu cntte las recUS 

• 27. Encuentrc m dtstancm 


** 2 -IZJ.-- '-—" 


V — 


4 


, , íal 4,c n co»«'»«““ l<md '"’'T 

En los ptobtem- ’ Sal 2«. f 

. M I _ rm 


29. P-íO.O.HV.n i 
28- f-tO.O.Ofc»* 1 31. /•-(».2.3):« = « » 

30. /•= (0.0.0);n-W 33. r-U.2.VKn-Ì 

P -,U3ì^‘ +k . 35- I-M.V 

34. P = t2. -1 • 6 '- B * 31 . { * 37. f* -13. -2. 5 V. n > 

36 . ■ 

3 5. conttcncu0.- lt j,. y ,4.1.«> 

3 „. tontìcnea(-7.t. O)v(O . 0 ,l) 

4«. ConticncaU.0.0>. • . ^ y(3 | 

4 ,. ContìcncOlr’ 3 * " .. .J 

vnlosmohlcntas4_ oi^ 

ssKS=a=ss==s=^*“*"1 

nmg unodclosomcriorev -2= 4 

42. n,. **>•** ; _ 3 . x r3y-3: - 9 

43. «,• **>' * 1 4 _ s -7 

44. W| î2»-y +=- 3 ; 5 3 

45. n,: 2J-.V ' - • • 4v .». 2;= 16 

46 . n,: 3»-2v‘7r = 4. n ; . 1 

. . Oc , 0 tk.s los J' 1 

, „p, 49 ««d» 1» d " 

lln los problcmas 4 a 

ile losdosplanos. , , , t . 3> + 4 r = 7 

l. 

' dclplano (vealafis uroi - 4 - , ‘ 

cs iidadapor fjf, n_ 

rj*lproy n K?i ‘ |B 


httrv//harrn\/al 







' S Recras y |>Unt» w» cl «nfMoo 


i8'» 


(? 



I iuuru 3.42 


En los problenias 51 al 53 cncucntrc la dístlhicia dcl punto dado tii plnno dado 

51. (4.0, l);Or->-<-8; = 3 52. (-7. -2.♦ 8r - -5 

53. (-3.0.2>: —3j* ♦ >■ + 5r - 0 

54. Prucbc quc la distancia entre cl plam» av • by -*c; = d y cl punto t.v,. z v ) cstá dadn por 

n _ |co n ♦ hy„ » t ?„ - «/1 

V<r * h : *tr 

F.I ángulo cntrc dos plunos cstâ dcfinido como cl ángulo agudot cntre sus vcctorcs 
normales. En los problemas 55 nl 57 cncucntre el angulo entrc los dos plamts 

55. Los dos planos dcl problcma 47 56. l.os dos planos dcl problcmn 48 

57. Los dos planos dcl problcma 40 

*58. Scan u y v dos vectores no paralclos difcrcntes dc cero cn un plano rt. Demucstre que si»» 
cs cualquicrotro vectorenn. cntonccs exislen escalores u y |1 tales que w uu - [H F.sto 
sc llama reprcscntavión pararnétrira dcl plano ti. |.S'ir^erencia dihuic un ptiralclogrnmo 
en el quc uu y (Iv fonncn lado» adyaccntes v el vcctor dfagonal sea v» .J 
*59. Trcs vcclores u, v» v» sc llaman coplanarcs si están todos en el mismo plano a. Demucstrc 
que si u. v y w pasan todos a través del origen, entonccs son coplanarcs si y sólo si el triple 
producto escalar cs igunl a ccro; u (v x w) = 0. 


| n los problcinas 60 al 64 dctcrinine si los tres vcctorcs dc posicion dados (cs dccir. con punto 
inicial cn cl origcn) son coplanarcs. Si lo son. cncucntrc la ecuación dcl plano que los eontienc 

60. u = 21 - 3j + 4k, v 7i - 2j - 3k; » 'ri - 5j * 7k 

61. u = 31 + j • 8k. v =-21 — 3j ♦ 5k; w = 21 « I4j - 4k 

62. u 21 ♦ j - 2k: v = 21 - j - 2k; w 21 j ♦ 2k 

63. u 31 - 2j * k; v = 1 * j - 5k; w I *• 5j - I6k 

64. u 21 - j - k: v = 41 ♦ 3J ♦ 2k. w 6i+7j + 5k 


t Recucrdc quc un onguto oguUo acs un AngUlo cnlre 0 y W; es decir, a r (0. 7t/2 ), 
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resumen 

- - . d c p a ÍJ en C 1 o I>\ denotado par PÒ es e' scgmcnto 

. E1 segmento de rccta iliriRitlo quc sc cxticndc dc / a ^ 

___ />n H . ._ItfMioitud) 


, 


«pp 228.252* 


(pp.227.2521 

E1 scgmcnto de rccta uir.pu« -- 

y dirccciôn. 

, Dtfitiìàân geométrica de un vector dir i C idc»enC 3 (E 1 )cquivalcntcs 

dc - v ' a “ toe - “ » «■ 

origcn y sc òcnota por 0 R. 

. Dcftníciàn algebraica de un vector rca ics (o. b). Los nùmcros o\bx 

L: „ d plU » O. En r' u- vcuoc ™->™ mJ jj, 

llaman c nmpon.n.m del .ccmr E !" r „ t « .1 vccm (0.0.0). w 

„„cnad. „c nùmccos rnm» lo. b.c). H «• ^ ^ ^ ^ 

’ *>»W»g?yg«SSnli^mïmn „c. c ,k ***-<•»I* <• k ,p.229)1 

. a,.(«.6).cmon=2U-!B»"0**• Ocùo.«ù> poc.1.«•—>»«" <PP-»•» 

. s *«- -* - io ' *** fem ” 

reprcscnlaciùn dc v con el lado posnivo dd cjc n. 

• Desigualdad del triángulo 

‘. r„ ^ 1 - i 1 .: Ô! J.^o!" o “'n ' scobi, “ mo 

« cnbircorao u * (cos 0)i+(scn 8)J 

donde 0 csla dirección dc u producto punto dc u y v. dcnotado 

. sean n ■ (.,.WV' pcmrnco mcnUirop 

poru v. cstàdodopor # bfo 

sì u=(o„ b \' f t> y v ^ to* b * C:> ’ cntontes 

u V = o,o : +• fc|í>ï ‘__ , 4 , ->42) 
, , Dr ein VV enlv î or í csclùniconúmcrocn)0.n)qucsamfacc (PP - - 

• Ei ángulo i? cntrc dos vectorcs . u y 

httD://harcovál?bìoqát)òt. 


ip. 2301.Í 


t P . 233)1 
(p.234> 
ip.2570 


(P-241) 
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Dos vcctorcs cn fc* ofc' son parulclos si cl Angulo entrc cllos esOoc. Son paralclos si uno cs un 

tnúltiplo escalar dei otro. (pp 343 ,257) 

Dos vcctorcs en I- : 0 fc’ M 7 n ortogonalcs si el úngulo cntrc cllos cs n/2. Son ortogonalcs si v sólo 

si su producto cscalar cs ccro. ’ , pp 243 , 244 ,257) 

Scan u y v dos vectores difcrcntcs dc ccro cn l o fc'La proyccción dc u sobre v cs un vcctor. 

dcnotado por proy, u, tjuc csti dcfìnido por (pp 245 ,258) 

u - v 

proy, u = -—-v 

|v|* 


U V 

E! cscalar ■ sc llama !a componcnte dc u cn la dirccción dc v. 

Proy, u cs paralclo a v y u - proy„ u cs ortogonal a v. 

La dirccción dc un vcctor v fc 3 es el vector unitarío , 

v 

u = — 

|V| 

Si v - (a, b. c), cntonccs cos a = —. cos fì » ~ y cos y « — sc llaman coscnos directorn dc v. 

M M fv[ 

Sca u - J,i *• rt,jy v = j.l f 6 ; j-*■ c 5 k. Entonces cl producto cruz o producto vcctorial de u 
y v. dcnolado por u * v. cstá dado por: ,pp 261.262) 


(pp. 246. 258) 
(p. 254) 


(p. 255) 


u X v 


i j 

a, b 


t c i 


Propiedades del producio cruz 

L u ■ 0 = 0 ■ u 0 
IL u « v =-v x u. 

HL (uu) » v =a(u x v), 

h\ u x (v + w) *(u * v) + (u • w). 

V. (U X V W) » u (v X w) (el liiple producto escalari 
vL u « v es ortogonal tanto a u como a v. 

vii. Si ni u ni v son el veetor cero. entonces u y v son paralcbs si y srtlo si« x v = 0. 

Sî tp cs cl angulo cntre u y v, entonces 
u x v( |u! |v| scn ip árca dcl paralclogramo con lados u y v 

Scan P = (Jf|.>'i,r,)y Q-{x 2 . Vj. rO dos puntossobrc una recta/. enfc ! . Scav <jr,-jr 1 )i-(y,- v,)J 

+ (=: * *i)k >’ sca u = Jtj - x„ b = y r - y, y c = r,- r,. 

Fcuación vertorial dc una recta: Ûk = ôt‘ r rv 

Fcuarioncs paramétricas de una rccU: .t = z, al 

*■ rt/ 
r=r, +cr 

bcuacioncs simctrícas dc una rccta: ■ — ’■ = — - ' -% si a , b v c son diferentcs dc ccro 

Ù P c 


(p. 263) 


(p. 264) 


(p. 273) 
(p 274) 


<p. 274) 
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• X e - *• E1 *“■“ 0 - 


. . ,, rp _ mte dc cero; cntonccs cl conjumo dc todos los 
dado difcrcntc _ -Uamsvector nnrmal nl 


P ,an0 - v ^.nnccs la ccuactón dcl plano sc pucdc cscribir 

. sio=«i+*i + ^y/»=(^^- cn,ooccs i u,ccuac 





ax by r cz = d 


dondc 


d“ a* a “ ày 0 * * 

cntonces sc intcrscctan cn una linca rccta. 


ip. 277> 

|p. 2801 


° H,ac,0S -r^sî 

i: ::Z< i :::r, — 


it'í'- ». 

r />-a’fcC** 4 - 51 f.aiir».-» 

*• ;,r,-ri 4. ,•»«*»».-> 5 ». »■-« «•»" ■ •" 

||. Seau (2. D> v ,ntu K,„-v O'u (*v 

,2. Scll M * -4, • i » = -5 * ' 45 tnCUCT,rc 4 *"■ 


1Z. >ca «-” ^ ’ 

E „,«,„*», ,2, ,,„ C »,»»,»»v»--«-""^ 4 '"’' OTld ' re “ i " n, “' ' 

dado. 15. v 2l*5j 

13. v l ■* I U - ' ; 1 |8. v = -2» -2J 

tû. v-r.*3j n. v 31*4, 

í ,«„»», - •» «*»■ *- u -" j, '“ c ;: a T I 

22. K„cucn»c do, «*» „-*» ,„ dc . 5 i 

23. F.ncucnuc un vcctor umU.no con la dtrccc.bn opu 


U» - 

.. , ìu , a 1 , »inwiit»d y dircccton dndi,. 

En 1« ejctcicit» 24 ol 27 cncocnno »n .„•« > — _ » ,, 

24. Ivì■ 2t0 1t J 3 „ S,;.-!,* 

26. |V|- 4.0-n 


cntrc ellos. 2 , u -4»;v - Uj 

28. u = l-j;v = i' 31 u 2 J;v- 4I-5j 

iittDT/Hàrcòval.blods 
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Ln Ioì tfjcrcicioi 32 al .17 tlctemimc si los vcctorcs tiados 
dc ìos dos Dcspiics bosqucjc cada par 


son ortogonalcs, paralelos 


o nínguno 


32. u - 21 - 6j, v = -J - 3j 33. u 41 - 5J; v 51 - 4 j 

34. u 4i -5j; v —5i-4j 34. u --7i-7j. v = | - j 

36. u '-7i-7j; v=-i- j 37> u =-71- 7j; » j 

38. Scun u — 21 * 3j > \ 41 • «J Dctermine «1 lal quc 

á. u y v sean ortogtmales 
b. 11 y v scan paralelos 


C. Hl angulo entrc u > v >ca r. 4, 


•I. H unyulo emrc u > v sca tr 6 


hn los ejcrcìcios i') al 44 caicule proy, u 
39. u - I4i;v = i*j 40 u - I4i: v = i - J 

41. u-3i-2j:v.3i.2j 42. u = 3i ♦ 2j; v - I - 3j 

43. u - 2i - 5J; v 31 - 7J 44 . u 4i-5j;v -3i - j 

45. Scan I' (3. -2i. <J ,4. 7). fí = , 1.3. y S - ( 1 - 1 ), Caicule pm> . & y P m> /$, 


tn los cjcrcicios 46 al 48 encuenUc la distancia cntrc los do» puntos dados 
46. (4.-1. 7); 1-5. 1.3) 47. (-2. 4. -8»; ,0. 0.6. 

48. (1-7.0); (0.5, -8) 


I n los cjercicioj. l‘> al 51 cncucntre la magnitud y los coscnos dircclorcs del vector dailo 
49. v - 3j - I lk 50. v=l-2J-3k 

51. v = -4i j - r,k 


52. 

53. 


Eneuentrc un vcctor uniturio cn la dirccción dc P$. donde P (3. -1.2. > ri 1 -4. |. 7j 
Encucntre un vector unítario cuva dirección sca opucsta a la dc Fîj. dondc P 11. -3. (1) 


> £?^(-7. 1.-4). 


K ( aicule 


/ 

En los cjcrcicios 62 al 65 eneucnue cl producto cru* u x \ 

62. u = 3i-J;»-21 • 4k 63. u-7j;v l-k 

64. u 41 - j - 7k; v -7i * j - 2k 65. u -2i+3j-4k: 

v = -31 -t j — I0k 

66. iricuenue dos vcctores unitarios ortogonales a u 1 j-lky\ 2i 3j 4k 

Calculeclàrcjdclparalclogrmtioconvérticcsadyaccnics(1.4.-2).(-ï. I.6)> 1 1.-2.3). 
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Ln los cjcrcicios 54 al 61 stran u i - 2j ' ',k. v ii * 2j - 'k > » 2i 4| 
u “ v 3v - 5» 56. proy, w 

57. pr„y B u 58. 2u - 4v + 7w 59. u » » 

60. Elónguloentrcttyv 61. Eiànguloentrcvyw 


2‘JO Gip'tulo 1 Vct'otcs cn » \t 


vectoria i Us ecuacioncs paramctncas y las 

En los cjercicios 68 al 71 cncucntrc una ecuac.ó 
simèiricas dc la recta dada. 

68. Contiencalî. 

69. C'onticnc al-4,1.0) y |3. <>. ' * 

70. Conticne a 1 3. 1 . 2) > es paralcla a 31 - i - » = (; _4 V ? 

7,. Con„«,<MU-Î .u 
72 Demucstrc quc las rcctas l. v » > •- 

(jk- - 6V3 " r'(-2) >' V* 3 > '• 


al veetor normal dado. 

75. f-0,3.-2K»“»’ k 

76 . P = U.- 4 . 6 ):n = 2 j- 3 k 

m »»*» i<» p"">» d - im "“ cc,òn dei i ” an " 3 ” 

^ impr«:cci6ndclosplanosn-4x*6> ‘ n 

80. Encuentre todos los puntos dc intcrscccion oc r 

i« — 4r - 5* . * •! f j*8 v 

81 . Êncuentre«cjlos los puntos dc interseccidn dc los planos a,. - - 

82 Encucntrc ta distancia desdc (l. -2, 31 al plano -x > 

83. F.ncuentre cl ángulo cntrc los planos del ejerccto _ ^ ^ ^ ^ , k y w 9i - 2] - 

84 - dc ' pfan ° quc l ° SC ° ntÌ< ” C ' 
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Espacios vectoriales 


4.1 INTRODUCCIÓN 


Como se vio en el capiiulo anterior. los conjuntos & (vcciores en el plano) y C 
I \ ectores en el e.spacio) cuentan con muchas propiedades intcresantes. Se pucdc sumar 
dos \ectores en I ' y obicner otro vector en I Bajo la suma, los vectores en I. : 
obedecen las leyes conmutativa y asociatlva. Si x e l : . entonces x • 0 = x \ \ * ( X ) 
- 0. Se puede multiplicar vectores cn R* por escalares y obtener las leves distributivas. 
I.as mismas propiedades se cumplen en C\ 

Los conjuntos I - y I-' junto con las operaciones dc suma de vectores y multipli- 
cación porun escalarsc llaman cspocius vvcloriales. I)e manera intuitiva. sepuede decir 
que un cspacio vectorial es un conjunto dc objetos junto con dos operaciones quc 
obedecen las reglas quc acaban de escribirse. 


F.n estc capítulo sc harâ un cambio. en aparicncia grande. del mundo concrelo de la 
solución de ecuacioncs y cl manejo sencillo de los vectores que sc puedcn \ isuali/ar al 
mundo abstracto de los espacios vectoriales arbitrarios. Lxiste una ventaja en esto. I 'na 
\ e/ que se establccen los hechos sobre los espacios vectoriales en general. se pueden 
aplicar estos hechos a iixins los espacios vectorialcs. De otra manera. tendria que pro- 
barse cada hecho una v otra vez. para cada nuevo espacio vectorial que nos encontrára- 
mos (y existe un sin lìn de ellos). Pero como se v'crá. muchos de los teorenms abstractos 
que sc demostrarán en realidad no son màs dificilcs quc los que va se ha cstudiado. 
http://harcovaI.blogspot.com 
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4.2 definición y propiedades básicas 


OFHNICtÓN 1 E»r»do vcclorial rcal V» °° 

v • ^ï5C:£3Ì--**-- ,fc 

V„,octó» Si X v v están cn I' y si a cs un nnmco rcal. cmonco b »oma sc «cribc I 

cZt * «>• cl «»"" <•'“»* mm ' a ' 

Antes 4c dar I. lism 4« <* "£ XSSSXZ™ 

vectorial deben mcnctonarsc dos u»®<• Pr n o J rr0 quc d espacio vcctona: 

1 1 - o I 'al mancjar un espacio vecUna . E ver á cn breve.) Segundo. I 

pacccc so muv difcnmic » «riov com^c^m^ff® > t ^ si8mfi c. 

lìnlefiniciòn I daunadelmtcóndc uncspacto ^ . j Jc cencllo definir un 

quc los escalares quc se usnn son nunur ; c ‘ ol 'i os en luoar dc rc;tles llsic libco esa 

cspacio veetorial complc)» usando nu ™ , 0 , peroìns gencralimriones a otrc* 

dcdicado principalmcnte a ^^SSftSíï 
.. ile cscalarcs prescnta mus p*ua aiiicu.w 


AXIOMAS Dt 
UN ESPACIO 
VECTORIAL 


1 

a „ y yr , r, entonccs,♦». P l“'” d ” r * h * 10h 
>amlodo c,v y zcn I ■££££ lt( !ì a S ÚL dc vcdoml. 

B— 00 r ÏRïiï££ ccn,: ìdíl’co'ud'livo). 

°>r 

Si x v y estâncn V. «^^J^Vdc In >»«> d. vcclorc,). 

Si x c l'y a es un'«^^^VL hìpIìc^ 1»« “» 

Si X v v están en Vy a cs un escalar. cntonccs ct(x + > ‘ ~ ' lX 
St x y > (primera lcy dlstnbuuva). 

six.l-yn> B -~X '^^\r + * 

■ « * • '■> «>■» -^oSt^X' 00 P- 

v//hrirr.'rluaI Viïnnçnnt r.nm 
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EJEMPLO 1 


EJEMPLO 2 


ÍJFMPLO 3 


E|EMPLO -1 


AVíftt No cs dìficìl demostrar que d idéntico aditivo v cl mverso aditivo en un cspacio 
vcctorial snn unicos (vca los problcmas 21 y 22). 


F.l espacio I* Sca J’= I■" 


V 

x> 


\\l 


r,el para /= 1.2. n 


Cada vcctor en t" cs una matrizdc n x |. Scgùn la definiciôn dc suma dc malrices dada 
en la página 51. x + y es una matriz dc n * 1 si x y y son matrices de n ■ 1 l lacicndo 


0 = 


0 


“*i 

0 


-rj 

■» 

y -x = 

: 

* 

0 




. se vc que los axiomas tt) a x) se obtienen de la definicîón de 
suina de vectores (matrices) y el teorcma 1.5.1 cn la página 53 


\otu. I os vectores cn I ” sc pucden escribir indístintamcntc como vcctores renglún o 
vectores columna. * 


l.'n espacio vcctorial trivial Sea J {0} Cs docir, I consistc sólo en cl número 0. 
Como 0 + 0-1 0-0 + (0 + 0) = (0 + 0) + 0 =0. sc vc quc I es un cspacio vectorial. 
Con frecucncia sc lc da el nombrc de espacio vcctorial trivial. ♦ 


Un cnnjunto quc no cs un cspacio vectorial Sea J í 1! hs decir. I consistc sólo 
en cl númcro I. Kste na es uri espacio vcctorial ya que viola el axioma /) — el oxioma 
dc ccrradura. Para ver csto. basta con obscrvar quc 1+1 = 2« I Tambicn v iola otros 
axiomas. sin embargo. con sólo dcmostrar quc viola al menos uno dc los dicz axiomas 
qucda probado quc V no es un cspacio vectorial ♦ 

,\otu. Vcriflear los diez axiomas pucdc ser tcdioso. Cn adclantc sc verificaran sólo 
aqucllos axiomas que no son obvios. 


F.l conjunto dc punto* cn 1 2 quc cstán cn una rccta quc pasa por el origcn consti- 
hiye un cspacio vcclorial Sea 

p - {(x. v): v - mx, donde m es un númcro real lijo y x es un niimero rcal arbilrario! 

K> decir. J consistc en todos los puntos que cstán sobrc la recta i = mx quc pasa por el 
oiigcn \ ticnc pcndicntc m. Para demostrar quc I cs un opacio vcctorial. se puedc 
\erificar quc sc cumple cada uno dc los axìomas. Observe quo los vectorcs en V * se han 
escrilo como rcngloncs cn lugar de columnas quc cn esencia es lo inismo. 
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J + (*. VS ) = (x v mx \) + (** mx '- ) = (X ' + X: ' n,X ' " WX:) 

x + y-(x,.yi) + ^ = y ^ m(Xi+ ^ )6 K 

Por lo tanto se cumple cl axioma 0> = _ (x? mx) = { -x, m(-*> 

ufMPLo 5 , ^ x i ^’e^sr^S- 

supongaque(x,.yi)> -» 

+ *** >2) 

Por lo tanto. sc conduvc que g j/ 

(X, +Xa*>i + >’2 ) S,l ^ )6 ^ 8) no està en V porque I 

por ejemplo.(0.D>*(3.7) csián cn F. P«ro(0. \) ^ ^^. q vcctoria i esobservi 

^U.L'na fomia mas scncillade verq difici | dcmostrar quc el conjuns 

u .,«0 - J- .qu“ - p- - «»• 01 "■ “ ns "' U!e ” 

dc puntos en i-' que csia suu. 
espacio vcctorial. 

E.EMPLO 6. B-^ïïïïr ^vr ,iïTJZZ 

(xi+x 2 , >t+y> + =:) e 1 P° rquc 

E xj - K* * + 4;X, + * <«*,+ b>:-<r^*°~ 0 = 0 
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EJEMPLO 7 El cspacio >ectorial P„ Sea V-P„ el conjuntodcpolinomioscon coclicientesrealcs 
de grado menor o igual a o.+ Si p c P„. entonces 

P(x) = <y«" + «h jjT 1 + - • • + a x x + a n 

donde cada o, es rcal La suma de p(x) + </(r) está detinida de la manera usual: si t/(.rt = 
+ A*.)*"" 1 + • • • + ft|.r + /» 0 , entonces 

P(A-) + </(.r) = (u„ * />J,r" + («„,, -t- + •••+(«, + />,Xr + (a, - fy) 

Es claro que la suma de dos polinomios de grado menor o iguai a n es otro polinomio de 
grado menor o iguaJ a n. por lo quc se cumple el axioma/)• I as propiedades /'/) \ v) a v) 
son nh\ ias. Si se deline el polinomio 0 = O.r" + Oi' 1 1 + + 0.v + 0. entonces claramentc 

0 e P„ y el axioina m ) se cumplc. Por ûhimo. sea />(r) = -aj? - o Jr _,y 1 . . _ (J ,r 

- ii.j. se ve que el axioma tv) sc cumple. con lo que P„ es un cspatio vectorial real. ♦ 

EIEMPLO 8 l.os espacios vcctorlales qt>, l| y C|o. />| Sca r=C]0,1] = clconjuntodc lunciones 

V Çjituin] continuas de \ alores rcales dctinidas cn el intervalo [0. I ]. Se defìnc 

(Z+gL'f =/(A) + g(v) y (u/K.r) = cxl/(v)l 

C'omo la suma de funciones continuas es continua. el axioma i) se cumplc y los otros 
axiomas se verifican fácilmentc con 0 - la función cero y <-/)(r) = -/(,v). De igunl 
manera. ( ]u, /»]. el conjunto de funcioncs de \alorcs reales definidas y continuas cn (ú. 
/>]. constituye un espacio vectorial. ♦ 

EJEMPLO 9 Fl cspaciu vectorial ,f/ 34 si 1= A/„ denota el conjunto dc matriccs de 3 4 con com- 
poncntes rcalcs. cntonces con la suma de matrices y multiplicación por un escalar usua- 
ies. es de nuevo sencillo veriticar quc \f (i es un espacio vectorial con 0 como la matri/ 
cero dc 3 x 4. Si A = (a v ) cstá en A/ )4 , cntonccs -A = (-u„) tamhién cstá cn \f u . + 

EJEMPLO 10 - E.l espacio vcctorial M m En forma idéntica sc puede ver que M m „ el conjunto de 
matrices dc m * n con componentes reales. formn un cspacio vcctoriaJ para cualcsquicra 
enteros positivos m y n. + 

EJFMPLO 11 i l n conjunto dc matrices invertihles pucdc no rormar un cspacio vectorial Sca 

Sy el conjunto de matrices invertibles de 3 * 3. Sc defmc la “suma" .4 © fí por .4 ® /í = 
AB.§ Si A y B son inveriiblcs. entonces AB cs invertibie (por el teorema 1.8.3. página 
100) dc mancra quc el axioma il se cumplc. El axioma ii) es scncillamente la ley aso- 
ciativa para la multiplicación de matrices (tcorema 1 . 6 . 2 . página 68 ); los axiomas iif) y 
rv) se satixfaccn con 0 = 7j y .4 - A . Sin cmbargo. AB - BA cn general (vca la pâgina 
66 ). entonces cl axioma v) no se cumple y por lo tanto S 3 no cs un espado vectorial. ♦ 


Sc tjicc t uc (js fundoncs cor.sîuntcj tUKtu>cl)(jo ln lunciôn /t.« I = l») *on puliriL’mio» Jl uniUu ccro 
• . ^Átculo; tcte simMo »e usarn U)do d I ihro p.iru mdicar quc d prublcmu o cjcmplii ulili7.11 conccpto» dc cáJculo 
4 Se uva un si(!nu m 4 > cnctrculndo para cvitm cnntu.HÌi>n mn d tipnn mis nurmal quc dcnolu ln tuma dc rmUnccs 
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semipUnopucm • 

n lOspuniosenf2 cr 

v , • 0, cnionces >, * 
v . V Sin cmbargo 
no tícne un \nverso c 
v \ G V. entonces u( 


[jfMPlO '2 


y ccsunnûmero 

Ìi^ûntodenûme^c 

io vecvoria'- 


tjtMPl-O 13 


,cmpios. existcn 

. conjunios que 

itraràn ai&unos re 


- vectorial. Entonccs 
r un cspacto vectom» 

a0 = 0 todo cscalara 

0 . , = 0 para w*> 5 . 1 0 (p ambos). 

slaJ » 0 .cnto»c«a-'>» 1 

: M).-<P® ,oí “' e 

— a0 = o(#+0) .„.. 

ow«™ a0+( -uo,Mo» 

o = a 0 + l« u ^ 


XtORtN^A 3 


DemostraciAn 


. n , 0 .DeP“‘<.“ satKlo '“ P ‘“" : 


= 0y se u f. el A 0 o = OX' t -0“ C 

°* + l0 ' o Sia^O.setnuUiptó 

obtCnCr( rdcm^rnquc*“0 

““"“tlriOccbotoqo. 

Iv . Primcroseusac. 
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Se suma -x en ambos lados de (2) parn obtener 

-x = 0 + (-x) - x + (-l)x + (-x) = x +(- x) r(-l)x 
-0 + H)x — (— 1 )x 

Asi. -x=(-l )x. Observe que el orden de ta suma en la ccuación antcrior se pudo 
invertir usando la ley conmutativa (a.\ioma v). + 


Obsen ación. La parie m) del teorema I no cs obvia como parece. Lxistcn siluaciones 
lamiliarcs cn las que yi 0 no implica que v o i scan cero. Como ejempto. so tiene lu 

multiplieacíón de matriccs de 2 ■ 2. Si A = (J y /? = i. en donde ni 4 ní B son 

cero >. como se puede verificar. Itì - 0. la m 3 lriz cero. 


PROBLEMAS 4.2 


Autoevaluación 

Falso-verdàdero 


I. El conjunto dc vcctorcs ' cn U 3 con >■ -3x cs un cspacio vcciorial rcal. 

L* 


II. El conjumo dc vcctorcs j i en fc 1 con y m —3jr I cs un cspacio vcctorial rcal 

III. E1 conjuntodcmatriccsinvcrtiblcsde5> 5 fonna un cspacio vcctorial icon ■ +"dcfinido 
como cn la suntia mutriccs ordinaria). 

l\. El conjunto de mûltiplos constantes dc la matriz iddtitica de 2 .x 2 cs un espacto vectonal 
(con “+” dclînido como en III).\, 


V. 

VI. 


F’.l conjumo dc matriccs idénticas dc n ■ n pota n — 2, 3,4, ... cs un cspacio vectoriai 
(con “+” dcfinido como cn III). 


C.l conjunto de vectores I v J cn I? con 2>r-y-l2c Oesun cspacio vcctoria! rcal. 


VII. 

VIII. 


El conjunto dc vcaorcs j cn U' con 2x - y -I2r = ! cs un espado vectorial real. 

F.I conjunto dc potinomios dc grado Fcsun cspacio vcclorial real (con ”+ " dclìmdo como 
la suma dc poltnomios ordinaria) 


Respuostas a la auloevaluación 

*• V II. F III. F IV. V V. F VI. V VII. F VIII. F 
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Cáltulo 


fo to problemas 1 el 20 <W«™k 0 «I «-«junx. «o e< un «paoln «««inl. Si n. In «. 

una listade los axiomas que nose cutnplcn. .. 

El conjunto dc inairices diagonale*. dc » * n bajo la suma dc mamcc y nu.lt. pl.cauon , 

un escalar usualcs. . -n 

2 FIconjuntodcn,»mc«din e «ncl«dc.. n taj»l>mnlúrncncnln 1«dccu. IO «-M 
i. vs n: v.v rcnlcl con la snm. d. vcctnrc, y mnlnplicncon po. nn «cnlnr ocnal.v 

4. Los vccto.es en cl pluno quc esu. en cl primer euadrantc. 

5 E1 conjunto de vcctores en l ’ de la lornin U, x. r). 

6 E, conjunto dc polinomios dc grtuto 4 bajo las opcraciones del cemplo 7 

|i conjunlo Jc mrnricc, rimcrncar dc» . . (« U <cc«idn 1.11 Hajn la «nn» . mnlnplic» 
ción por un escalar usualcs. 

,. B cnnjunlo dc marriccc dc 2.2 ,uc Pcncn I. (orma g “) N» I» »< > molllplrcaciO. 
por tm escalar usualcs 

9. El conjunto dc matnces dc la Ibrma (* “) «m I. opcmconcs dc nunnees dc suma 

multipl.cac.on por un cscalnr. . 

E1 conjunto que cons.stc cn un solo vcctor |0. U, bajo las opcracioncs usuales cn K 

,, ,1 conjunto dc polinomios dc grado < « con tennino consutn.c cero 

,2. E1 conjunto de poliaomios de gr#do s #r con término constante u„ positivo 

,3. E! conjunto dc funciones conlinuas dc valorcs rcalcs dcfm.das cn [0.11 con/.0» > > 

0 bajo las operaciones dcl cjcmplo 8 

,4. El conjunto dc puntos cn t ' quc csuin sobrc una rccta quc pasa por el on K en 
, s El conjunto de puntos cn 1 1 quc estan sobre la rccta T ' ' 11 . I 

F : conlasuntudcflnidapor(a,..V|l + lr..».l = lr,-rvr 1 I.,, •• 11> lnmolnpllcac» 
por un cscalar ordinaria . 

,7. H conjunto dcl problcma 16 con la muUipUcaciôn por un cscalar dcfin.da P or 
(u ■* ttx — l, <1 * íív •* I í 

E, conjunl,. ,uc cousicc cn un objclocon 1. rum. ddinldapor objcro • - <M 

„. Simctbïd'cfmid»,cn|0.1|conI»«pcmcmnc,« 

cscalarcs racionalcs. 

2, Dcmuestre quc en un cspacio vccorial el elcmcnto uhintico ad.t.vo cs umco. 

' Dcmuestre quc cn un espacio vcc.or.nl todo vector ticnc un invcrso ... co 

u. r, y J vectorcv c„ un crpaclo vccmrid r. dcmuclrc «uc cv« uu vcc.or upuo 

24. Dcmuertrc que cl cïmjunb, dc númcror nr.lc, porílivo, formu un cspacio vccrorl.l b^ 

_ x — W 4 i u Afl “ fb 

I ic nnrr.lClonCS 
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Cilculo 


25. Considerc la ccuacióri ditcrencial dc segundo ordcn homogénea 

r”tr) + (>(x)v'(x) * h(.x M.t) - 0 

Dondc uii) > t'\x) son fiindoncs contlnuas Dcmucstrc quc cl conjunio desoluciones dc 
la ecuaciòn cs un cspacio vectorial bajo las rcglas usuales para la suma dc tunciones v 
multipllcacinn pnr un cscalar. 


MATLAB 4.2 

M I . I Este probUma uxn <•! arçhivo vctrsp m) El archivo vctrxp m cs una dcmostración sobrc 
la gcometria dcalgunas propiedades dc loscspaciosvectoriales de vectorcs cn I Dc help 
vclrsp para vcr una dcscrípción 

Introdurca los vectorcs *, y y / dados enscguida y despucs dc cl comando 
vdrspít.y./) La dcmostraciòn ilusimrà la gcnmctria dc las propiedades conmutativa v 
asociativa dc la suma dc vcctorcs y de la propiedad distributiva dc In multiplicación por 
un cscalar sobre la sumadc v cctorcs. Cuando le pidan que de un valor cscalar para a i "inpui 
■i scnlar valuefor a "i dé sôlo el valor dc a (SIN cspaciosl v oprima la tccla ■'cnter" 
u. x = (3:0]. y - (2:2). / - |-2;4(. Lse a = 2. a -iy a -2 
l>. \ ( -5:5]. > [0:-4]./-(4.4]. b’scn=2.,7 = |yrt-- T . 

c. Su propiu elccción dc x. y. / v o a. 

2. u. Elija algunos valores para n y m v gcncrc trcs malnces aleatorias dc n • m. Ilatnadas X, 
J y Gcneredos escalares alcatorios a > h. (Porejcmplo. a = 2*rand(l )-l ) Vcrifíque 

todas las propicdadcs dcl cspacio vectorial para cstas ntatrices v escalares Para 
demostrar.I li. dcmucstre quc I - li = 0: para la propicdad tiì) decida cónio gencrar 
cl idcntico aditívo para matrices de n ■ m .» Repita para otros trcs jucgos dc V. )j 7. n \ 
h i para las misntas n > m) 

b. ( Lúpizy pupd) Prucbc las propiedadcs dcl cspacio vectorial para A/.„ r las mauiccs dc 
n * m. 

c. iLàpti i papcl i ,.Cuál cs la difercncia cntrc los incisos ni v bi? 


4.3 SUBESPACIOS 

Del cjemplo4.2.1. pâgina 293, sc sabe que l- ; = jfv. t i: v t \ i I ) cs un espacio 
vcctorial. Enel ejemplo 4.2.4. pagina 293. se viòque I’= [(.r. v*>: i = wv) tamhién es un 
espacio vectoriaí. Además. es evideitte quc J'c I- ; Lsm es. I ; tjene un subconjunto 
que tambiên es un espacto vectorial, De hecho, todos los cspacios vectoriales tiene 
subconjunlos que también son espacios vectoriales. F.n esta sección se cxaminarán estos 
importantes subconjuntos. 

DEFINICIÓN 1 Subespacio Sea//un subconjuntono vaciode un espacio vcctorial Vy supongaque 
//es cn sí un espacio vcctorial bajo las operacìones dc suma y multiplicaciòn por un 
escalar dcfinidas en V. Entoiwes se dice que //cs un subespacio de V. 

Se puedc decir que el subespacio // hereda las operaciones del espacio vectorial 
"pndre" V. 
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TEOREMA 1 




Demostración 


Sc cucnta con inuchos ejcmplos dc subespacios cn cstc capitulo. pcro primero sc 
dcmostrará un resultado quc hace rclativamcnte scncillo detcnninar si un subconjunto 
de I’cs en rcalidad un subespacio dc V. 


Un subconjunto no vacio H dc un cspacio vectorial I es un subcspacio de l si se 
cumplcn las dos reglas de ccrradura: 


Rcglas dc cerradura para vcr si un subconjunto no vacio es un subtspacio 

i. Si z e fíy y e H, entonces x + y t H. 

ii. Si x e //. cntonccs ax e H para todo cscalar a. 


Es cvidente que si Hes un espacio vectorial. entonces las dos rcglas de ccrradura dcbcn 
cumplirsc. lnversamentc. para dcmostrar quc Hes un espacio vectorial. debe dcmos- 
trarse que los axiomas /) a x) en la página 292 se cumplcn bajo las operaciones dc suma 
dc vectorcs y multiplicación por un escalar definidas cn V. Las dos operaciones de 
ccrradura [axiomas i) y /v)J se cumplen por hipôtesis. Como los vcctores en H son 
tombién vectorcs en las identidadcs asociutiva, conmulativa. distributiva y multipli- 
cativa [axiomas ií). v). v//), viii), ix) y x)l sc cumplcn. Sca x e H. F.ntonces Ox e // por 
hipótesis 0). Pcro p>or el teorcma 4.2.1. página 296, (partc //). Ox = 0. Asi. 0 t //} se 
cumplc el axioma iiï). Por úilimo, por la parte lï). (—1 e // para todo \ e //. Por cl 
teorcma 4,2.1 (pane /v). -x = (-1 )x e H de manera que se cumple el axioma /v) ) la 
prueba qucda completa. * 


Estc teorema deinucstra quc para probar si // es o no un subcspucio dc J. cs 
suficientc vcrificar que 


x + y > a\ están en H cuando x > y están cn II y u cs un cscalar, 

La prueba anterior conUcne un hccho que por su importancia mercce quc se le 
ntencione cxplicitamcnte: 

Todo subespacio de un espacio vectoriaj I contiene al 0. 1 (D 


Estc hecho con frccuencia facilitará vcr si un subconjunto dc I en particular cs 
un subespacio de V. Es dccir. si un subconjunto no contienc al 0. cntonces no cs un 
subespacio. Note que cl vector ccro cn //. un subespacio dc I. es cl mismo que el \ cttor 

cero en V. 


Ahor.i se darán alcunos cicmplos dc subespacios. 
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EJEMPLO 1 

FJFMPLO 2 

Subcspacios 

prnpioN 

EJEMPLO 3 

LJEMPLO 4 

FJFMPLO 5 


Elsubespacio trivial Para cuaiquier espacio vectortal I . el suhconjunto !()} que 
consiste en el vector cero nnda más es un subespacio ya que 0 + 0 - 0 > «0 0 para todo 
número real a fpane/> rfel teorema 4.2.]]. Esto se llâma el subespacio trivial ♦ 


l n cspacio vectorial cs un subcspacio cn si mismo Para cada espacio vectorial f', 
Fes un subespacio de sí mismo. 4 


Los primcros dos ejemplos muestran quc todo cspacio vectorial í'conticnc dos 
subespacios. (()} y I (que coincidcn si ('= JOJ). Ls más intcresanle encontrar otros 
suhcspacios, l.os suhcspacios distintos a }()} \ \ se llaman subcspacio.s prnpios 


L n subcspacio propio dc l 2 Sea If - {(.v.y):y} (veacl cjemplo 4 2 4 . página 
:93).Entonccs.comoyasedijo, He sunsubespaciodcI ' Eínlasccción4,6(problcmu 
l.">. pâgina 345) se vcrá que si // es cualquier subespacio propio de I ; . entonces II 
consiste en el conjunto de puntos que cstan sobre una recta que pasa por el origen es 
decir. un conjunto de puntos quc está sobre uua recta que pasa por el origen es ej único 
tipo dc subespacio propio de 4 


lî " subcspacio propio dc E- Sea H = {(v.y. r ): x = at. y=ht y r - ct.b. c. t rcales}. 
Fntonces // consiste en los vectorcs en l que están sobre una recta quc pasa por el 
origen. Para verque H<i s un subespaciodeI-sca x=iat,. hr,. cr,) = f/\ v =(ah ht . 
ct : ) e H. Entonccs * * * 

v + y = (u(/, + /,). h(t, + / ; ). c(/, - M) e // 
v 

ux = írt(a/,). h(ar : ), c(ar,)) e H. 

Así H es un subespacio dc C 3 . 4 


Otro subespncio propio dc I- ' Sea n = ((.v. i . r): jlv by + cr = 0;./. h. r reales: 
Entonces. como se vio en el eiemplo 4.2.6. pàgina 294. n es un cspacio vcctorial, asi. 
îi es un subespacío dc li J . 4 


En la sección 4.6 sc dcmostrara que los conjuntos dc vectores que están sobre rcctas 
> planos que pasan por cl origen son los únicos subespacios propios dc I 

Antcs dc estudiar más ejemplos. se debe observ ar quc no lot/o espacto vectortaJ 
iicne subespacios propios. 
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EJEMPLO 6 


EJEMPLO 7 


EJEMPLO fl 


EJEMPLO ‘J 


EJ EMPLO 1 0 

I Ciltulo I 

EJ EMPLO 11 

| C.ìlcu ltT) 


EJ EMPLO 1 

| CÁltulu | 


|. no licne suhcspacios propios Sea H un subcspac.o de l + S H [0,.evnmces 
II contiene un númcro rcal a diferentc de cero. Por cl oxioma vi).} (l'a)a - //> Pl 
» p c /, para todo número real |ì. Así. si U no es el subespac.o tnv.al. entonccs // - 

P.s dccir. I- no tiene subcspacios propios. 

Algunos subespacios propios de P„ Si P„ denota cl cspacio s ec.orial de pojinomios 
dc grado < «(cjemplo 4.2.7. página 295). > si 0 S m < n. entonces P m cs un subespac.o 
propio de P„ como se verifìca fácilmcnte. 

Un subcspncio pmpin d. Sea ,U_ (cjcmplo 4.2.10. págta 105) cl ccpacio 

vectorial de matrices de m * » con componentes reales > sca // - , 4 g M„„ r «n '*• 
Por la definición de suma de matrices > multiplicaciôn por un escalar. cs claro que los 
dos axiomas de cerradura sc cumpien de manera quc // es un subcspaco. 

Un subconjunto que no es un subcspacio propio de M„„ Sea I =j'/nn(l a+ ntatrii.cs 
de /7 x ii) y sea //= \A e M nir A es invcrtíblcj. Entonces H no es un subcspacio ya quc 

la matriz cero dc n x n no está cn H. 

linsutepnciopmpiod.qa.il f.|0. IBcHO. 1) (v.n d ejímplo 
■*9S) porquc todo polinomío es cont.nuo > P „es un espacio sectonal para todi ent 
dcmanera que cada P„[0. 1] es un subcspacio de CIO. 1J. 

("|0 llcsunsubespaciopropiodcqO.il Sea C'[0. 1J el conjuntodcfuncioncs 

conpriîncrasderivadascontinuasdefinidasenlO.l J.Comotodafunciòndjferenciable 

cscontinua.SCtieneCHO, 11 c qo. IJ. Como las suma de dos tunc.ones d.fcrcnc.ables 
es di'crcnciable v un múltiplo constantc de una funcion difcrencmblc cs diferciiaablL. 

sevcqucC'IO. rjcsunsubespaciodeqO.lj.Setratadeunsubespac.opropioporquc 

notodafunciónconlinuaesdifcrcnciablc. 

Otro subcspacio propio dc qO. 1| Si/e C[0, 1]. entonces f () ./ (O l.xìxìl. Sea// 

= [/ e qo. 1): j‘/(.Y) dx = OJ. Si/6 // v g e H. cntonces 0/(v) + K(x)\dx - 
J» / (X) iix - í' X(X) dx - 0 + 0 = 0 y j ‘ a/(r) c/v = a í'/(r) = 0. Asi. / - fi > a/ cslan 

en H para todo númcro rcal a. Exto mucstra quc H es un subcspacio prop.o dc ( (0. 1 1 

Como lo ilustran los últimos trcs cjemplos. un cspacio vectorial pucde lener un 
núniero grande y variado de subespacios propios. Antes de tcrm.nar csta seccon. sc 
dcmostrarú un hecho intcresante sobre subespacos. 


t Observt que ( cv uncpsuo vcc.unal icid . decir. t c> un espacto vccloiial en annJc k-b cvcalarc, « i.im.ui 
co«» lois númcrus rcalcs F-Slccs el ejcmplo42 1, pagma «*n" ' 1 
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TEOREMA2 

;'ji , ; 

Dcmostración 


Sean //, y // ; dos subespacios de un espacio vectorial V. Entnnccs //, n H : es un 
subcspacio de V, 

Observe quc //, n // 2 cs no vacio porque contiene al 0. Sea x, e //, n // ; y x 2 e //, 
n // ; . Entonces como //, y // ; son subespacios. x, + jc ; e //, y x, -t- x ; e //>. Esto 
signiflca que x, + x ; e //, n //j. De tminera similar, ctx, e //, n // ; . Por io ìanto. sc 
cumplcn los dos axiomas dc ccrradura y //, n // ; es un subespacio. ♦ 


EIEMPIO 13 La intersección de dos suhespacios tle I es un subespacio I n I ’ sen // - ((.r. i. 

2v - y - : - 0[ y H : = ((.r, y. t *■ 2v + 3: = 0 ). Entonces //| \ //. consisten en 
vectores quc estan sobre planos que pasan por el origcn y soru según el ejemplo 5. 
subespacios de U } . //, n H : es la intersección de los dos planos que se calculan como 
en cl ejemplo dc la sección 3.5: 

r + 2y + i: = 0 
2t- y- : =0 

rcduciendo renglones. >e tienc 


fl 2 3 

°ì ■ 

_ fl 2 

3 0Ì _ 

• 

1“ -1 -î 

oj 

lo -5 

1 

c 

r- 

1 



'I23| 0] _ fì 0 i | 0 

0 l : 0 0 1 : i 0 

\ * J \ * 1 


Asf. todas las soluciones al sistemn homogéneo están dadas por (-{;. Haciendo 

r - r. sc obtìcnen las ecuaciones paramétricas dc la rccla L cn I v = r. v --t. : t. 
C’omo se vio cn cl ejemplo 4. el conjunto de vectorcs sobre L constituvc un subespacio 
de l< J . ♦ 


Ohservación. No es necesariamente cicrto que si //, y // : son subespacìos de V, //, 
s- H : sea un subespacio de I 'ipuede o no serlo). Por cjcmplo. //, = ; <a . i): \ 2x\ \ 

((jr.y):y T 3.r} son subcspacios de I pero //, H : no cs un subcspacio P;ira ver csto, 
obscrve quc 1 1. 2) € //, y (1. 3) 6 H : de raancra quc tanto (1.2) cotno (1.3) estan en 
//, o H : . Pcro(l. 2) *- (I. 3) = (2 5) * //, w H : porquc (2. 5) « //, v (2.5) e H : , \si. 
//, u H : no cs cerrado bajo la suma y por lo tantu no cs un subespacio. 


PROBLEMAS 4.3 


Autoevaluación 

Falso-verdàdero 



il • A 1” ;!+ ' i" 1 iii" | 1 |i ,,, ‘ «1 ,, v , ' 11 i i|ll| , 


ÍB'Ì "i;w,;i;:i;i | ;; i ;'I, 


1. El conjunto dc vcctores dc la forma 

nfi 1 'jjS. W 

l„«l|lUllll.‘,.l . | n .1 n,. iJUlllillti.J 

@ 

es un subcspacìo dc 

tlL'itlii ^ÊiûâkiíÌ!Jií 

.. ù ' iiCii.'.'.'.i.ii.ì ii'.m 
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tíilMlllin 


f* 


UUMif 


cs un subcspacio de lî 3 . J 


IT. E1 conjunto de vcctorcs de la forma 0 

III. E! conjunto de matriccs diagonales dc 3 * 3 es un subcspacìo de M ìy V ^ 

IV. El conjunto dc matriccs triangulares superiores dc 3 * 3 cs un subcspacio dc .V/, v 
V. E1 conjunto de matriccs triangularcs dc 3 * 3 es un subcspacio de A/„. 

VI. Sca H un subespacio dc V/jj. Entonccs í[! !* | dcbe cstar en H. 


VII. 


Scaff* 


y i. lx + iy - oj y K ~ T-2y + 5r = 0 



iiiif i' 


i ii v,n tfiu, iii! | l iivv; l 

, entDnccs H u íicsun 


1 




subespacto dc 

VIII. SìHyK son lossubconjuntosdelproblcma VII, entonces// r ' A csun subespacio de t 
IX. El conjunto dc polinomios dc grado l cs un subcspacio dc P 

Ti'' ■. 1 1 ’ i ! ' •••’.. '' i^ iIHtiiIÏI 11 .'ll" ilillliBBPll 1 •" • 1 1 


Cálculu 

Cálculu 

caituio 


En los prnblemas 1 al 20 detcrminc si d subconjunto dado H dcl espacio vcctorial I es un 
subcspacio de i'. 

1.1= C-: H = {(Jt.y):.V 2 0} 2. I' E : : H = {(Ar.y); a - >•} 

3. F= t 1 ; // = cl plano .xv 4. V ICft //= {< v. >•): x : + y 2 S 1} 

5. I A/,„; H |í)c )/„„:/> csdiagonal) 

6. I = Sf„ f II {T e M^ [ es triungular superíor) 

7. V-\t,^ H = {.V ê S cs simêtrica} 8. V ~ M^ II - {.I e A/„; u , 0} 


9. l =\UH~ ,leM„ A = \ _ a h J)j 

10. I =AA,:// ! I e ,l/ :; : A = J 

11. I'= A/jj H = |.< e A/ l: : A = j)) 12. I =/> 4 ;//- {p egrado/. = 4} 

13. I =/V//={/»«/ > ô/H0)-0} 14. V=J*^H- (pe /Vp<0) = 0} 

15. I P+H=\p* P^/HO)- U 

16. l =no. !]://={/« flO. I]: f (0) =/(l) = 0} 

17. I'=C[0.1J; H {/e C[0, l):/(0) = 2} 

18. F-C'10. l\\H m {/e C'[0. l]:/'(0) - 0} 

19 . | = /,]. dondc a y h son númcros reales y <i />; H {/eClu,/ 1 ]: j t f{x)dx 0} 

20. V - q«, *]; // = {/« q«. b\: £ f(.x) dx = I} 


Respuestas a la auloevaluación 

L F lt> V 111. V l\. V V. F VI. V VII. F 
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Câlrulo 


J.-h a 

l o b 

a. Dcmuestre quc //, y H. son subespacios. 

b. Describa el subeonjunto dc // H II. > muestrc quc cs un subespaciu. 

22. Si I f[0. 1|, sea //, cl subcspncio del ejcmplo 10 v //, el subcspacio dcl cjcmplo 11. 
Describa cl conjunto //, r II. y dcmuestre que cs un subespacio. 

23. Sca ,1 una matriz dc n * m > sca II (x € f": .4* = 0}. Demuestrc quc H cs un subcspacio 
dc I ’* H se llama cspacio nulo dc la matriz t. 


21. Sea I' - U,< scan //, = {A <i /,,:0} y H : = ].| 


S 



24. 


En el problemo 23 sea // |v e I ,/i * 0;. Demuestrc 

tr. 


que II no cs un subcspacio de 


25. Scu II í(4t,y.;. u): ax * by - tr + dw - 0}. dondc a, h, c y J son núineros rcales, no todos 
cero Dcmuestrc quc II es un subcspacio propio de (‘. II se llama un hiperplano cn I - 4 
qtie pasa por el onecn. 

26. Sea// {(r,. ■ .r.,i: ír,x, * a.x, -t Oî.dondco,. o„ .t»„son númcros 

realcs no todos ccro. Dcmucstre que // cs un nibcspacio propio de I leual quc cn cl 
problcma 25, H sc llama un hipcrplano en I-". 

2". Sc.m //, y H. stibespacios dc un espacio vectorinl V. Sea //. //, = ’v » •»,-»•. con v, 

€ //, yv ,€ H.). Demucstrc quc //, - //, es un subcspacio dc î' 

28. Scan v, y v, dos vcctores en l Dcmuestre quc // = |v: v :/v * M.. a, t reales; cs un 
subcspacio dc t : . 

*29. F.n el problema 28 demuestrc quc si v, > v. son no colincales. entonccs // - I 

*30. Sean v,. v.. . ,v„ vectorcs arbitrarios cn un espacio vcctorial I Sca//-|V6Ì »•=«,»■, 

* fl ! v í * u r v - dondc ti,. t/.- a n son escaJarcs}. Demucstrc que H cs un subcspacio 

de I // sc llama el subcspacio ccneratlo por los vcctores v,. v,.. .. v 


MATLAB 4.3 


I. a. Generc una matrizaleatoria I dc 4 * 4 y sea S = triu(A) - tríu(A)'. Verifiquc que ,s cs 
simetric3. 

h. L sando el inciso a). gcncrc dos ntatrices alcatorias de 4 . 4 rcalcs simetricas. S y T, v 
un escalar alcatorio, a Vcrifiquc que </\ y i> * T también son simétncas. Rcpita para 
otros cuatro juegos dc 5 T y a. 

c. ù Por se pucde decir quc sc ha rcunido evidencia de quc el subconjunto dc matrices 
simctricas de 4 ■ 4 es un subespacio dc M u 'l 

d. (Lâpiz \ papet) Pruebe quc cl subconjunto dc matriecs simétricas dc n > « es un 
subespacio dc \l,„ r 


4.4 COMBINACIÓN LINEAL Y ESPACIO GENERADO 

Sc ha visto que todo vector v = (a. h. c) en K' 1 se puede cscrihir en lu forma 

v = c/i -*■ frj + c*k 

En este caso se dice que v es una cambinaciôn lineal de los trcs vectores i. j y h I)e 
maneru más general, se ticne la siguienle definición. 
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OEflNICIÓNl Combiniicióii lincal Se anv,.v 3 ,....v,«ctore S cnunespocio vcConaH'. Enloncn 

cualquier vcctor dc la forma 

I íí,v, + a,v, + - 


| a t v |+ + ••*•*• ti„v w 

dondea„soncscalanrsscllamaunacomblnación lincal de v,.. .. . v fl . 


E)EMPLO 1 I na çombinación lineal cn t ’ 

I s) (-7) f-lì { 5 ’ 

I i ' 7 l 4' I I- 


Ŷ Q n i '. 7 es una combinaciòn lineol dc 2 y 


í -3 2 0 -I _ j • 

EJEMPLO 2 Lma combinación lineal en A/ y Fn ,V/ :3 .| ^ q 3 I I 5 “25 6 

, . . . . í-l 0 4 . 


lo que muestra que 

U15 


V . v 

f \ _|()4 

_ 5 - 81 yjja combinacion lincal de | . . ^ | • 

1-1 9 3 j 


... n p n í J iodo oolinomio se pucde escribir como una 

EIEMPLO 3 Combinaciones llnealcs cn P n rn [ n f ♦ 

• combinaciòn lineal de los "monomios i.x.x- .v . 

DEFINICIÓn 2 Cogmlo ^"^^'«^0 «SSSÏ 

ellos. b dccir, para todo v e W cxisten escalares a„ a 2 . ■ • • • ,alcs ^ 

C | v-„,v,*o : v ! + .. vo.n < 2 > 

„„„ ..*tS n n i a seceión 3.1 se vio quc los vectorcs 

EJEMPLO 4 Conjuntodc vectores quc gencran t . 1 lf 

>-(i) > l*(n gen«o"K-’ t " l '‘ stcci <"’ 3JSCVÌO ' , “‘ : ‘ C î- 1= ì * k * 


0 ûcneran 1- ’ 
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Aliora sc vcra brcvementc la gcneración dc algunos otro> espacios vcctorialcs 


FJEMPLO 5 «4-1 vectores quc gcncran a p 

r. ... .r" gcncran a 


l>el cjcmplo ' sc deducc quc los monomios I. x. 

♦ 


| . 

EJEMPIO 6 Cuatro vcctorcs quc gcncran a .*/„ Como | " * ; - a \ ^ * b j| ^” 0 j 

n fo o) (o 

0/ [l OJ > 0 1 , eeneranaAAj. 



EJLMPLO 7 Ningún conjunto tìnito dc polinomios gcncra a P Sca P cl espacio vectorial de 
polmomios. bntonccs ningûn conjunto fbuto dc polinomios genera a /’ Para ver 
esto. suponga quc/>,./}-,, ., p m son polinomios. Sea/>.el pnlinomio de grado másalto 
cn este conjunto y sea X - grad Pi . Entonces cl polinomio p(x) = v A 1 no se puedc 

escrihir como una comhinación lincal de p uPi . Pm . p or cjcraplo si A 3. cntonces 

v * c'o +Cjjr +cx\- + <.->r para cualcsquiera cscalares cv c y c» ♦ 


Ahora se vcra otra manera de encontrar suhespacios de un espacio vcctorial I 


DEHN.C.ÓN3 Rtpac.o ecaendo par ua conj - 


conjunto de vectorcs Sea v,, v*... v, k vectores en un 
espacio vcc torial f El npacio Rcnerutdo por (v,. s> . . . vj a d conjunto dc 
combtnacjones Ibeaies de v h »> 4 . 4| Es decin 






genlv.,^,, • V *J - {v;v = íi,v, + . * + 0 ^) 


donde a,. a% .. a k son escalares arhitrarios. 




(3) 

!, i 


TEOREMA I SJ v„ v,-v x son vcctores en un espacìo vectoriaJ V, cntonccs gen |v,. v> . v.j 

es un subespacio dc V. ’ * kt 

Demostración La prueba cs sencilla y sc deja como cjercicio (vea cl problema 16). ♦ 


EJEMPL0 8 El espacio generado por dos vectorcs cn t J Sea v. = P -I v. = u i a, 

Lntonces// = gen(V|. v 2 j - }v: v = u,(2.-1. 4 )+ a,( 4 . 1.6)}T/,Cuâl cs*la aparienciade 
//? Si v - («r. y. r) e H. entonces se ticne x = 2 «, - 4 o : ,y = + a : \ r = 4u ; + 6 a,. Si 

se piensa quc (v. v .:) está fìjo. entonces cstas ccunciones sc puedcn ver como un sistcma 
' c ' rL ' S = |J ** 






UH5 Ç.)|)il.j|o4 hpou «Mnrijh 


-i i 1 y 

t 4 | x 


'l -1 -y 

/f j -* — 1R, 

l -1 -y) 

*i -» 

2 4 | x 

/f t — ♦ Hy 

0 6 

x + 2y 

l 4 6 | rj 


,4 6 1 * 


0 10 

-+4v 



1 -1 

-V 

<t,1 

0 

x/6 - 2y/3 


0 1 

(x + 2y) 6 

H i —♦ X) ~ IIWj ( q 

1 1 

v 6 + y '3 


10 

- + 4v 


o 1 

-5x3 + 2v 3 + 


Del capitulo 1 sc vc q»ie el sisfcma tiene una solución sôlo si 5.v .1 ' 2\ 5 • : - 0: o 
muliiplicando por -3. si 

5x-2y-3r = 0 (4) 

La ecuación (4) cs la ecuación de un plano en I ' que pasa por cl origen. ♦ 


Estc ûltimo ejemplo se pucdc generali/ar para proharel siguicntc hecho intercsante: 


El espado generadopor iios veciores diferentes dc cero cn I ’ que no son 
paralelns es un plano que pasa por el origen. 


F.n los problemas 19 y 20 se encuentra la sugerencia de una dcmostración. 

Sc pucdc dar una interprctación gcométrica de este resultado. Vca los vectorcs en 
la figura 4.1. Sc conoce (dc la sección 3.1) la interpretación gcométrica de los vcctorcs 



•) b) c) 

l igur;» 4.1 u * v sc obtiene dc lu regla del paralelogrumo 


2u. u y u + v. por ejcmplo. Usando éstos. se ve quc cualquier otro vector cn el plano 
de u y v se puede obtener como una eombinación lineal dc uv\. I.a tigura 4.2 muestrn 
euatro situacioncs difercntcs cn las quc un tercer vector w cn cl plano de u v v se pucdc 
escribir como au + pv para valorcs adecuados de a y [). 
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Obsen'uciàn. IZn las Jefiniciones 2 y 3 se usaron dos términos difcrentes: "yencra" \ 
"espacio gencrado”. Se hace hincapié en quc 

vrHjo 

l iii conjunio de vectores Vj, \s,.... v M genera a I si lodo vector en I 'se pucde escriliir 

como una eombinación lincal de v,. v 2 .v„; 

pcro 

SusUlMno 

I 

HI espaciogeneracio por los n vectores v,. v 2 .v t . es cl conjunto dc combinacioncs 

lineales dc cstos vectorcs. 


IZstos dos conccptos son difcrentcs —aun cuando los términos sc parezcan. 

Sc cierra esta sección eitando un rcsultado útil. Su dcmostración no cs difícil y se deja 
como ejercicio | vca el prpblema 21).,. 
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TFORLMA 2 Sean v,. v : .v„. v^, n +-1 vectorcs que están en un espacio vectorial V. Si v,, v ; . 

_v„ gênera a V, entonces v,. v,.v w . v„., también genera a V. Es decir, si 

se agregan uno. o más. vectores a un conjunto generador se obtiene otro conjunto 
generador. ♦ 


PROBLEMAS 4.4 


Autoevaluación 

I. j Cuáles iie los siguicntes parcs dc vcctores «<> pucdcn gcncrar a C*-’? 

Ì0» !-(í0 -»(;!) ©9(3 .00 

II. {,Cuálcs dc los siguicntes conjuntos de polinoinios generan a /’,? 

a. ì.jc 3 b. 3,2r, c. ì +jr. 2 * 2x.x 7 d. l, 1 +JgÌ tx 3 


Fâlso-vedadero 

iii. 


1 


j estâ en cl cspacio gencrado por j 

m\ 

í'ì 

'2' 


2 estâ en cl cspacio gencrado por 

ô 

0 


4 



V. î!,*..r..r*.x 100 " 0 } gcncraaí’. 

v-.{(i2}(si}(ts).(s:)ì«—» 


VII. gen 


VIII. gcn 



f 0 




r -x' 


2 


1 


0 


-1 

- 

0 

* 

H 


l V 


A 


l V 


f 


f 7 l 


-X' 


2 


• 


0 


-1 

• 

0 

’ 

8 

i 

l 


A 


{ V 


es un subespacio de I?'. 


cs un subespJicio dc l/‘. 

1\. a í(0©l íeW * ,C '- entonces | j”j, | j también gcncra 


ia 


Respucstas a la autoevaluación 

|. a, b. d II. b.d III. V IV. F V.F VI. V VII. F VIII. V IX. V 
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Eji los probíetnns I al 13 deiermine si cl conjunto dndo de vcctorcs gcneru cl espacio vectonal 
diido 


I» \inl 


í l ' 13 


3. Enl 


u’flì f - 'i /5 


. : 


fll 'o) fo' 

5. En I-I , | . o 
I I I I 

V \ \ 

7. EnI/:<|.-1.2UI. 1.2i.tO.O. 1} 

8- l n f : 1 1. 1.2).(-1. 1.2). <0.0. Ii 
«>. En/’ : : 1-4.3 
1«. Kn/* 2 ; I 1.3 - » ; ..y 

"• Fn ‘ u -lo .')•(" ï}(o 'í}(ï 

,J ' »}(•»}(: 'Í}(1») 

»• i ï}í; í "}(:; ì) 

(0 o 0) fo l) O’i fo 0 oj 
I 0 nj'lo 1 oj-(o 0 II 




rij f-i 

4. En I ' : . 2 

W 3 


2 '3 l 

6. En 0 . I , 1 
I 2 I 


14. Dcmuesttc que dos polinomios no pucden gcnerar 
‘15, Si /> t , p : ,. , p_ genera /'„. dcmucstrc quc m i n + I 

16. Demucstrc quc s: u y v cstân cn gen jv.. v,.. , vj.cntonecs tt - v y „u cstAn en çcn 

I'v> ■ • . v, j ISuRemnitr I sando la dcfinición de esp.uio aencnido cscriba u * v > 
au como combinacioncs líncales dc v,. v . ... v.) 

r. Demucstre quc cl conjunto infintio {l. r. r. v 1 -] gcnera /-, el espacio vcctorral dc 

polinomios. 

18. Sca // un subespacio dc I que conticne a v V> .. v „. Demucstre quc gcn {v„ v.. 

V i // Ls decir. ucn j s \.. . v.,j cs el subcspacio mùx pcqiH no dc I quc contienc a 

Vt.Vj*-v„. 

19. Seanv, r,i y v. - (v,,i .r,)en I 1 Demucstrcqucsiv .v,.cntonccscen jv v,| 

cs una rccta quc posa por cl ongcn 

■:o. En cl problemu 19 supongaquc v , y v, no son paralelos Dcmuesttc quc// gen jv v.j 

cs un plano que pasa por cl origcn. ^Cuál cs la ecuación del plano ' [Sajvvntrrrnr Si i v.’t. 
- ' - H ' «criba v - <t,v, - cj,v, \ cncuentrc una condictón tcspccto a v. i \ r t.il quc el 
sistcitia dc 3 n 2 quc rcsulta tcnga una solucion | 

* * • l'rucbe el tcorcma 2. [Sugcrencia: Si v e I. cscriba v como una coinbinacisúi lmeal dc v.. 
v > ■ ■ ■ v* v -i v«n cl cocficiente dc v m , igual a cero | 

22. Demucstre que )/,. se pucde gcncrar con matriccs tnvertibles 

23. Sean I u,. u„ . . . u„J y j v,. v,. . vj dos n-vectorcs cn un espacio vectorial I' 

Suponga que 
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V| = tí| l « l + fl|:M 3 * ~«i„«„ 

\, = íi ; ,u, *u,4i : ‘ 

v„ a^iU, ♦ fl tì U,+ 

Dcmucstre que si 

«ii «ií •** «I» 

«21 «12 • « 2 » 

f • .* 

4- • 

«i»i «im 

Entoitcesgen {«,. u : .u,,} gen (v,,v,.. .v„). 



MATLAB 4.4 

0 



1. Visualizacion dc l:is cumbinaciones lineales 

a. Vuelva n trabajar con los problemus 2 y 3 dc MATI.AB 3.1. 

U. (I '\a ct archh'Ocomho m * t.l archivo cvmba m ilustra la combinución lincal .i • ul - 
h • ti2 +e • u3 Con lielp combo se obticne una dcscripción. Dados trcs vcctorcs u,. 
ii. v u > ircs cscalures a. h y c. combo(ul.u2.uJ.a.l>.c) ilustra la geometria de la 
combmacion litical antcríor. Ha\ pausas durantc cl despliettuc dc pantallas: para 
continuar, opnma cualquicr tccla. 

i. ul = [1,2). u2 - [-2;3]. u3 = 15:4], a -2. h - 2. v = -I 

ii. ul fUlJ. ul = f—1:1 ]. u3 = 13;0].fl= 2. A l.c .5 

iii. Veclores dc su deccióri 

2. a. i Lápt: y papef) Dccir que w esta en çcn |u. v) siçnifica quc csistcn escalaresr, y c, 

lalcs que w - c.u - c.v. Para los conjuntos dc vcctorcs dados. cscrlba w t c ' 
interprctc csio como un svstema dc ecuaciones para las incógnitas r, y c,. scrilique que 
la matriz aumentada para el sìstcma sc:i [u ' wj. > resuclva et sistcma. 



I». ( Uttlíza tl arvhlva Hncomhm ) Vcrifiquc ios resultados ly observe la gcomctrm) 
introducicndo prhncro los vcctorcs u. v y w \ dcspues dnndo lincomh(u.v,w t para cada 
uno dc los conjuntos de sectores en el ìnciso a). 
j. a. (Làptzypapef) Dccirquc westàengcn (v,. v ; .signiftca quc cxisten cscalares c,, 
t-, v t, tales quc w = c ,v » t : > , -1,v,. Para cada conjunto ilc vccli'íes dado. cscriba w 
*t ,v, - c,v, * i„ intcrprétclo como un sistcma de ecuacioncs para las incógnitas c,. 
c, y i . vcrillquc quc la matriz aumcnlad.i para cl sistemn sca fv, v > w] v resuclva 
eï sistcma. Obscrv e que habrá un nûmcro infinito dc solucîoncs. 
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1». ( Lijn: \ Hste ínciioy el incisocj cxploran cl "signiiicado”dc tener nn numcro 

iitfimio dc soluciones. Para cadn conjunto de vectorcs cn el mcisom 
i. tlagn i> \ dcspcjc c : > c, Escriba w coroocnmbinacidn líneul dc v, y > 

li. Ilagac, 0 y dcspcjc *, y i Lscnha \t como combinacinn lincal de v, \ v, 

iii. Haça c, - ft y dcspcje c. y c- llscriba » cotno combmadón lineal dc v •. \ 

c. (t tiliza «•/ dnhivii conihtnf? m) Oando hcl|i cuml>ine2 \c obticnc un.i dcscripcion 

Para cnda conjunto de \ ectorcs en el inciso al. introdu/ca los \ cctorcs v . v , \ y » y 
dopucs dé Cnmbinc2(vl,\2,\3.\\) Con cmo sc demucstra la aeometna dc l.i» obscr- 
vacioncs del inciso bl. 

\nru. Ls imponanlc ubser\ar que |os vcctorc* \\ \ tomados por parcs no son paraielos. 


4. 


H. 


b. 


tLápiz v /ttipcl) Piira cl conjunto dc \ectorcs |\v.. \ y cl vccior \\ cn i) del ineiy 
ci. escriba laecuacion evpresando \\ c,\ •. \ -, \ comounsistemadcecuacinnes 
con c-,. c. y c, como mcognnas. hscribii la miitri/ aumentada para este sistcnm dc 
ecuacioncs \ vcrltique quc sca |\ \ , \ »J Evplìquc por que \\ es unu combinitción 
lineal de v,. v. y v sí > sòlo si el sistema tiene solución 

Para cada coujunto de vcctores jv,. \.| y » en el inciso ci. cncuentre la matriz 
aumenladalv, \. \.») y resuelva elsislemacomcspondlente usandoelcomando 


rref l onne c 


. una solucioti ul sistemn de eciutciones <ì existe !u solución 




e 


i 


c. Para cada caso trabajado en cl iiiciso bl. escribu una conclusiòti díctendi> >i \\ cs o no 
una combinactón lineal de [\,.. , v,J y por que. Si cs una combiniiciún lineal. 

vcritique que » * c,\ - c 4 \.. drmde i . . c, sean lu componentcs dcl vcctor 

solución c en el incìso bi 



1 

y 



3 

i. 

2 

1 . 

_2 

V* ■ 

-3 


<} 

t. 

.* 



tS 

Il 

4) 

7 

’ 3' 


f 3 ) 

ii. 

s 

0 . 


\s 

-3' 


< J 

15 



25 


8 

5 

_5 


i 

_3 

3 

« 

10 

-3 

-5 


M ~ 

10 5 

2 

-14 



5/ 





3 5 J 


i\. cl mismo coniunto que en iíii: \\ 



4) 


3' 


51 


Í-3Ì 



-19 


5 


X 


> 


-7 



- 9 


3 

• 

-5 

* 

II 

• 

(1 


M - 

-46 




-1, 


-17 
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h. Para {v,_v t ) dados. sea )-(v, v,- v ( ) v cncuentrc rrefl \>. Atgumcnlc porquc 

tubra alguna w en el I-" indicado para cl t|uc no liay una solucion al vistcma I "! 
Expcrimcntc usando MATLAB para cncontrar csa w. Expltquc por quc pucdc concluir 
que cl contuttto no gcnera todo l->". 



6. Constdcrc las matriccs en cl problcma 2 dc MATLAB 1.8. Pruebc la invcrtibilidad dc cada 
matri/ Para cada matri/, dccida si la> coluntnas dc 1 çcncrarian o no todo l (cl tamaAo 
dc |a matriz cs /i ■ n). Escriba una conclusión rcspccto a la rclación entre la invcrtibilidad 
dc una inatriz dc u ■ /i v si las columnas de la m.uriz gcncran todo I 


7. Recucrde dc problcmas antcriores quc w c,v, • - c,v 4 ; es dccir. w está cn gcn ! v,. 

fc.ì 

. v | stcmpre quc c es una solución al sistcma de ccuucioncs cuya matri/ 


auntentadacslv,--■v,jw). 

a . Para cl siçuicntc conjunto dc sectores, mucstrc quc cualqutcr w cn I estara cn cl 
cspacio gcnerado por cl conjunto de vectores pcro habra un númcro inrinito de maneras 
de cscribir w como una combinadón lmcal del conjunto de vcctorcs: cs dccir. habrá un 
númcro inflnito dc mancras dc clcgir los coehcicntcs c',,.... e,. 
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' 3 


'-2 


r T 


fí4 


í *ì 



-7 


0 


2 


-5 


-5 



4 

• 

-7 

’ 

9 

• 

27 

# 

0 

| 




l 2, 


v 


1-5, 


l-l. 

1 


h. Para cada w dada' 

i. Resuciva cl sistema para cnconirar los cocficicntes para escribir w como una 
combinación hneai dcl conjumo dc vcctorcs > cscriba la soluciones cn términos 
dc vartables arbitrarias naturalcs les dccir. las variables correspondientcs a las 
cohininas cn la rref sin pivotes). 

ii. Establezca variablcs arbitrarias iguales a cero > cscriba w como una combinación 
líncal dc los vectores cn el conjunto. 

iii. Veriilque quc w cs iguul a la combinación lineal quc encontro: 


( 23] 


f-!3Ì 

-15 


18 

33 

w = 

-45 

1 -íj 


18/ 


c. A partir dc los resultados dcl inciso b», ^quc vcctores del conjumo original no sc 
nevcsitaron al cscribir w como combinación lineai dd conjunto dc vectorcs? t ,Por qué'’ 
< c ‘" no r ucdeM reconocerse cn la fonna escaionada j>or rcnglones rcducidos de la ntatriz 
cu>as columnas son cl conjunto de s cctores" 

d. Considcre el subconjunto dc los vcctorcs originalcs obtenido climinando los vectorcs 
no neccsarios. Dcmuestrc que cada \ ector no nccesario cstá cn cl espacio gencrado por 
cstc subconjunlo dc vectorcs. Afgumentc la razon por la que cualquier \cctor w cn I 1 
cst.tra cti cl espacio gencrado por estc subconjunto dc vectores \ por la que los 
coetîcicntcs de !a combinacibn lincal son únicos. 

e. Repita los incisos ai a di para clsiguicntc conjunto dc vectorcs \ los vectores w dados 
cn f . 


O 00 

(0) 

— * 

-10 
-4 . 

(-6 
-7 , 

32 

22 


i .. 

(26' 

31 

w - 

' 2 
20 

l- 5 J 

7 

19 

l Íl 




,7 J 


52 


Vplicación l 'nii compaflia dc concreto almaccna trcs mezcias basicas. dadas cnscquida. 
Las cantidndcs sc midcn cn grmnos > cada "unidad" dc mezcla pcsa 60 gramos. Pucdc 
fonnulm me/clas especialcs revol\iendo combinacioncs de las tres roezclas bastcas: 
entonccs las mczclas especialcs posibles pertcnecen ai espacio gcnerado por los trcs 
vcctores que representan tas tres mczclas básicas 


A 

Ccmcjit.» 

20 

Agua 

10 

Arena 

20 

(imva 

10 

l'olvis 

0 


0 

18 

II) 

25 


C 

12 

10 

15 

15 

8 


s 
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a Puede hacer una me/cla quc consiste en 1000 g de ccmemo. 200 g de agua. 1000 g de 
urcna M)0 g dc «ras a % 300 g de tobas? ^Porquc pucde o porquc no ’ Si puedc . cuantas 
unidades dc cada un'a -me/cla .1. B y ( - sc neccs.tan parn tormular la mezcla 

cspccial? 

I> Suponca quc quierc hacer 5000 g dc concrcto quc ticnc una ra/on de agua a ccincnto 
dc2a3.con 1250 g de ccmento. Si dcbe incluir 1 300 g de arcna > 1000 gde gravacn 
las cspccificaciones. cncucntre la cantidad de tobas para hacer sOOO g de concreto. Sc 
pucdc formular ésta como una mezcla especial? Si así cs. ^cuántus umdadcs de cada 
mczcla sc necesiian para formular la mezcla espccial.’ 


\ota. Estc problema fue tomado de “Teaching Elcmcntars' Lincar Algebra «ith Nl ATl \U to 
Engincering Students" de Dcborah P. l.cvinson. cn rrvccedings of thv Fifih Inicrmtlioml 
Con/crcncc <>n Technology in Collegiatc Mathemailcs. l'h>- 


9 . Sc puedcn reprcscntar polinomios como vectorcs si nos tìjamos sólo cn los cocficientcs. 


Sca plx) = 5t' * 4t : ■+• 3t + i. /Ht) se puede rcpresentar como el vcctor v - | , I. En csta 

rcpresentacíon, la pnmcra componcnte cs cl tcrmino constantc. la scgunda componcntc cs 
el cocficiente del tcrmino.t. la tcrccra cl cocficientc dc > y la cuarta el de t 

-5 > 

a. (iàpèypapeD Expliquc por quc u J rcprcscnta el polinom.oi/i.t) i ‘ + 3.v-5. 

s 1, 

b. Encuentrc cl polinomio ri ») = 2/H-v > - 3-/(.v). Encucntrc cl vcctorw 2v - y cxpliquc 

nor uué y> reprcscnta a rt-t). ... . __ 

Para los incisos c) a ct. primero rcpresentc cada polinomio por un vcctor como 
dcscribió. Dcspués contcstc las prcguntas sobre el cspacio gcnerado como s. sc tratara 
dc un conjunto dc vectorcs. 

c. En />„ ;csta pi.t) - 2v - 1 en cl espacio gencrtdo por {-5t : 2. -6v ‘U S. - 

7.t • Ô)Si asi es. cscriba/H v) como una combinaciôn dc los polinontíos cn cl conjun o. 
/.Gencra el conjunto dc polinomios a todo /V’ ,.Por quc. 

.1 Fn P cstá zHti = t' + 3v -*■ 29.t - 17 en cl espacio gcnerado por 1 -2v‘ - 7jr < 8.v - 
■ 8 fi, + s -7\' » (u ; - t - 37 Si asi cs. cscrihapf*) como una combtnacion 

lincal dc los polinom.os del conjunto. f.Gcnera cl conjunto dc polinom.os usdo /*,. t .Por 

qué? 

c. ^Gcncra a P s el sigu.cnte conjunto dc poiinomios.' ,,Por quc ’ 

{t’-jt- 2. t' +.t ! + 3.t + 1.2t' -1 ! + 2r • I. -t ! -l} 


(a, c, •’i'l D _f a : e s ‘ í iì 

í. Suponga que/l = ^ rf| y J y f.\ 
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<*2 

b. 

c. 

>' " tj \ <Jbser\c quc \ rcprescnta a la m.ttri/ 1 en cl senttdc. dc que 

A 

cstá construidci a pariir dc ,1. comcnzando con cl elemcnto (I. 1 1 dc .1. enumcrando los 
elemcirtos dc la pnnicra columna cn orden. contimiando la lista con los clcmcntos dc la 
segunda columna y tcrminando con los de la tcrcern Obscrve tftmbicn que « rcprcsenta a 
lì de la misma rnnnera. 

a. (Lúpizypapd) Escrtba la matr.z C 4 - Ití. Escriba el vcctor que represcnta a ( en 
la forma dcscrita y verifique quc este vcctor sea igual a \ - :»v 

Para los incisos bl y d). primcro reprcsente cada matriz por un vector como el que 
se dcscrîhio. Despucs contcste las preguntas relativas al cspacio gcncrado como si se 
rcftrieran a vcctorcs 

b. iEstaj ^ ^ en el cspacio gcnerado por el siguicnte conjunto dc matrices? Si es asi. 

escribala como una combinación iineal: 



;(* -»}(j ’M-î -5)' 


,,Gcnera e.ste confunto a \f n 7 t .Por qué? 

C ‘ cEstà t _ 6 "j'j en cl espacio gencrado por las siguientcs matnces ’ Si cs así. 
escribala como una combinación lincal. 

I Í6 5 -»W 6 4 4; f~4 I OÌ (8 -I 5Ì 

U* 3 -U‘l ,H 9 Vl-8 -2 2 / [7 4 6) 

U 5 -10 ) f-9 4 0)1 

l* 0 -1/[ 3 4 -6jf 

(.Gcncra cstc conjunto a todo A/,,? ,.Por quê? 
tl. ( Gencra cl siguicnte conjunto dê matrfecs todo A/.,? ,-.Por quc? 


{(-I î}(i !}(i !}(2'!)} 


4.5 INDEPENDENCIA LINEAL 

F.n cl cstudio dcl álgebra lincal. una de las idcas centrales es la dc depcndencia 
o indcpcndcncia lincal de los vectorcs. Fn esta scccîôn se defîne el significado dc indc- 
pendencia lineal y se irtuestra su relación con la teoria de sistemas homoseneos de 
ecuaciones \ dcicnninantcs. 
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^Existe una rclación especial entre los \ectores v, 


C) * -fl’ 


= " ? Por supuesto. 


se ve que v : = 2v,; o si se escribc csta ccuación dc otra manera. 


2vj v ; = 0 


<l) 


Es decir. cl vcctorccro se puede escribircomo una combinación no trivial dc \ > v : tes 
decir. donde los coeficientcs en la eombinación lineal no son ambos ccro). ;Quù tienen 


de especial los vcctores v,= 


'\ 


Í~ 4 Ì 


'_s3 

2 

3 

v > 

- v : - 

1 

s 

I. J 

y v s* 

H 

l‘> 

L / 


? La respuesta a esta prcgunta 


cs más dificil a primera vista. Sin embargo. es sencillo vcriticar que v 5 3v ; * 2v ; : 
rescribiendo esto se obliene 


3vj + 2v2-v j *»0 (2) 

Se ha escrito el vector cero como una eombinación lineal de v,. \ > s Parecc quc los 
dos \cctores en laecuación(l)> lostrcs vectores cn laecuación(2)tienenunarelación 
más cercana que un par arbitrario de 2-vectores o una tema urbilraria de 3-vectores. f.n 
cada caso. se dice que los vectores son tmealmcnte Jcpcndicntcs. tn gcneral. se ticnc 
la siguiente dcftnición importantc. 


DEFINICIÓN 1 Dvpendencia e indcpcndencia lineal Scan v,. Vj,.... v, r n vectorcs cn un espacio 
vcctorial V. Entonces se dicc que los vectores son lioealmcnte dependicntcs si existen 
n escaiares C|. Cj.- c„ nu todos cero tales quc 

,i 11 p , nllj 

c l V t + C 2 y 2 * ' ■ + C « V n = 0 (3) 

Si los vectorcs no son lincalmente depcndientes. se dicc que son lincaimcntc indc- 
pcndicntes. 


Para decirlo dc otra mancra. v T . v,.v„ son lincalmentc indcpendientet si ia 

ecuación c-|V, ■+■ c-v, + •••-*- c„v n — 0 se cumpie sólo para c, — c, - • = t’„ ~ 0. Son 

linealmentcdependientessi el vectorceroen í’se pucdee.vpresarcomo unacombinación 
lirteal de v,. v ; ... . v„ con coelìcientes no todos iguale.- u ccro. 


,\„ta. Se dice que los vectores v,. v% . . . . v„ son linealmcntc indcpendientcs (o 

dependicntes). o quc el cun/unto dc vcctores J\,. v ; .\'„í cs linealmente indc- 

pendicnte (o dependientc), Esto es, se ttsan las dos frases indistintamcnte. 


^Cómo se dctcrmina si un conjunto dc vcctores es lincalmente depcndiente o 

Unfcr. .! .■■• m .p : râio&val.b! 0 g S po:.ccr 
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a T r n „r UA ... ... 

l cOKcMA 1 IXjs vectores cn un espacio vectonal son linealmentc depcndiemes si y sólo si uno es 

Demostración IVimero suponga quc v 2 * cv, paru algûn escalar c * 0. EntoiKes cv, - v ; » 0 y v, y v 2 
son lineabnentc depcndientes. Por otro lado. suponga quc v, y v 2 son linealméntê 


3*... ciiimumccicc ucpcnuicmcs. ror orro iaoo. suponga quc v, y v 2 son lïnealmente 
dcpcndientes. l-ntonccs cxistcn constantes c, y c* al mcnos uno distinto dc ccro. tales 
quc c,v, + c 2 v 2 — 0 Sï c, * 0. entonces dividiendo cntrcc,. sc obtìcnc v, +(cVc,)v 7 = 
O.osca, ‘ ' 

r 2 

Vj « (—— 

Es dcctr, v, es un múltiplo escaJar dc v 2 . Si c, = 0. en 








Es decir, v, es un múltiplo escaJar dc v 2 . Si c, = 0. entonces c, * 0 y. por lo tanto. v,= 
0 = (H'|. " ’ * 4 


EIIMPIO 1 Dos vcctores lineulrnenle dcpendientcs cn f 4 I.os vectores v, 1 v v 

f\ « « 


son linealmentc dependicntcs ya que v„ -3v,. 


í‘ì f 2 Ì 

FIFMPLO 2 Dos vectorcs lineulmcnte indcpendientes en I J Los vcctores 2 \ s S on 

'JW' 

Í 2 Ì í'ì í c ì 

lìncalmcnte indepcndienles: si no lo tucrun. se tcndria 5 - c 2 - 2t Entonces *» 

l-» J i 4 J W 

= -3~4c. locualcscvidentancntcimposibleparacuaJquicrm'imeroc. ♦ 


FJtMPLO I Delerniiniiciún dc la ilepcndenciii o iiidcpendencia linenl de trcs vectores cn l- J 

f t) f 2 (o' 

Dctorminc si los vectorcs -2 . -2 v I son linealmente dependicntes o inde- 

l v {°J W 

pcndientcs. 

\) 2 ) -oì f0' 

Solución Suponga que e, -2 ~c 2 -2 + C\ I =0= 0 . Entoncesmultiplicando v sumando 

3j 0, (7J ,0 
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c , + 2c, 


scohtiene -2c, - 2t : + c 3 - 0 . F-siollcvaalsistemahomogéneodetresecuacioncs 
3f| + 7c 3 


con trcs incógnitas c t . c : y c 3 : 


c, + 2c 2 =0 

-2c, - 2c : + c 3 = 0 
3c, + 7cj = 0 


Así. los vectores serán linealmeme dependientes si y sólo si cl si.stema (4) tiene 
soluciones no trivialcs. Seescribeel sistcma(4) usando una matrizaumentaday después 
se rcduce por renglones. La forma escalonada reducida por renglones de 


f 1 

2 

0 

o' 

'1 

0 

0 

0 

_2 

_2 

1 

0 

es 0 

1 

0 

0 

v 3 

0 

7 

°J 

1° 

0 

1 

°J 


c : - 0, cj = 0. Por lo tanto. (4) no ticne soluciones no triviales y los vectores dados son 
linealmentc independientes. ♦ 


EJEMPLO 4 Determinación de la dcpendencia o independencia lineal de trcs vectores en i 1 

í l ì Í 3 Ì Í M ' 

Dcterminc si los vectorcs -3 . 0 y 6 son linealmente dependientcs o inde- 

I 0 4 12 

v. / \ / \ / 

pendientes. 

' f3\ [’ll'l fo' 

Solución Laecuación c, -3 +c, 0 +c--, -6=0 conduce ul sistema homogéneo 

0*4 12 ,0 

\/ \/ \ /V/ 

t', + 3Cj + 11 Cj = 0 

-3c, - 6fj = 0 (5) 

4c : + 12cj = 0 

Fscrihiendo el sistema {5) en la forma de matriz aumentada y reduciendo por renglones. 
se obtiene 


13 II | 0 
-3 0 -6 | 0 
0 4 12 | 0 


1 3 II | 0 

0 9 27 | 0 

0 4 12 | 0 


l 3 II 0 
0 1 3 0 
04 12 | 0 


10 2 0 ' 
o I 3 | 0 
0 0 0 | 0 


Nos podemos detener aqui ya que la tcoría de la secciôn 1.4 muestra que el sistema (5) 
tienc un número infinito de soluciones. Por ejemplo. la última matriz aumentada se lec 
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c 


I 



= 0 
-0 


Si se hacc fj - I. se licnc c 3 = 3 y < - -2. dc mancr.i quc, coino pucde vorificarsc. 



í lì I 

-v 


n 


0 


1 

1 

» 

+ 

6 

21 

0 



1 




° 


v los vectores son lincalmcntc dcpcndientcs 


♦ 


Interpretación geométrica de la dependencia lineal en I '' 

En cl ctcmplo 3 sc encontraron tres vcclores cn I ’ quc cran lincalmentc indcpcndicn- 
*«• En cl cjemplo 4 >c cncontraron trcs \ectorcs quc cran lincalmcnte dcpendicntes. 
, Ovic significado geomctrico ticnc esto? 

Suponga que u. v \ \\ son trcs \cctorcs linealmcntc dcpcndicntes cn I Sc pucdcn 
tratar los vectorcs como si tuvicran un punto terminul cn cl origen. Lntonces cxislen 
constantcs C|. ci v Cj, no todas ccro. tales tjuc 

‘ |U =0 (6) 

Suponga quc Cj *- 0 (un resultado similar sc cumplc si l ■, * n o .. * m Esmonccs se 
pucdcn dividir aitibos lados de l(>) «ntrecj y rcarreglar los tcnninos p:ira obtencr 

Ci C 2 

" - —U - —V = /u + Bv 

c i 

donde -I - —c’i'c i y B - -tyc Ahora se demostrarâ que u. \ y \\ son coplanarcs. Se 
calcula 


»••('«■ v) = |du + flv).(u*v) = J|u iuxv)|-fl(v tux v)] 

= .(• 0+11 0 = 0 

porquc u > v son ambos ortogonales a u ■ v(vea la págma 263). Sca n - u v Si n 
0. cntonces por el tcorcina 3.4.2 partc vtt) u y v son paralclos (> colinculcs). Asf u. v > 
u esttin cn cualquícr plarto que contienc tanto a u como a v > por lo tanto son coplanarcs. 
Si n = 0. cnionccs u > v están cn el plnno que consistc cn aqucllos \cctoa+s que pasan 
por el origcn quc son ortogonales a n l’ero \\ está en cl rnisrno plano porqtic w n - \\ 
(u v) 0. I'sto muestra que u. v y w son coplanarcs. 

En el problcma 59 se pide ul lcctor que demuestre quc si u. v y \\ -.on coplanaa's. 
entonces son lincalmente dcpcndicntcs. Se concluye quc 


Trcs \cctorcs en 1 son linealmcntc depcndicntes si > sólo si son copianares. 
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«) 

Eslos trcs vcctores 
son mdcpcndicntcs 
y rni copliutares 


b) 

fc5los ircs vecUmrs 
5on dcpcndicntcs 
y coplanarcs 


fciuura 4.3 Dos conjuntos de Ires vcctorcs 


La llgura 4.3 ilustrn cste hecho usando los vcctorcs cn cl cjemplo 3 v 4. 

I a teoria dc sistetnas homogcncos nos puede decir algo sobrc la dependcncia o 
independencia lineal de los vectores. 


TEORfcMA 2 
Demostración 



Un conjunto de n vtxiorcs cn t'” siempre es linealmente dcpcndiente si n> m. 

Sean v ..., v m n vcctores en fc'" c imentemos encontrar constantes c-„ ts,.. ., c„ 
no todos ccro tales quc 


c,v,+Cj v 2 + - + c„v„ = 0 (7) 


Sea v, = 

«ii' 

á :i 

• 

* 

• v 2“ 

^«12 ' 

«22 

• 

az 

i 

«2» 

•% 

. Cntonces 1a ecuación (7) se conviertc en 






íl mn 

mn 



‘ J llCt + 0|2 C 2 + ' ,+ «tA =0 
o 2 ,c,+tíj 2 c 2 + ---+ 


^|Ç| +o «<ft + ‘ +o ^'i.“ 0 

Pcro el sistcma (8) es el sistema (1.4.1) en la página 41, y scgi'm el teorema 1.4.1. ticne 
uit nûmcro infinito de solucioncs si n > m. Así, cxisten cscalares c„ ts,..., c„ no todos 
cero, quc salisfaccn (8) y, por lo tanto. los vectores v„ v 2 ,-v„ son linealmente 
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'l 

EJFMPLO j Cualro veclorcs cn t J quc son linealmenlc dependicnlcs Los veclores -3 . 


4ì r i8 


■ ^ j ■ j I son linealmcnte dependicntes ya que constiiuven un conjunto de 

cuatro vectores de 3 elemcntos. 


Lxiste un corolario importante (y obvio) del tcorema 2. 


COROLARJO Un conjunto dc vectores linealmente índependientes en C'" contiene a lo más n vectores. ♦ 

hl corolario se puede expresar de otra manera: Si se ticnen n /t-vectores 
linealmente independientes. cntonces no sc puedcn incluir más vectores sin con\ ertir el 
conjunto en tino lincalmente dependiente. 

Del sistema (8) se puedc hacer otra observacinn importantc cuva prueba se deja 
como ejcrcicio (vea el problema 27). 


U/„, a m , • • - a m 


TEOREMA 3 Sca 

!il|'jl , VI i'iiï 1 I,. 'V , j ,,'1Í|I( N . T. 

° M tílî ' 

J- a 2l a 12 •' **im 

. • i ; 'i ' ,j , I;I' v , j 11 ' [ :%\\; j.í 1 '■ 1 i|i; r; i j/ j j j' il' ■, j|i 

».. •••.. 

, , ; J 

hntonccs las columnas dc.-i, consideradas como vectorcs. son línealmcnte depcndien- 

tes si y sólo si cl sistema (8), que se puede èscribir como Ac = 0. tienc soluciones no 
triviales. Aquí c «■ c ; . 




MiV.V.I , lulHII 1 lltlnïljHUllllllll. i! I'il i‘ l\v' ! iiluï v* 


111111 

i j, ,i.., H, 


FJLMP10 6 Solucioncs a un sistcma homogcnco escritas como combinaciones lincalcs dc 
vcctores solucicin linealnunie indcpcndicntcs Considcre el sistema homogêneo 


-r,+ 2r : -.v, + 2v., = 0 

Lg + 7x» +jk.+4*«—0 
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Solución Haciendo una reducciôn dc rcngloncs; 

(y 2-12 0") _ M 2-1 2 | 

1^3 7 14 10 '0 1 4 -2 0 

110-9 6 I Oi 

.0 1 4 -2 o j 

tl últuno sistcina e> 

*i -9.v, - 6.v 4 = 0 
v : +■ 4v, - 2 v 4 * 0 

Sc vc que estc sistema tiene un número inlinito dc soluciones. quc sc cscriben como utui 
combinación lineal dc los vectorcs coiumna; 


v. 

-V. 


Ut ; - 6.V, 

-4t,+ lt 4 


Observe quc 



*4 



/ 

\ 



-6 

-4 

v 

2 

1 

y 

0 

. 0 


i. 


- ï 


( 

4 

I 

\ Oy 


f-b' 

2 

0 

u 


(10) 


son soluciones lincalmente indcpendicntcs para (9) porque 


nínguno dc los dos cs mûltiplo dcl olro (El lector dcbc verificor que scan soluciones.) 
Como V, y v 4 son números rcalcs ;irbìtrarios. se vc dc (10)quc cl conjunto dc solucioncs 
al sistema (9) es un subespacio de I ; gcnerado por estos dos vectores solución 
lincalmentc independicntes. * 


l.os síguicntes dos tcoremas se deducen directamcntc del tcorema 3. 






iiiu it'iitt, m .If __-. . . . .. .. 

TEOREMA 4 Sean v„ v,.v« « vectores en y sea A una matri/ de n * n cuyas columnas son 

_,_i__ . i_i_ a : _. .-Ai,. | n 


UM | 




fft 


V,. V,. .. v J( . Entonccs v„ v,. v„ son linealmcnte indcpendienlcs si y sólo si lu 

ûnica solución al sistcma homogéneo .-lx = 0 es la solución trivial x = 0. 

* 


Demostración Éste es cl teorcma 3 para el caso m = « 


LUiiViitV 


■ t r. ||i' iium^Mr,^',!'. 


',t"Aí!V. I 




TEOREMA 5 Sea A una matri/ dc n x n. Entonces dct A * 0 si y sólo si las columnas de A son 


lineaJmcntc indepcndientes. 




S 


Demostración Dcl teorema 4 y dcl teorema de rcsumcn (página 216). las columnas dc A son 
lincalmente inde'oCndiemcs o 0 es la única solución a Ax = 0 <=> det A * 0, Aqui. <=> 


ém 




■ i l'ii "ìn«n' 

pifp 


lincalmentc indepondicntcs o i 
significa '*si y sólo sì”. 
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Hl tcoremanos lleva aextcnder nuestro tcorcma dc 


resumen. 


rEORFMA C T„rcm. ,lc „ SU mc„ * vim 5) Sc„ A „„a ,m,,rix dc „ , F„,„„ ccs te 

ochojíinraaoncs siguientes son cquivalcntcs; es decir. cada una implica a las otras 
siete (de manera que si mia es cierta. todas son cìertas). 

i- A es invertible. 

ii- La umca solución al sistem* hcraogéneo Ax - 0 es la solucidn trivial (x ~0). 
ni. Ll sistema Ax - b tienc una solución írnica para todo /i-vector b. 

iv. A es cquivalente P or nengloncs a la matri/ ídentidad de n x n, /„. 

v. A sc puede escribir como el producto de motrices elememales." 

vi. La forma escalonada por rengloncs de A tiene /r pivotes 
viL dct A * 0. 

viiL Las columnas (y rengloncs) de A son lineaimcntc independiemes 
Oemostración c quc re ^ OW5 dc 

i u îf i * °‘ L co,l,mnas son independientes o det A * 0 o det V - 
dct A *0 (vea cl «eorema 22A, f >ágina 190) o los columnas de A' son linealmente in 
dependientes. Pero las columnas de A' son los rcnglones de A. Esto completa la prueha. 


radores 


en 1 l" ,C ‘ e0rCma C ° mbina iaS idea5 de índopendcncia lineal > con, 


conjuntos genc- 


TEOREMA 7 Cualquier conjunto dc /i vectores linealmente independiente en I. - 


genera a lè". 


Oemostración Scan v, = I/ -' I v >« a v 

: ■ : •••*■< V vectores Imcalmcntc tndepcndientes v sca 

.. kíu ("«2, 


: m vcctor cn ^ Debcn,û * dcmost rar que cxisten escalaros e : .c„ tales 


Es decir 


v-e,v, +e 3 v x +... f C>) v„ 
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En (11) sc multiplican componentcs. se igualan y se suman para obtener un sistema de 
n ecuacioncs con n incógnitas c,, c*-c„: 




tí„e ( + a ì: f 2 +. •■ + =*x, 

+tì2C : +* • • +C 2 - C b = .ï 2 


( 12 ) 


+ + " '■ a mFn = *n 

Se puedc cscribir (12) como .-lc ~ v. donde 


a \\ °ta a \n 


(c>) 

Oj, a n Uj u 



t • ♦ 

y c ~ 


• ' !' 1 I 


* ' 

«•iJ •* a m f 


W 


$ỳW 


Pero det A * 0 ya quc las columnas de .-1 son lincalmentc indcpcndientes. De mancra 
quc el sistema (12) tiene una solución única c por cl tcorema 6 v el teorema queda 
dcmostrado. * 


Obst’rvm iôn. Fsta demostración no srt/o niucAra que v se pucde escribir coma u/u 
combinaciòn lineal de los vcctores indcpcndientcs v,. v •... . sino tnmbiên quc esto 
sc puede haccr tlc uiui salu mancra (ya que d vector solución c es ûnico). 


EJEMPLO 7 


Trt-s vectnrcs en I-'' generan l J si su determínante es diterente de cero l.os vec- 


torcs (2. 1.4), (1.0,2)y (3. -I, 5) generan l ' porquc 
tanto. son mdcpendientes 


-1 0 -l 
4 2 5 


1 r (I y, por lo 

♦ 


lodos los ciernplos que se han dado liasta ahora han sido en el espucio I Esto no 
cs una rcstricción tan grande cumo parece. En la sefcción 5.4 (tcorcma 6) sc demostrarâ 
quc muchos espacios vcctoriales de uparicncia muy distintu tienen. en esencia. las 
mismas pri'piedadcs. Por cjemplo. se vera que el cspacio P„ cs tundamcntalmentc el 
misino quc I Sc dirá que dos cspacios vectorialcs de esta forma son isomórficas. 

Fstc poderoso resultado tcndrà que esperar hasta el capitulo 5. Mientras tanto. se 
darán algunos cjemplos cn cspacios diferenles a I 


EJEMPLO 8 


Tres malrices linealniente independientcs en A/y En )/ ,. sean .4, ^ j _|J. 

..J, = M [ jO V .4j r-1 ~ j " J . Determine si .4,, A : yA } son linealmcnte depcn- 
dicntes ■' indepcndicntes 
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Solución 


FJEMPLO 

Solución 


EJEMPLO 10 
Solución 


Suponga que c, ,-f, + c 2 A 2 * c,/l, - 0. Enionces 

3*4; 

a c t~ c ì~ c 3 *■'? 2c, +4f J + C í | 

1 3<Í I + 2t ’3 + C ’ C I + 3t ’l + 2t ’> ~C, + C, i 

Esio da un sistema homogéneo de seis ecuaciones con ires incògnilas r, ts s e, \ es 
bastame sencillo venficar que ia única solución es ,*. «c, -= c. 0. Vsi. las três'inairiccs 
snn hnealmente independientes. 


( uatro polinomins Unealmcnte indepcndicntcs cn P Ln P. dclermine si los poh- 
nomios I . .v. a- > , son linealmcntc dcpendicntes o indepcndicnies. 

Suponga que e, -f c 2 k + Cýr + qv' - 0. Esio dehe cumplirse para lodo mimero real » 
Ln purttcular. si v - 0. se obtiene l - 0. Lntonces. hacicndo r = I. -1. 2. se ohiiene 
succsivamcnic. 


c 2 * c 3 + e 4 = 0 
-c, + Cj - Cj — 0 
2ts + 4t*. * 8l 4 - 0 

El detennìnantc de estc sistema homogcnco es 


1 I 1 
-I I -I 

2 4 8 


12-0 


de mancra quc cl sistema ttene una solución ûnica c 2 - cj=c 4 = 0 v lo> cuatro polmomios 
sonlineahnentc indepcndientes. Estosc puede vcrdcoíramanerâ. Sesahcquecualquier 
polmomio de grado 3 ticnc a lo más trcs raices reales. Pcro si+ c>x + 1 *, v : - i , v' - tj 
para algunas constantes dilerentes de ccro f,. c : . c, > c 4 y para todo niimero real ,v. 
entonces se ha construido un polinomio cúhico para el que todo núitiero real cs una rai \t. 
Esto es imposihle. . 


Tres polinumios linealmcntc dcpcndienlcs en P : |*n P- dctermine sj | 0 s polmo- 
niios v - 2.r-. v* - 4.v > 7v + 8r son linealmente dependicntes o independicntes. 

Sea t ,u - _v ) -i cjLr - 4v) + c,(-7v + 8r) = 0. Rearreglando tcrrninos se obtiene 

(c, - 4c : - 7 c,).t = 0 
I -2c, + c : + Scjr = 0 

Estas ecuaciones sc cumplen para todo v si y sòlo si 

c, - 4c : - 7cj = 0 
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PROBLEMAS 


-2t-,+ + Sc, =0 

Pcro por el tcorema 1.4.1. pâgina41. cste sistcma dc do> ecuaciones con tres incógnitas 
ticnc un numcro infinito de sòiuciones. F.sto muestra quc los polinomios son linealmcnte 
depcndicnies. 

Si se resuclve este sistcma homogénco, se obticnc. succstvamente. 

f I -4 -7 | «ï (• ~ 4 * 7 I ° | 

|_2 I X 0 (0 -7 -6 °/ 


fl -4 -7 

0' 

fi o -4 | o'l 

l» 1 1 

0 

0 1 S | 01 


Asi. se puede dar un valor arbitrario a c Jt c, - tc’j > c ; - -<}■ Si. por cjemplo. Cj 
entonccs c, = 25. c> = 6 y se tiene 

25(x - 2r) - 6(.r - 4x) + 7(-7t + &r) = 0 ♦ 


4.5 


Autoevaluación 


rí' 


m 


I. «• 

a. 


Cuál dc los siguientcs parcs dc vcctores son tincalrnentc independicntcs 


!)M 


b. 



'• bi' l» 




Ìl! 


II. ^Cutil dc los siguientcs parcs dc vcctores cs un ccmjunto gcnerador dc l>'? 

(!)(.!) -M -(M 


- (4 («) •■( 


III. £,CuáI dc los siguicnlcs conjuntos dc vcctorcs debe ser lincalinente depcndientc? 


i 






C) (C 

d\ 



Aquf a, b. c, d, ej. g, h. i.j. k y /son nûmeros rcales. 


Falso-verdadero 

IV. Si V|, v ; ,.... v r son lincalmcntc indcpcndicntcs. entonccs v,. v H .... v„. v„.j tarnbíén 
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V. Si v, v :> . , v. son lineaimcnte dependicntes. entonces v,. v. V ' v , st>n 

lincalmcmc dcpendicntcs " * " "' ' 


VI. 


^ W\ì ®-- HnCdlIIIlCniC 

depcndicntcs cn t . 

VII. L.os polinomios 3.2x. -*> y Sx* son llnealmente indcpendicntes en l\. 

VIII. Lasmatriccs^ jj.fj Jjy|J jj son lincalntente indepemfientes en 

'' liil> I l\J i' il' 1 1 1 l ‘ i'V iJ il'.i. I* \l' Ll' 1*11 '* '\ 1 J 1 '• i'" ,"i ' il'li Pr l| .il lli'. .1 i'’iI.U'mI iIihiI r ì\J iiImIi|\| i '*iV '^ 1 1 l\" I 1 . 1 li.'l 


* n mm\\ \mm . 1 ' fflftttittmmìUìv.iiiililmì‘\nfl\nvì"V.u' 4 .ì\r.tìlv rmVì 

ohtdcpmHcnuT' ' ** ” dctCmi ' ne S ' cl con »" nto de 'cctorcs dado e> Imealmentc depcndiente 


2 4 

-I ; -2 
4 


■ 4j 8! 


3 ’ 7 1 1 


'lì 'O) ÍO 

7 - 0 ; I ; 0 

I 0 I 


-3 7 '1 

9. 4 ; ; I 

2 3 8 


I) f 3Ì 0] f 5 
-2 0.4 n 

I ’ 2 ’ ’ 3 

l \~2 j . li ,-l. 


(\ fOl \) 

h. 0 :, I ; I 

l' l'J °J 

f -3 7 ) f| 

8. 4: -| 2 

2 J 3 J 1« 


10. -2- ». 4 <> 

1 • 2 * -I * 3 

. i/ rl; l-ij Ì.-1, 

r l'j f-î'j (f 

•2- -1.0; 31 

2 0! S 12 

> V V ) ) \ ) 


13. En />,: \-x,x 14. Fn /*,. £ _ 2x. 3* - 5 , t ’ 

15. En /*,: I -x. I * x> jJ , 6 Kn ^ ^^ ^ # 

17. En /*,: 2x. x 7 - 3. 1 *-x-4.r\ t’ + |8.t - 0 


18. En 


Mì ■«}(? 1}(í 4) 


Respuoslas .i la autocvaluacián 

I.Todos II.Todos III. b.d IV F V.V VI \ Vtï v vtn i 
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**4 -;)•(-} ?}(.!!}(? i ) 

"•«Wfc(1!}(? 4(! 1}(5 *ì}(-î î) 


»21. En ('[0. I ]: sen .r. cos x 
*22. EnC[0.l]:x.sT. :7 

23. Detcrmim: una condición sohre los númcros ii. b. c y./ tal que los vectorcs ','J > ^ j scan 
lincalmcntc dcpcndientcs 


*24. Encucntrc una condicion sobrc los numcros a„ tal quc los vcctorcs 

"ii'j 

" 

M 

(Ì 2Z 

y 

«nì 





l rt »J 


25. 


scan líncalmcme depcndicntes. 

. Para qué salortcsi de./ scrán lincalmcnte dcpcndientes los vcetorc* 



26. 

27. 


, Para que valonesi dc <i son linealmcntc dependicntes los vcctores 
[5ugcrvnc/<i obscrvccon cuidado.| 

Pruebc cl lcorema 3. [.S'«^e/vnc/n obscrvc con cuidado cl sisicma <Si ) 




-4 


«) 

-3 

l 1 

• 

6 

,.i 

• 

iJ 


28. Demuestre que si los vcctorcs v„ v : .v r son lincalmentc dcpcmlientcs cn I. ’ v sî \cs 

cualquicrotro vector cn I- m . entortccs cl conjuntov,.v,... .v rr _, es linealmcntc dependicntc 

29. Dcmucstrc que si v„ v,_v„ (n > 2) son lincalmcntc independicntes. eittonces tambicn 

los son v,. Vj, .. v». donde 3. n. 

30. Demuestre que si los vectores v, y v : diferentcs dc ccro en I son ortogonalcs (vca la 
páeina 80». entonces el conjunto (v,. v ; ) es lincalmente independicnle. 

*3I. Supongaquev csortogonalav,yv, yqucv.es ortogonulav Siv,.v vv Mmdit'erenlcs 
dc ccro. demucstrc quc cl conjunto |v ' ' il cs Iíncalmcntc indcpendientc 

32. Sca -I una matriz cuadrada (dc n x n) cuyas columnas son los vcctores v ,. v . . ' 

Deinucstre quc vv,.v„ son lincalmentc independicntes si y solo si la tomu cscalonada 

por rcngloncs de I no contienc un rcnglón de ceros. 


F.n los problcmas 33 al 37 cscriba las soluciones a los sistemas homogéncos dados cn términos 
dc uno o màs vectorcs lincalmcnte indepcndientes. 

33. .v, ~x, + jr, 0 

34. a,- x, + 7jt,-jr, = 0 

2t, + 3 jc, - &ï., ^r,-0 

35. jr,+lr : - »j=0 
lx, + 5x. + 4X, = 0 

36. X, * .T, - T, - T, - 0 
-2v, - 3.v, -".v- ->• -1v, - 6v. = 0 
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37. jr, + - 3 j, * î t< o 

38. Sea u =(1.2. 3) 

Sea 11 ” 1 v 6 *■-' u v °î Demticsirc i|uc // cn un subcspacin de I 

b. tncucmrc dos vccíorcs linealmcntc indcpcndícntes en 11 1 lámelos \ \ \ 

c. ( alculc w = j x y. * • 

<1. Demucstre quc u > w son lincalmentc depemlicntes 

*' detì!' ,a m ' CfprC ' aC, °" SCOmétrica de los incisoSalv ci > cxpl.que por c,uc d) dcbc ser 

íMurinr/onSiI - |ve|J v = au pnra alyun numcro rcal-t). enumcrs J es un stibcspacio 
cIl ■ \ // sc llnmj lomplcmrnto nrtogonul dc J 

39 qucclígió eC ' 0r “ ’ ° en * Rcp ‘ m ’ 0S pasosdcl P rob,cmtt 18 oomenzantloconel vector 

4«. Dcmuestre quc a.alesqu.cra cuatro polinomios cn /', son linealmcn.c depcndicntes 
41. Demuestre quc dos pollnomios no puedcn gcncrar n F\. 

•42. Demucstre que cualcsquiera n - 2 polinomios cn P„ son lincalmen.c dependien.es. 

43. Dcmucstre que cualquier sutsconjunto de un conjunto dc vcctorcs linealmentc inde- 
pendicntcs cs lincalmcnte mdcpcndicntc, [AWo esto gencraliza el problcma 2 «>.j 

44. Demuestrc quc cualcsqu.era s.cte matr.ccs en Sf, : son linealmentc dcpcndienîcs 
‘45. Prucbe que cualesquícra mn - 1 matriccs cn W_son Imcalmentc dcpcnd.cntcs. 

46. scnn .V, v dos conjuntos tìnitos lincalmeme indcpendicnics cn un espacio vectoríal I 
cmucstre quc A, n 5. cs un COnjunto lineolmcntc indcpendicntc. 

’ 4? * ^ucstrequeen^lospolinomios l. t. r. .r S on lincahncnteindcpendiemta |v w . 

P^'^f-^cscienosi/i^.Suponeaqucl.x.^.. . c' >onlmcaLn«c 

.J Lr .ï d F m,,eS,rC T " ,,í,,ica 4UC ' • • y ,anib ' en linealmen- 

vpcndientcs. Esto complcta la prucba pur inducción malcntática.) 

48. Sea {»•,. v ; ... . vj un conjunto lincalmentc mdepcndicntc. Dcmuestre que los vectorcs 
v,. v| -»v, * Vj+ v„..., v, + v. t . v„son lincalmcnte indcpcndicntes 

49. Sea.S - (v,. v ; .vj unconjuntolinealmentcdependientede vcctoresdifcrentcsdccero 

cn un cspacto vectonal I Demucstrc que <>l metios tmo dc los vcctorcs en V sc puedc cs- 

c *'L unî.n.r m ! ,,naC, ° n "! CJÌ dC ' OS VeCt0reS 4UC le P f *“ d ««- E* decir. dcmucstre quc 
cststv un vntcro * í « v cscalares t»,. . .. , taJcs quc v, = a,v, - u,v. f , v , , 

S0 ‘ vTLlìL'tin Zi Un T JUn ‘° de vcc, ° rcs quc " cnc la P r °P ,cdadde mÚc d conjunio {v , 

Ín ,L !f . CpC ? ,e CU ‘ ,nd0 ' ' '■ Demue ' ,re ‘l“ e vndit vcctor dcl conjun.o cs un 
multiplo dc un solo vcctor de ese conjunto. 

51. Scan f > K cn ( ‘(0. 11 Entonces cl wronsluanof de fy K está dcfinido por 


J<(/.yMt| 


= /(4) AfíO 

/’(*) jr’ív» 


Dcmuesirc quc s, / > K son Imcalmcnte dependientes. cntonces « < /. #)< ,)-=<) p ara lodo 


I linudn asi p»srel nta,rmáiicx< potacoJA/cfMaria H,K-ne-W,umk, (1778. 1 8s| luvnc-VV na«> lo m.rcn, 
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C.ilcufo 


52. Dctermine una definieión adccuada pnra el wronskiano de las funcioncs í : ... . I r £ 
C* "(0.1].t 

53. Suponga quc u. v y w son lincalmcnle indepcndicnles Pruehe o desapruebe u v. u w 
\ v * w son linealmentc independienles 

54. ^Para quc vaiorcs reales dc c son lincalmentc independientes los vcctoro 11 - c, I + 1 1 y 
(1 +c. I -cl? 


55. Dcmuestreque los vectorcs (I. a. a’l. 1 1. h.b : ) y (I. c. f-i son linculmente indcpcndientcs 
si« * h. a * c \ h + c. 


56. Sea (v,. v,.»„) un conjunto linculmcntc independicntc y supongu que v e gcn (>’,, 

v„.. , v.,j. Dentucstrc que ! v „ v,. .. v.„ vì es un conjunto lincalmeitte independicnte. 

57. Encucntrc un conjunto dc tres vcclorcs lineulmentc independicntcs en I que contcnga a 


los vcctorcs 


t 

•> 


Sugaviicio d ntucntre un vector \ / gcn 


I 

l 2 J 


f-l 

3 

4 




58. F.ncucntrc un coniunto linealmente independiente dc vectorcs cn V quc contenga u los 
polinomios I -jt y 1 + .t : 


5'). 



•i, 




“’ì 

SujHmga que u 

M; 

. v = 

v 2 

y w = 

Wv 

< V 


son coplanures. 


si. Demucstrc que e.xisten constantes o. h y c no todas ccro tales quc 


rt», * ftiij + CMj " 0 
rtv, ftv, t tTj = 0 
ertij + ftM‘,T ctij - 0 


b. Explique por quc 


det 


v. 


-0 


c. I sc cl tcorcma 3 para demostrur que u. s \ sv son linculntcnte depcndientcs. 


j f'v* ii (o. t) c» et coniunl' 1 Jc tunciono cuyas (it - I )*CítawS «krr\.idus csrart dcrîriidjs \ •‘" l continuas cn 
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MATLAB 


4.5 


1. L tilice rref para verificar la indepeiulL'ncia o dcpendencia de los conjuntos de \ cclores cn 
los prohlentas I al 12 de esta sccción. Explique sus conclusioncs. 

2. a. P.-ira los prohlenms 7 y 9 areutncnte por que los vectores no son coplanarcs 
h. Lxpliquc por qui Kh conjuntos de vectorcs dados son coplanares. 
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l-lijawynconm «\se.i \ = 2*ianil(n.m)-I Determincladcpendenciaoindepcndcncìu 
dc las columnas dc.l, «epiu» para •'tros cuairo salores de m y n Escrtha una conclmion 
sobre la indcpendcncta lincal de las columnas dc una matrir que ticne ma> columnas que 
rengloncs. Prucbe su conclusión. 

4. Considcrc las matrices dcl problema 2 cn MATLAH I.« Pruebc la ìrtvcrtibilidad dc cada 
4. la tndependcncia lineal dc las columnas dc.I y la independcncia lirtcal dc los renglones 
de .4 tconstdere i'). Escriba una conclusión relactonando la invertibilidad dc •) con la 
indcpendencia lineal dc las columnas de f y con la independcnda lineal dc los rcnglones 
de î Pruebc su conchrsión en términos de las propicdadcsde la formaescalonada reducida 
por rengloncs, 

"• I l-àpi: y papel) Si t es de ii * m y r es de m • I. expiiquc por quc w lr. esta cn cl 
espacio gcneradu por las columnas dc. I. 

Ii. Para cada conjunto de vectores jv,. .. . *,) dndo. gcnere un veclor alcatorio vv quc 
exte en el espacio gcncrado por csc conjunto (use el inciso ai) Prucbc la dcpcndencia 

o indepcndcncia lineal del conjunto dc vcctores {v,__ v,. w J. Repiu para otros tres 

vcctorcs w. 
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e. 

6. a. 


b. 


F.scriba una conclusion a lo riguicntc: si » esta en gcn (v,. .. vj. cntonccs 

Recuerde los conjuntos dc vcctores en los problcmas 3 > 7 de MATLAB 4.4. Para w en 
cl espacio gencmdo porcsosconjuntos de vcctores. habta un numcro infìnito de maneras 
dc cscribir w como una combínaciòn lineal de los vcctores. Verifiquc que cada urm dc 
esos conjuntos dc vectores cv lincalmcnte dependicnte 

t tÀpizypapcJ) Prucbc la siguicntc afirmación: para los vectores cn I tales quc w 
e,v - +- t,v 4 ttcric una solución, existc un miniero infinito de soluciones para f,. 

.... t, si y SÔIo si {v,.. ., v,J cs lincalmcntc dcpendicntc (.SMjetvrMi-fíj Picnsc en la 
Ibrma cscalonada reducida por rengloncs.J 

I lija ny m con m n y scn A “2*rand(n,m)—I Verifiqucquc lascolumnusde I scan 
line.ilmentc independicnies, ('ambie I de mancra quc algunaisi crilumnaisi seaim 
combinaciones lineaJcs de otras columnas de .4 (Pnr cicmplo. U \; B(:J) - 

^“'‘AìtpMróòvaffi^spíf^ 1 ^ Jc * **rnm má 
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otras combinaciones líneales. t \Qué columnas ile rreft B) no tienen pivotes? ( 'C'onw se 
relaciona csto con su combìnnción lincal? 

b. Repita el inciso a) para otros cuatro jucgos de «. m > -I. 

c. F.scriba una conclusión a lo sigutcnte si una columna dc I cs una combinación lincal 
dc otras colunmas, cntonccs ... 

d. Vuclva a hacer el problcma 5 dc MATLAB 1.7. Verifique para cada matnz . l cn csc 
problema quc las columnas son dependientes. 

e. Hscriba una conclusiôn a lo siguicntc: si ias columnas de 4 von linc.ilntenlc dependien- 
tcs. entonces... 

r. ( Làpi: y papul) Prucbc su conclusión. 

8. n. Del problcnia 7 de esta sección y el problema 5 dc MATLAB 1.7. se puede concluir 
qucsi lascolumnasde ! son depcndicntes. entonccs his columnas de 1 correspondíentcs 
a las columnas sin pivotes en rrcf(A) se pueden escribir c'omo combinaciones lincatcs 
dc las columnasdc -I corrcspondientes a las columnas con pivotes cn rrcfi A). Siguiendo 
el proceso descrito en cl problema 5 dc MATLAB 1.7. determinc cualcs columnas de 
las matriccs dadas son combmaciones lineales dc otras columnas. cscribu estas colunv 
nas como combinaciones lincales y verifique. usando MATLAB. que cslas cotnbina* 
ciones lineales esten corrcctas. 
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b. ( Làpi:ypapt'f) Hagn cl problema 4‘> de la sección 4,5 


0. a. Demuestre que los sigmcntcs conjuntos de vectorcs son indcpcndientes pero que existc 
un vcctor cn su i respectivo que no csta en d espncio generado por el conjunto 


I. f 



ii. |. 4 vea el inciso b II) dcl problcma 5 de csta sccaón de MATLAB. 

iii. |. 5 vea el inciso b iìi) del problema 5 de csta sceción dc MATl.AB. 

b. Dcmuestre quc los siguicntes conjuntos dc vectores gcncran todo su I ’ respcetivo pero 
que no son linealincntc ìndcpendicnlcs. 
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c. ;,Es posible alguna de las situacioncs cn los incisos a) o b.i si sc considera un conjunto 

!c • hítpi//hait:ovaijblogsp0t,com 
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II. I l.itpu I /Htpcl i r vriba una condu<;iôn relavronando la independcncia lincaì con la 

gcneraciòn dc lodo I paru el Conjunlo de m veeUrrcs cn I Considcre m n. m = n\ 
m n. Prucbc su afirniación considcrandu las propicdades dc la fornia cscalonadâ 
reducida por renelones dc la mainr cuyas columub son cl conjunto dc veciores 

10. a. Vcrifiquc quc cada conjunto de vcclorcs dado sea linealmenlc indepcndicme. 



iv. (jencrc cuairo vcctores aleatorios en f 4 usando cl comando rand V'enfique la 
indcpendcncia. i Siga generando conjunios hasta quc obtcnga uno independienle.i 
l>. l orme una main/ .1 invertiblc dc4» 4. Para cada conjunto dc vcctores linealincntc 
mdepcndicntes ;v.>,| del inc.soa), vcnlìquc ladepcndenciao indepcndencia de 

' ív <’ fv -’ ■ • ,v *> P 3ra detcrminar qué conjuntos |.lv ( . | V „ . ,q v j »on indc- 
pendicntcs. 

c. I ormc tma matriz .l de 4 « 4 que no sca invcrtihlc. |Por cjemplo. dada una matri/ 
inv emblc I. cambie una de los columnas para que sea tina comhrnaciòn lincal dc otras. i 
Para cada conjunto de vectorcs lincalmente indepcndíemcs ; v v ; dc| incíso n 

vcrifiquc ladcpendenciaoindcpendencia dc |,Iv„ )v..Iv J para'dctcrm.nnr q'ue 

conjuntos |.lv„ lv_,, ., .4vJ son indcpendientcs 

d. Cscriba tma conclusión descrihiendo cuándo la muliiplicación por una matriz cuadrada 
prcscrvu la indcpcridencia dc un conjunto dc vcctores. 

II. Ltiltec MAILAB para vcriticar la depcndencia o independcncia dc los conjunios dc 
polmomirs cn los problcmas 1 7 a J 7 de esia scccìón. Sj el conjunto cs dcpendicnie. escrlha 
los polinoimos dcpendicntcs conto combinacloncs lincalcs dc otros polinormos cn el 
conjunto v vertfiquc esas combinaciones lincales. (Vca cl problcma 9 dc MATI.AH 4 4 v 
cl problcma 8 dc MATLAB 4.5.> ‘ ’ 


- - ,|I|CC A11 AU P 3ra vcrificar la dcpendcncia o indepcndencia de los conjuntos Je 
mulriccs cn los problemas 18 a 20 en la sccción 4 5. Si el conjunto es dependicntc. escnba 
l.is matrices dependicntes corno combinacioncs lineales dc ntras mntriccs en cl conjunto y 
vcrifique esas combinacit>ncs lincalcs (Vca el problcma 10 de MATL.AB 4.4 v el problcma 
8 de MATLAB 4.5.) 


a. Gcnerc un conjunto dc cinco mntriccs alcatorias cn t/.. v mucstrc quc cl conjunto cs 
liticalmcnte dependientc, Repita para otros dos conjuntos de matriccs 

b. Gencrc un conjunto dc siete matrices aîeatonas en ,l/ a y mtiestre quc son linealmenlc 
dcpcndícntcs. Rcpita parn otros dos conjuntos dc matriccs 

c. Para l/ 4 C cu4ntas matrices se nccesitan cn un conjunto para uarnnti/ar quc cs dcpen- 
dientc” T'rucbe su conclusiòn gencrando conjuntos de matrices alcaiorias. Uemucstre 
i|uc los conjuntos con menos malriccs no ncccsariaracnte son dcpendienies. 

'' http://hárcovaÌ.bíogspòtiòòrh ' : ’ 




336 Op'lulu 4 EI .5 l.«nalc» 


14. (’iclos cn digráfteas e imleprndencia lincal Pani una j.'rafu.'a dirmida {dtgráfka I. la 
rnalru de incidencia nodo-arista csta detìnida cctmo 

i I -a la arísta ; cnini al mido i 

= j -| si la rin>ia / salc dcl nodo i 

' 0 dc otta mancra 

l*or lo tanto. ciula columna correspondc a una arista de la dignifica. 
n. Para la digràfica siguiente. cstablezca la matri/ de incîdencia nodo-arisla I iPara 
introducir 4 dc muncra eficicnte. vea cl problema 2 dc MATLAB 15.) 



anstu S 


l>. Uneucntrc un ciclo cerrado icido no dinnufo ) cn la digrafica > obscrvc que aristas 
incluvc \ cnfique la dcpcndencia o indcpcndcncia de las columrias de I que corres- 
ponden a esias anslas (Por cjemplo. siguiendo la «irisla I después el opuesto de la .msta 
7. luego laansta 4 > dcspués cl opuesto dc la arista 5.sc forma un eiclo. Formc la mairi/ 
|A(:.I) AC.7) A(:,4) A(:,5)| y verifiquc lu indepcndcncia.) 

Encucntre lantos ciclos ccrrados como pueda rcconocer > pruebe la dcpendencia 
o indcpcndcncia dc las colunmxs corrcspondientcs de I. 

c. Considerc un subconjunto de aristas que no contengun clclos ccrrados. í'rucbc la 
dcpcndencia o indepcndcncia dc las columnas corrtspondicntcs de t. 

d. Rcpita los inciso a i a c) para la siguientc digrátíca. 


U1 


c. Escriba una conclusión sobrc la relación cntrc eiclos no dirigidos cn una digrátìca > la 
depcndencia o iiulcpendencia lincal dc las coluinnas de la matri/ dc incidencia nodo- 
arista dc la digráfica. 

\ out. Hste problcma luc inspirado por una confcrencia dada porGilbert Strang cn la I mversit> 
of New Hamnshirc. cn junio ;lc I 1 ' 1 »! 

http://harcoval.biogspot.com 
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4 6 BASES Y DIMENSIÓN 


Se ha visio que cn l cs convenientc escribir vcctorcs como una combinacirin lineal dc 

0 


los vcctores i - ' 1 : • 11 


í° 
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0 - v •* | Fn * se cscribieron los vectores cn términos dc 

Ahorn sc yencrali/ará csta idca 


•°' 


I» 


DFFINICION 1 Bjisc Lln conjunto iìnito de vectores {v. v. v • 
vectorial l'si 1 ... 

•' i' y 2 . v ní cs ImcaJmcnic independicntc 


Mi 1 r 1 r 1 11 

lifi 


IL frf .»-> n f. 


es una base paxa un espacio 

TOIV'iVi iì'|i'il i lil" Wl L 'ii i l P I|HiinV,y 
II Huiui 'i'i . r .,'. |liin 'i 




' J se ,mn Vls |° algunos cjcmplos de boi.es. Hn el teorcma 4.5.7. porcjemplo. se \ io 
quc cualquicrconjunlo de uvectores linealmcntc independientes cn I "gcneraa I ' \sí. 
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Basc canônicn 


Lntonces. como los vectorcs t son las columnas de una matn/ identidad tquc tienc 
dtftcmunantc I). Ic„ ej, . . e„; es un conjunto lincalmcnic indcpcndientc por lo 
t.uiu'. constituvc una ba.sc cri I Esta basc especiol sc llama base canónicâ en I 
Aliora sc encontraran biistfs para algunos otros cspacios. 


EIEMPLO 1 Basc canóniea para /»„ Por cl ojemplo 4.5.9. página 327. los polinomios 1. v. r*. v J 
son hnealmentc ittdcpendicntes cn /»,. Por cl ejemplo 4.4.3, pâgina 306. estos polinomios 
gcncran /»* Asi. | ì.x. r. r | cs una basc para P } . f n gencral. los monomios • I .*, r 

«| m V 1 V e l,ama la lmse canònlcapara 

http://harcoval.blogspot.com 
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EJEMPLO 2 I3:ise canónica para 3/ 22 Seviocnclcjemplo -4.4.6. págiiu 307. que^ J. 

(ï o) 11 î) eenenma^ Sl ‘J “ «l (i Jj + «l(J i) + '>(* «) + 


4 ï)-(ï 2)" 


entonces es obvioqucc*| c : = ci = c A 0. Asi, cstas cnalro nintrices 


son linealmente indcpemiientes y forman una hasc pura A/;-. Éstn se llamu base 
canónica para AA-, * 

EJFMPLO 3 I na basc para un subespacio dc I J Fncuentre una base para cl conjunto de vecto- 
res que cstá en cl plano 


a = v :’2* -y+ 3r = 0 


Solución Se vio en el ejcmplo 4.2.f> que a es un espacio vectorial. Para encontrar una basc, primero 

V 

se observa que si v r se escogcn arbitrariamente v si v e a, cntoncesv —r + 3_. Asi, 

\ t 

los vectores en ~ tienen ia lorma 


x ) (x) (o' m 'o 

2x + 3; “ 2x + 3r = -tU | + :3 

0 r 101 I 

^ “ / V / \ / V/ V 


flì 

(0) 

2 

y 3 

0 

V y 

l«J 


para 

S| V) . v->.v„ es una base para V. entonccs cualquier otro vector v e I se puede 

cscribir como v = c,v, + c : v ; + - • • + c„\„. £Pucdc cscribirsc de otra tnancra corno una 
combinación lincal de los vectorcs v,? La respucsta es no. (Vea la observación que sigue 
a la demostración dcl tcorema 4.5.7. pâgina 326. para cl caso I = V ' ) 

TEOREMA 1 Si {v,. Vî, _v„J es ima base para V y si v e F, cntonccs extste un conjunto untto 

dc escalarcs c,. cj.- c„ tales que v = C|V, + c 2 v 3 + «• • + c„v„. 

Demostraciôn Rxiste al mcnos un conjunto de dichos escalares porque {v t , vs.-v„} genera a V. 

Suponga cntonces que v sc puede escribir de *Jos manerascomo una combmacion hneal 

http://harcoval.blogspot.com 



4 <1 Basfì i'iliituinv'.in 339 


TEOREMA 2 

Demostrncióirf 


Es decir. suponga quc 

V » C,V, + C 2 V 2 + - • r + C„V R = í/,V, + </ 2 V 2 + . - - + J„Y„ 

Hntonccs. restando se obtiene la ecuación 


(«:, - í/iJv, + (c 2 - d 2 )v 2 + • • + (c„- </„)v n « 0 
Pcro como los v, son lincalmcntó indepcndientcs. esta ecuación sc cumplc sólo sî 
c, — c/j ^Cj-í/j-* • • = c„-t/„ = 0. AsL,c, -di,c 2 = d 2 , ...,c„~d„ y cl teorcmaqucda 
demostrado. 4 


Se ha visto que un espacio vectorial tiene muchas base.s. Una pregtintu surge de 
manera natural: ^conticnen todas las hases el mismo nûmero dc vectores? En ì>' la 
respuesta es. por supuesto. si, Para ver esto. se ohscrva que cualesquiera tres veclores 
linealmcntc indcpendicntcsenI ’ formon una basc. Pero menos vcctores no pucden for- 
inar una basc ya quc. como se vio en la sección 4,4. el espncio generado por dos 
vectores lincalmentc indcpendientes en I ’ es un plano —y un plano no es todo [ I )e 
manera similar. un conjunto de cuatro vcctores o más en I ’ no pucde ser lincalmen- 
te independicntc. pues si los tres primeros vectOres en el conjunlo son linealmentc inde- 
pendientes. entonces forman una base y. por lo tanto. todos los dcmâs vectores cn el 
conjunto se pucde expresar como una combinaciòn lineal de los priincros trc> Cntonces, 
todas las bases en conticncn tres vectores. lïl siguiente tcorema nos dice que la 
respuesta a la pregunta anterior es ,v; para todos los cspacios vectoriales 


Si (u„ a, .uj y (V|, v 2 . v„) son bases en im espacìo vectorinl V. entonces 

m - n: cs dccir. cuatesquiera dos bascs en un espocio vectorial V ticnen el mismo 
número de vectorcs. 

Sca S, =■{■,, .... u„| y S 2 - |v,.v„) dos bascs para V. Debc demostrarse que 

m-n. Esto se prueba tnostrando quc si m > n. cntonccs 5, es un conjunto lineaimcnte 
dependicnte, lo que contradice la hipótcsis de quc S, cs una base. Esto demostrará que 
m < n. la mismu prueba dcmostrará que n s m, y csto prucba cl teorcma. Así. bastu 
dcmostrar quc si m > n. entonccs 5, es dcpendiente. Como constituye una basc, todo 
u, se puede exprcsar como una combinación Gneal de las v r Se tienc 
o,»u,|V, + â!;v 2 + ...+p, |1 v ( , 
u : = û 2 ,v,+o 22 v 2 + ..- + a 2 „v„ 

: : : : 0 ) 


u m = Û„l v l + + * • * + 

Para demostrar quc Sj cs depcndicntc. deben encontrarse escaliircs C|, c 2 . . ., c w no 
todos cero, tales que 


c,u, + c 2 u : + . +c m u m -0 


( 2 ) 


t t.u pfuch.i >c ilil pjr» cvpactov vccMnalcí cimi hïv«> t,uc coiiticncn un numcro finlU' Jc vcctorcv Tamhíen sc 
mancian lov cvc.il arcs como sí furran numcroi rcalcv. pcro |j pruct'.i fiinchma utmblén cn cl c.tsv complcjo 

http://harcoval.blogspot.com 
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DEFINICIÓN 2 


CJFMPLO 4 


Sustituvendo (I) cn (2) se obtienc 

Cj(Oh v j + a u v 2 + -.♦■• + u,„v„) + c* 2 (o 2 ,v, + a 22 v 2 + • • • + 

+ • • • + c m (°mi V I + a m?2 + * * 1 + a mS„) = 0 (3) 

l.a ccuación (3) sc puedc rescribir como 

(a,,c, + o 3 ,Cj + • • • + a ffl ,cjv, + <t/, 2 c, + a^c, + •■•• + o„:C m )v 2 

+ • • • + (a,„c, + a 2 „c 2 + • • • + a K „c m )\„ ■ 0 (4) 

Pcro como v,. v 2 . \„ son lineaimente independicntcs, sc dcbc tcncr 

a „ c l +°2I C 2 + ' ‘ +0 »l c «.-° 
a, 2 c, + a 22 r 2 + • • • + a m2 c m = 0 

: : : (5) 


a \H C \ + ^ C 3 + -- +U »,n í -' W = 0 

F.I sistcma (5) es un sistema homogcnco dc n ccuacioncs con las m incôgnitas c,, c 2 , 
..., cj y como m> n, el teorema 1.4.1. pâgina 41, dice que el sistcma tienc ttn númcro 
inftnito dc solticiones. Así, exlsten cscalares c,. c^,. .., < no todas cero. tales que 
(2) se satisfacc y. por lo tanto. 5, es un conjunto linealtnente depcndiente. Esta 
controdicción prucba quc m < n\ si sc cambian los papeles de S, y S^, se dcmucstra quc 
n s; m y la prucba qucda complcta. ♦ 


Por cstc tcoreina, se pucde dclinir uno dc los conccpto centrales en el álgebra lineal. 


Dimi nsiun Si el espacio vectorial I'ticnê una basc fmita, cntonccs la dimcnsión de. 
V cs cl nûmero de vectores en todas las bascs. v J’sc Haina espaciu vcctorial dc 
dimcnsión fìnita. Deotra manera, Fsc llama espacìu vcctorial de diim-nsión infìnita. 
Si V m 1 0 1. entonces sc dicc quc Pticne dimensión cero. 


IS'oiaciôn. I.a dimensión de I' se denota por dim I’ 

Observacûin. No sc lia dçmostrado que lodo cspacio vectorial licnc una base Esta 
prucba dificil uparece cn la sección 4.12. Pcro no sc nccesiia esle lwcho para que lu 
definición 2 tenga sentido. ya que si l'ticnc una basc finita. cntonces l es de dimensión 
finilu. Dc otra manera. Ftiene dimcnsión inlinitu Asi. con cl fin de demostrar que I 
tíene dimcnsión infmita. sólo es neccsario demostrarquc I'no tiene una buse finita. Lsto 
se puede liacer probando que V conticne un nùmcro infinito de \ cctorcs linealmentc 
indepcndientes (vca el ejemplo 7). 

I,a dimensitin dc I " Como n vectores linealmente independientes en I constituyen 
una base. sc vc que 

dim ■.‘• / ' * n ♦ 

http://harcoval.blogspot.com 
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EJEMPLO 5 

EJEMPLO f. 

EJEMPLO 7 


TEOREMA 3 
Oemostración 

TEOREMA 4 

Demostración 


La dimensión dc P n Por el ejeitiplo 1 y el problema 4.5.47. página 331. los polino- 
mîos {I..t. jr..... constituyen una basc cn P„. Entonces dim P„ -* n - 1. ♦ 


La dinicnsion de En \f mn sea A, ; la matri/ de m ■ n con un uno en Ij posición ij 

y cero en ptra parte. Es sencillo demostrar que las matrices A para i - I 2, 

J- 1-2- n forman una base para M m „ Así. dim M mn = rnn. 


P ticne dimensión infinita En el ejemplo 4.4.7. pâgina 307. se \io que ningún 
conjunto iinito de polinomios genera a P. Entonces P no tiene una base finita y. por lo 
tanto. es un espacio vectorial de dimensión infinita. ♦ 


Existe un gran número de teoremas sobre la dimensión de un espacio vectorial. 


Suponga que dim V- n. Si n,. u N -u OT es un conjunto m de vectores lincalmente 

independientes en i'. entonces m <, n. 

Sea v,, ... ,v n una base para V. Si m > n. entonccs, igual que en la prueba del 

teorema 2. se pueden encontrar constames c h c^,... ,c„ no todas cero, talcs que la 
ecuación (2) se satisface. Esto contnidice la indcpcndencia lincal de los vectorcs u„ 
Asi, mSn. 4 


Sca // un subespacio de un espacio vectorial de dimensión ltnita V. Entonccs //tiene 
dimensión finita y 


dim //s dim V 



Sea dim n. Cualquier conjunto de vcctores lincalmentc indcpcndientes en // es 
también linealmente independientc en V. Por cl tcorcina 3. cualquicr ccnjunto lineal- 
mcnte independiente en H puedc contcncr a lo más n vectores. Si H~ {0}. cntonces 
dim // = 0. Si //* {0}. sca V| * 0 un vector en Hy H\ = gcn {v,}. Si //, = //, dim H 
= ! ylaprucbaqucdacompleta.Sino.ciijaavse H talquev : g //,ysca H 2 —gen {v,. 
v 3 ), y así succsivamente. Continuamos hasta encontrar vcctores linealmente indc- 
pendicnies v,. v> ,.,, tales que H ~ gen (v,. Vx , .. . v*}. El proccso ticne que 
tenninar porque se pucden encontrar a lo más n vectores linealmcnte independicntes 
en H. Entonces H~ k$n. ♦ 


El teorema 4 tiene algunxs consecuencias intcrcsantes. Sc darán dos dc ellas. 
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L IEMPLO 8 C|0,1| y C|0, 11 ticncn dimcnsión infinitn Sea /’|0. 11 cl conjunto dc polinomios 

[c.ikuio ] definido en el intervalo [0. 1 ]. Entonces /'fU. 11 c tlO. 11. Si la dhnensión de TfO. IJ 
tuera finita. entonces 7 > f0. II también tendría dimensión finita. Pcro según el ejemplo 
7. noes asi. Por lo tanto CfO. I ] tiene diinensión infinita. De tnanera similar. corno Pff). I J 
c C'fO. 1] (ya que todo polinomio es Uiferenciable). también se tiene que la dimensión 
de C'fO. 11 cs infinita. ♦ 


Fn gcncral 


Cualquier espacia vectoriaí que contienc un subespacio de dimettsiôn infìnita 
es de dimensión infmita. 


EJEMPLO 9 Los subcspacios de I. Se puede usar el teorcma 4 para encontrar todns los subes- 
pacios de Ì--\ Sea H un subespacio de I '. Existen cuatro posibilidades; //-{»!. dim 
// - I. dim H = 2 y dim // = 3 Si dim // - 3. entonces // contienc una b;ise de tres 
vectorcs lincalmcnte independientes v,. v } en l Pero cntonccs v,. v ; . v, tambicn 
forman una base para I y asi. //- gen fv,. v ; , v,| - I \ Por lo tanto. la única manern 
de obtener un subespacio propio de I 1 es teniendo dim H I o dim H 2. Si dim /7 1. 

enlonces H tiene una base que consiste en un vector v - (n. h. < ). Sea \ en H. hntonces 
x = t(a. h. c ) para algún nûinero real t fpuesto quc (a. h. <•) genera a H\. Si \ ( v. i . r). 

esto significa que x - at. y - ht. r - ct. Pero ésta es la ecuación de una recla en I que 
pasa por el origen con la direcciôn del vector (a, h. c). 

Ahora supongaquc dim H~ 2y sea v, = (<;■. h : . c,) \ v ; = (a 2 , h : . c : ) una base para 
//. Si x - (x. y. r) e H. entonces existen númcros reales s y t tales que x jv, • rv ; o <.r. 
y. r) - s(a ]t /»,. t*,) + t(a : . h : . c ; ). Entonces 

,v= .vu, + ta : 

y = shy + th> ( 7 ) 

r = .«c, + tc : 

Sea v, = (a. (1, y) = v, - v ; . Enlonces del teorema 3.4.2, pâgina 263. parte vi). se tiene 
Vj v, = 0 y v } • v ; - 0. Ahora calculamos 

av + fU* + yr = a(sa t + ta 2 ) + (3(a6, + th 2 ) + y(.vc, + /c ; ) 

= (aa, + p/>, + ycfs + (ua 2 + P />, + y c 2 )t 
= (v r V,|V + (>•;• V ; )/ = 0 

Asi. si (v. y. r) e II. entonces a.r + p.i + yr - 0. lo que muestra que // es un plano que 
pasa por el origen con vector normal v, = v, ;* v 2 . Por lo tanto se ha demostrado que 


I.as ùnicos suhesfracios propios de I-' sun los conjuntos de vectores quc estân 
en una recla o un plano que pasa p<>r el origen. 

♦ 
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EJEMPLO 10 


EJEcMPLO 11 


Solución 


FIFMPLO U 


Solución 


Espacin de solucinn y cspacio nuto Sea 4 una matri/ dc m ■ » y sea \ |x _ »■ 
,1\ - 0| Scan x, Syxje S: enttmces .í(x, + -,J\ t + ,4s r 0-0 = 0y.J(u\,) = 
a(. í\, ) - uO = 0. de manera que S es un subespacio de I " v dim S < n. S se llama 
cspacio dc solucinn del sisetma homogénco .4x 0. Tamhién se llama cspacio nulo de 
la matriz/l. 


I na hase para cl espacio dc solución de un sislcma homo|>cneo lincuentre unu 
ba.se (y la dimensión) para cl espacto de solución .9 del sistcnia Immogénco 

r + 2v- r = 0 
2x - i' + 3r = 0 


Aqui .4 = 


1 2 -n 

2 -I 3/ 


Como.4 cs ima mairiz dc 2 • 3. 5 es un suhcspacio dc I. \ 


Rcduciendo por rcngloncs. se encucntra. sucesivamcntc. 

f 2 -I 0) __ (ì 2 -| o, 

12 -I 3 0j 0 -S 5 o! 


[1 2 -1 

°ì 

(\ 0 1 

°ì 

1 « 1 -1 

°J - 

1,0 1 -| 

«J 


tntonces » = ; y x - de manera que lodas las soluciones son dc la forma 




f.\\ 


v 'y 


. Asi. 


cs una ba.se parn .S'y dim S - I. (Jbserve que S es el eonjunto de veetores que cstán 


cn la rccta r = -/.» /, r - /. 


I na base para cl cspacio dc soluciôn dc un sistctna homogcnco Encuentre una 
basc para el espacio de solución S del sistema 

2x- y+3r = 0 
4,r - 2y + 6c = 0 
-tx + 3y - 9: = 0 

Reduciendo renglones se obtiene 


r 2 -| 3 I o' 


O 

n 

T 

n 

4-2 6 | 0 


0 0 0 1 0 

o 

o 

vC 

1 ^ 


0 0 « I o 

V / 


está dada por 


fl 



2 

y 

3 

«J 


S) 


. v dim S = 2. 




ejemplo 3 una hase 


Antes de dar por tenninadn esta sceeión. se demostrara un resultado útil para 
cncontrar una base para un espacio vectorial arbitrario, Se ha vistn que n vectorcs 
lìnealmcnle indepcndicntes en constituven una basc pam I ' Qstc Itccho se ctimple 
para uxto éspacto VMOtttl de dimensión lìnita 
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TEOREMA 5 
Demo5tr,ición 


PROBLEMAS 


Cualcsquicra n vectores linealinente indcpendicntes en un espacio vectorial V de 
dimensión n constituyen una base para V. 

Scan v,. vj,_ n vectores. Si generan el espacio V, cntonccs constiuiven una base. 

Si no lo liacen. cntonces existe un vector u e l'tal quc u f gen {v ( , v >% .., v„J. Esto 

signifîca quc los n + I vectores v,. Vj-v„. u son linealmente independientes. Para 

ver esto, obscrve quc si 

c,v,+CjV,-«---- + f n v „ + c <ft , u »0 (8) 

entonces c^\ = 0. porquc si no podriamos cscribir u como una combinación lineal dc 
v,, v«,. .. , v„ dividiendo la ecuación (8) entre c^,| y poniendo todos los tênninos. 
cxcepto u. en cl lado derecho. Pero si cv, = 0, entonces (8) cs 

c, v , + c 2 v 2 + • • • + c„\„ = 0 

l.o que quicrc decir que c\ = c 2 - ~ = 0 ya que los v, son linealmcnte 

independientes. Ahora sea W - gen {v,. vs,..., v„ u). Como todos los vectores entre 
las llaves están en V. tt'cs un subcspacio de V. Como v t . Vj,,.., v )r u son linealmente 
independientes. forman una basc para I V.. y dim H' , =n+ 1. Pero por cl tcorcma 4, dim 
H’ín, Esta contradicción mucstra que no existe el vector u e V tal quc u <t gen {v,, 
vj..... vj, Asi. V,, vj..... v„ genera a Vy, por lo tanto. constituyc una basc para V. ♦ 


4.6 


Autoevaluación 

Fâlso-verdadero 

I. Cualcsquiera tres vectores cn fortnan una basc para C J . 

II. Cualcsquicra tres vectorcs iincalmente indcpcndientcs cn t torman una basc para I- 

III. Una basc cn un espacio vectorial cs ûnica. 

1 \'. Sca H un subcspacio propio dc tA Es posible oncontrar cuatro vcctorcs lincalmentc 
indepcndientes on II 


V. Sca //- 


VJ 


•2t+ tl> - 17.- -0 


Hntonccs dim // = 2. 


VI. Sca {v,, v 2 ,..., v„} una base para cl espacio vectorial V. Entonccs no cs posiblc cncontrar 
un vcctor v e V tal que v e gcn {v,. v,.v„|. 


■" {(; s}(s ì}(.; ;}g áj- 


una basc para M iy 


Respuest«is a la autoevaluación 

• r ii'httpí/ , /hárcoN>alíblofc|spot.òòm NI1 



í' tbuc<j > riimemmn J4j 


l-:n ||)S problcinas I al 10 dctemiitic si cl conjtlntc dc vcctnres dado es unn base pant e! eapucio 
vectoriu! a quc se rctiere. 


I. 

3. 

5. 

6 . 


7. 


S. 

9. 

10 . 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 

16. 


‘17. 


En /\; I - x\ x 

hn /\: x~ - I. ir- 2..r 3 

Fn /', 3. r 1 - 4,» * 6. ,r 


2. F.ii /\: -3 . 1 - .» : ..ir - 5 
4. Qi/\ I. I- a, I r. I * tr' 


E " Ul ' (o [!)•(;: !}(!•' o}(5 rf}dondcn/vi/rO 




II - ií.t. vt € Ir .t > -<»!;(I. -1 1 
II M»,v) - l . ï-> =01:(1, I). <-3. 3) 

Encuemrc una b;ise cn I para cl conjunto dc vcctorcs en el plnno 2» i r 0. 

Fncncntre una base ctt I para el Ci'njunto dc vcctorcs en el plano J> 2i 6: - (i. 

Encucnlre una base en I para el conjunto de vectores en la recta a 2 i 3 - r 4. 

I ncucntrc una base en I para el conjumo dc v cctores cn In recta v 3/. i h. : r 

Dcmuestrc que los únicos subespacios propiov cn I on rcclas quc pas.in p >r et origcti 
I n I- 1 sea// !(t. i. r. n i o.t ■ hy +.: > <t u 0). dondc ahc</• 0 

a. Demuestrc que H e» un subcspacio de 1 

b. Lncuentre una basc para II. 
e. ^Cuánto vale dim //’ 


En I un hiperplnno que conlicne a 0 es un subespaclo de dimcnsirtn n I Si ■ • es uri 
hipcrplano cn I * quc contiene a 0. demucstre que 


II !(.ï|,,r ; -0; 

dondc (/,. <r : .u„son númcros reales tîjov. no todos ccn» 

IS. En I ' cncucntre una basc para cl hiperplano 


II í(v'i.r ; . Xy. r,,r,V 2t|— 3 t, • t, - 4r 4 - .t, 0J 


Ln los problemas 19 oJ 23 encuentrc una basc paru el espacio dc solucion del sislcma hgmogé- 


nco dado 

19. .ï- > -() 

20. 

x-2\ 0 

21. r-i-r-0 

-2t - 2v - 0 


>r <- > 0 

2t - > - r - 0 

22. jf- 3,v 4 r 0 

23. 

2v - 6>> -r 4r » 0 


-2r ■ 2> - 3r = 0 

4t - Si + 5r - 0 


x - 3> -1-0 
-3r - 9> - 6r = 0 



24. Encucntrc unn base para /)„ cl cspacio vectoríul dc matriees diaconales dc 3 . 3 . ( ruâl es 
la dimcnsíón de / \? 

25. ,-,L'uál es la dimensión de />„. el espacio de matrices diaeonnlcs de n * «7 

26. Sea S,„ cl cspacio vectorial dc malrices siméuicas de /; - /> Deinuestre que S„. es un 
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27. Supongaquev,.v„. ,.v m sonvectureslinealmentemdependientesenunespaciovcetorial 

I de dimcnsiòn n \ m n. Dcmucstrc que î v»>-s J se pucde aumcntar a una hase 

para I. Fìsto es. existcn scctores v ml , v m ,. . v„ tale.s quc (v,. v„ . v„] es una basc. 

(.SÌ<ge»v»K./Vj: vea la dcmostración dcl tcorema 5.) 

28. Sea |v, f v,.v„} unabasccn l’. Seanu, - v,. u> = v, v.u,-v, v.-v,. . u„ 

v, -- Vi ► • v, r Dcmucstrc quc |u,. u„ ..., u„J es tambicn una basc en J'. 

29. Dennicstrc quc si (v,. v ... . v J gcncra a J'. cnlonccs dim l's n. |Sugcrcncia utilice cl 

rcsultudo del problcma 4.5.49.) 

30. Sean II > K dos subespacios de I tales que // £ K > dim // - diin K » Dcinuestre quc 
//-Ai. ’ 

31. Scan H > K dos subcspacios de I > defina H + K ! h 4 K h e // y k e A>) . 

a. Demuestrc quc // • K es un subespacio dc J' 

b. Si H K - (0). demuestre quc dim [H ■ K) - dim II dim K 

•32. Si II es un subcspacio dc un opacio vectorial dc dimensiôn finita I. dcmuestre quc cxistc 
un subcspacio ûnico K dc I tal quc ni // K [0J > b) // - K = < 

33. Demucstrc que dos vectores v . > v. cn I con puntos terminalcs cn cl ongen sivn eolineales 
si y sólo si dim gen (v,, v,} - I 

34. Demuestrc que los tres vectorcs v,. v : y v, en I ’ con puntos tcntiiniiles en el nrigen son 
coplanarcs si v sólo si dim gen |v ,. v >, v,J i 2 

35. Demuestre que cualcsquiera n vcctores que gencron un espacio I de dimcnsión n forman 
una basc para I (.S‘uj>eít?Hc'<fl. dcmucstrc quc si Ins n vectorcs no son linealmentc inde- 
pcndientes, entonccs dim I - »».| 

*36. Dcmuestre quc todo subespacio de un cspaclo vectorial dc dimension finiia tiene una basc, 

37. fncuentrc dos bascs para f.' quc contenean 0 (I. 0.1.0) y (0. I. 0, I) y no tengan otros 
vcctores en común. 

38. .Paraquòvaloresdelnumcroreali/losvcctorcs(//. I.Ol.(I.U,</iyt1 -r</. I, a )constituycn 
una basc para U 3 ? 


MATLAB 4.6 


Los problcinas en csta scccion se concentran cn el trabajo con bases para IchIo B- ’ l o todo /’„ o 
todo t/„ m l. Los problemas en lu sección 4.7 sc coneentran en bascs dc subespacios. 

I. a. Vcrífìque que los conjuntos dados en el inciso b) fomtan una basc para cl espacio 
vcctorial indicado. Explique còrno sc salisfacc cada una de las propiedades dc la defi* 


niciòn dc una basc. 

Genere un vcctor aleatorio cn cl cspacio vcctonal dadn Dcmuestre quc cs una combi- 
nacion lincal de los vectorcs de la basc con coeficientcs unicos para la combinacion 
lineal. Rcpita para otros dos vcclores alcatorins 

_n.on Í10 

i. I 


'8.25Ì 
7 


II. X 


-7 

-I 

;ì 

31 

S-i I 


V 

4 

-I 


-6.5 

-I 


1 i 
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-'M(i, i,}(-í !}U J}(-jr 5 )} 

(Vea el problcma 10 de MATLAB 4.4.) 
iv> Pi {■** -Jf* + 2» 4 I, íS3r- .i-,4. 2t 4 + 4V .t : * 3.t + 5. 

» 4 a 1 - 2t : + .t. .t 4 + t’ + t ? * x + 1} 
(Vca el problema 9 dc MATLAB 4.4.) 


2. Parn los cor\jun«os de vcctorcs en el problema dhi de MAI LAB 4 5. demucstrcquc csos 
conjunlos cencran su I respcctivo pero no fortnan una basc. Pura cada conjunto. generc 
un vector aleatono » cn su I "corrcspondicntcy verifique i|iic « es una conibinacirtn lincal 
del conjunlo dc vcctores pero quc los cocficicmes dc la eornbtnaeión lineal no son únicos 
Repita para otros dos vectorcs \v 


3. Para cada base cn el problemn I de MATLAB de csta seceiôn: 

a. Mtminc un vcctor del conjunto y muestrc que cl nuc\o conjunto no cs una base. 
dcseribícndo quc propiedad dc las bascs no sc satistace Rcpita (elimine otro vector). 

b. Genere un vcctoralcatorio w en cl cspacio vcetorial Aureyuc w nl conjunio de vectorcs 
Muestre quc cf nucvo conjunto no es una base. describicndo quc propiedad no sc satis- 
fnce. Rcpita con otro w. 

c. I l.iipizyptipct) Lscriba unn dcmostrueion. basada cn la lornia cscalonadn rcducidn por 
rengloncs. dc que una basc cn I" debe contener exactamcnie « vcctores \ una dcmos- 
tración de quc unn basc cn i\, dcbe contcncr cxaciamcntc // + I vcdorcs. 

4. a. La dimension de W, : cs 6. Gcncrc cinco matrices alcatorias en M y mucstrc quc no 

lorman una basc pnra V/,j. dcscribiendo la propiedad dc Ins bascs quc no sc satisfacc 
Gcncrc sictc matriccs aleaiorias cn V/,. y mucstrc quc no forman una basc para V/, 
dcscrìbiendo la propiedad quc no sc saltsfacc. 

I». (Làpizypupcti Escriba unademoslractón, basada cn la tòrma escalonada por rcnglones 
reducidos. dc quc la dimensión dc \t„„ cs nm, el producto de n \ m 

5. Cottsiderc las matrices en cl problema 2 dc MATI.AB 1.8 y las matrice, cuyas columnos 

son los veciores en los COnjuntos dc vcctorcs dados en cí problema lb| n \ //) de csta 

sccción, 

a. Dctcrmine para cada matriz I (digamos que su tamaflo cso » m si cs imertible y si las 
oolumnas dc.-l forman una base para [ 

b. Escriba una conclusiòn rclacionando la propicdad de tnvertibilidad con la propicdad de 
quc las coluntnas formen una base. 

c. itupizy pupch Prucbc su conclusiòn 

6. a. (Lapt:ypapct) Supongaquc (v,.. .v,} csuna baseen I ' Suponga quc w - lv„ 

w , 4v„ ,.w . .4v„ paraalguna matriz I dc/i * 5. Contcstc lasprcguntossiguicntcs 
para completar In dcscnpción de cómo encontrar lw para cualquier w si nada más se 
sabe lo quc .4 le hace a la base. 

I. Dado cualquier w enl . argumentc por que w = i ,\ +• - 1 ,v,. dondc e,, 

e 5 son únicos. 

ii. Muestrc quc 4w c,w, > -c 5 w,. 


iii. Argumcnicpof qué.4w [w, w w, w 4 w 5 [ | < 

c, 
c. 
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b. Sea {v t .v.] la ba.sc en I ' dada cn el problema lb) t/idecvta sccción de MATLAB. 

Suponga que 



Encuentrc .4w. Uonde 
0 1 

-10 

-6 
i ~*J 

ii. w = 2»rnnd{5,IHl * 

c. Repitabipara 

0 I 0 

.•h, = 0 .4v, 0 .lv, - I 

0*0 0 

W W W 




4.7 RANGO, NULIDAD, ESPACIO DE LOS RENGLONES Y ESPACIO 
DE LAS COLUMNAS DE UNA MATRIZ 

lìn la sección 4.5 se introdujo la noción de Ìndcpcndcncia lineal. Se demostró que si I 
es una matriz invertible de n x «, entonces las columnas y los renglones de A l'orman 
conjuntos de vectorcs linealmente independícntcs. Sin embargo. si A no es invertible 
(de manera que det A - 0). o si .4 no es una matriz cuadrada. cntonces cstos resultados 
no dicen nada sobre el número de renglones o columnas lincalmente indcpendienies de 
A. Eso es lo que se estudiaráen esta sección. Tambicn se mostrará cómo se puede obtcner 
una base para el espacio generado de un conjimto de vectores mcdiante la rcducción por 
rcnglones. 

Sea A unamatrizde m * ns sea 

(1) 


F.ntonces. como se vio en el ejemplo 4.6.10. página 343, N, es un subespacio de P". 

DEFINICIÓN 1 Espacio nulo v nulidad de una matriz N A sc llama cl espacio nulo de/l y v(/I) = 
dim N a se llama nulidad de A. Si N A contiene sólo al vcctor cero, entonces v(/<) = 0. 
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E|FMPLO 1 Espucio nulo y nulidad de una mstriz dc 2 x 3 Sca.-J = 1 " 1 Hntonccs 

v 2 _1 3 J 
f-r 

como st* vio cn cl ejemplo 4.6.11, pagina 343, A\ csta acncrado por i , \ v(,3) = I. 

I 


2 -1 3] 

EJEMPLO 2 L.spacio nulo y nulidad dc una niatriz dc 3 • 3 Sca.4 = ) -2 f. , Hntonccs por 


I 0 


el cjcmplo 4.6.12. pâgina 343, 2. 3 es una basc para .V^. v v(,4 ) = 2. 

0 I 


-6 3 -9 


TEOREMA 1 
Demostración 


Sca,4 una matriz dc n > n. Enlonces ,-í es invertiblc si y sólo sí v(.-t) = 0. 

Por el tcorcma dc resumen (tcorema 4.5.6, página 325, partcs 0 y »ï)ì. A es invertìble 
si y sôlo si la ûnica solución al sLstema homogénco.-íx = 0 cs la solución trivial x = l) 
Pero por la ccuación (I). esto significa que A es invcrtiblc sìy sólo si N t ~ |0j . Asi, 
A es invertiblc si y sólo si v(A) - dim \\ = 0. x 4 


DEFINICIÓN 2 Imagen dc unu matriz Sea.4 una matriz de m x /i, Entonces la imagt-n dey4, deno- 
tada por Ìmogen A, cstá dada por 



1 EORCMA 2 Sea A una rnatriz dc m * n. Entonces imagcn A cs un subespacio dc I^". 

Demoslración Suponga quc y, y y ; cstán en imagen A. Entonces cxisten vectores x, y x ; en t'" tales 
que y, = .-lx, y y : - .4x : . Por lo tanto 

.4(<zx,) = otrfXj = ay, y .4(x, * x^) = .4x, + .4x : = y, + y : 

,, , 1 ,| i ,', . _ |r* • • 

por lo que ay, y y, + y : cstán en imagcn A. Asi. del teocnna 4.3.1, imagcn A es un 
subcspacio de l>". 4 

http://harcoval.blogspot.com 






350 Capíiulo4 ttpKÌOi\vii'KMle> 


DEFINICIÓN 3 


DEFINICIÓN 4 


TEOREMA 3 

Demostración 


• 1 


Rango dc una inatriz Sca.l unamatrizde/M x n. Entoncescl rango dc A. dcnotado 
por p(/t). cstá dado por 


p(vt) = dim imagen.4 


Se dardn dosdetlniciones y un teoremaque facilitarân un poco el câlculo del rango. 


Espacio dc los rongloncs y cspacio dc las columnas dc una rnatríz Si A cs una 

matrizdem x/i. sean (r,. r ; ,..., r m | los renglonesde .4 y (C|,c : .c„} lascolumnas 

dc A. Entonces se define 


y 


R 4 - espacio dc los rcngloncs de A - gen (r,. r y ..r m } 


(3) 


C A = cspacio dc bs columnas dc A = gen (c,. c 2 . . .. c„} 



Nolu. R | es un subespacto de li" y C , es un subespacio de I - m . 

Se ha introducido una gran cantidad de notación en sóio tres paginas. 

Antcs de dar un cjcmplo. se demostrara que dos de estos cuatro espacios son los mi.smos. 


Para cualquier matríz A. C 4 = imagcn A. Es dccir. la imagen de una matriz cs igual al 
espacll) de sus columnas. 

Paradcmostrarquc C A = imagen.-l, scdcmucstraque imagcn A ç C A \C A ç imagen A 

L Sc quicrc probar quc imagcn A ç C 4 . Suponga que y e imagen .-1. Entonces 
cxistc un vector x tal quc y - .•(*. Pcro como se obscrvó en la sección 1.6. páginn 
69, Ax sc pucde expresar como una combinación lineal dc las coiumnus de A. 
Por lo tanto. y e C A . de manera que imagen A ç C A . 
ii. Se quiere probar que C A ç imagen A. Suponga que y e C 4 . Entonces y se puede 
expresar como una combinnción lineal de las columnas dc A como en la ecuación 
(l .6.9). píigina 69. Sea x el vector columna dc los cocficientes de esla combina- 
ción lineal. Entonces. igual que en la ecuación (1 .6.9). y = .lr. asi. y e imagen A, 
lo quc prueba que C Â ç imagen A. ♦ 
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tJEMPLO 3 


TEOREMA 4 

Demostración 


( álculc» dc .V„ imagcn .4, p(.4), R A V para una matriz dc 2 > 3 Sca .4 

j| j | .4 es una matriz dc 2 x 3. 


i. 


F.l cspnciu nulo dc .4 = N A = Jx •? t*: 
N 4 = gen ! I | I. 


•4x = (ì |. Como sc vio en cl cjemplo I . 


ii. Líi nulídad dc A = v(.4 ) - dim A', = 1. 

iii. Se sabe que tmagen A = C 4 . l.as primcras dos columnus dc 4 son vectorcs 
tincalmente indcpendientes en I ‘. \ por lo tanto forman una basc para I ; La 
imagcn .4 = C' A = I - 


iv. p{.4) = dim imagen .4 = diin I-.- = 2. 

v. E! espaao de los ivnglones dc. I = R , = gcn | { 1 .2. - 1 ). ( 2 . - 1 . 3)). Como estos 

dos vectores son linealmcnte indcpcndientcs. se ve que R A cs un subespacio de 
dimensión dos de tDel ejemplo 4.6.9. pagina 312. se observaque R , es un pluno 
que pasa por el origen. 4 . 


En el ejemplo 3 /v) se observa que p(.4) = dirn R, = 2. Esto no es una coincidcncia. 


Si .4 cs una matríz dc m x n, entonccs 


ditn R a - dim C A = dim imagen .4 = p(/l) 

Como esusuol, se denota por a y la componente //dc.4. Dcbcmits demostrar quedim/?, 

- dim C A . Los renglones dc .4 se dcnotan por r,. r, . r„ y sea k = dim R 4 . Sea S = 

í s i’ s :. s i) 11113 b®se para R 4 - Entonces cada renglón de .4 se puede e.xprcsar como 

una combinación lineal dc los vectores en S. y se tiene. para algunas constantes u„. 


r i = °n s i “12*2 + «u s t 

r ï“'«ai*t ■ t -âL î » 2 + ••• + 0 ^ 


r n = “„, 1*1 + - + a «i*t 


(5) 


Ahora la componcntey' de r, es a y . Lntonccs si se igualan las componentes / de ambos 
lados de (5) v se hace s, - (j„. s l7 ..... ,r m ). se obticite 

°l/ “ a u J W + ‘" + “.***, 

a 'J = t *n ï y + + • • • + «jì-V/ 


a mí = + a *3?* + • •' + 
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es decir. 


m 


r \ 
«ii 


f \ 

“lî 


“u' 

a v 


“îi 


«22 

+ • • • + 

«2à 



V. 


a m-> 

V. m ‘J 


a , 

( mk ) 


( 6 ) 


Sea a, cl vector 


r \ 

“2i 


v a "'/ 


Entonces como el lado i/quicrdo dc (6) es ta columna/ de A. sc 


vc que cada columna de A se puede escribir cumo una combinación lineiil de a t , a ; . 
..., 5*, lo que significa quc los vectorcs . á\ gcneran a C A y 

dim C A Zk = dim R A (7) 

Pero la ccuación (7) se cumple paracualquier matriz.4. En particular, se cumple para 
A'. Pero C A < = R a y R t < = C t . Como de (7) dim C/ s dim R A . se ticne 

dim R a £ dim C A (8) 

Combinando (7) y (8) la prueba queda completa ♦ 


EJEMPLO 4 Cálculo de imagen ,4 y p(.-l) para una matri/. de 3x3 Encuentre una base para 

'2-1 3l 


imagen I y dctcrmme el rango de A 


4-2 6 

-6 3 -9 


Solución Como r 2 = 2^ v r } ~ 3r,.se vcquc p(.‘l) = dirn R Á I. Asi. todacolumnaen t' ( es una 

í 


base para C t = imagen A. Por ejemplo. 


V- 6 / 


es una base para imagen A. 


El siguicnte leorema simplificará los cálculos del imagen. el rango > la nulidad. 


TEOREMA 5 Si A es equivalente por renglones a B. entonces R s - Rp. p(4) - p {B) v v(.4) = v(fl). 

Demostración Recuerde quc por la definición 1.8.3, página 107, A es cquivalente por renglones a fl 
si A se pucdc “reducir” a fl mediante operaciones clementales con renglones. Suponga 
que C es la matriz obtenida al realizar operaciones elementales en A. Primero se mucs- 
tra que R A = R ( - Como fl sc obtiene realizando varías operaciones elementales con los 
renglones de ,4, el primer resultado. aplicado varias vcces. implicará que R t - Rp. 
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C aso 1: Intcrcanibio de dos renglones de A. Entonces R t = R r porque los renglones 
dc A y í' son los mismos (escritos en diferentc orden). 

Caso 2: Multiplicaciòn del renglòn / de A porc* 0. Si los renglones de A son {r,. r>. 

.... r„.... r m }. entonccs los renglones deCson (r,. r 2 . cr„ .... rJ. Es «n identc 

quc cr, = cfr,) v r, = (1 /c'Hcr,). Asi, cada renglón de C es un múltiplo de un renglón dc 
A y viccversa. Esto significa que cada renglón de C cstá en el espacio generado por los 
rengloncs dc A y viceversa. Se tiene 

y R< G.Ra' porlotanto R ( - R A 

Casu 3: Multiplicaciòn dcl rcnglón / dc A por c * 0 y suma del mismo al renglón /. 


Ahora los renglones de Cson |r, t r 2 .r 


.. r y + er r 


.. r m J. En cste caso 


9 

N-/ t 

irnflcm / dc t irrçJonid»/' 


de manera quc todos los renglones dc A sc puode expresar como una combinaciòn 
lineal de los rcngíones de C y viceversa. Entonces como antes, 

R.t Ç R < y R< Q R<, por lo tanto R t = R A 

Se ha demostrado quc R A = R^ Por lo tanto ç/{R t ) — p(R<i). Por último. el conjunto de 
soluciones dc Ai = 0 no cambta bajo las operaciones elementales. Así. AL = A'. h v 
entonces v(^) = v(B). ^ 


Ll teorema > es niuv iinportante. Dice. por ejemplo. que el rango y el espaciode los 
rcnglones de una matrí/ son lo misino que el rango y el espacio de los rcnglones de la 
forma escaionada de la matriz. No es dificil probar el siguiente tcorema (vea cl 
problema 43). 


i' 1 . 1 : airu 


TtOREMA 6 E1 rango de una matriz es igual al nûmcro dc pivotcs en su forma cscalonada por 
renglones. ’ + 


FJFMPLO > Cálcalo de p(.-f) y R t para una matriz dc 3 x 3 Determine cl rango \ el espacio de 

' I -1 3' 

los renglones de A - 2 0 4 . La forma escalonada por renglones de -1 es 

-I -3 1 

1 -13) 

» I -l = B. Como B tienedospivotes. p(A) =dim/î, = 2.Unabascpara/?.consistc 
» 0 0 

en los primeros dos renglones de /?: 

R.i = gcn {(I. -1.3), (0. I. -|)} ♦ 
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f£| teorcma 5 cs ûtil cuando sc quiere enconirar una hasc para el espacio gencrado 
por un conjumo de vcctores. 


EJEMPLO 6 Dctertninación dc unu basc para d cspacio gcncrado por euatro vectorcs cn I 

Hncucntre una base para el espacio gencrado por 



í 0 


'_2 > 


í °ì 


'_ 2 ' 

V I = 

2 

1-3 > 

‘ v 2' 

0 

l 4 

l' Vî = 

4 

r 2 ; 

v 4 = 

-4 

l 6 J 


Solución 


Sc expresan los vectores como renglones de una matriz.-l y dcspués se reduce la matriz a 

. . < • _ .... . «UiLmmì. i..<«/I^A I mtemn ricntii'in ili* 


rcngloncs que A. La l'orma escalonada por renglones de 
que tiene dos pivotes. 

Entonccs una base para gen {v,. v : . v v v 4 J es 


r i 

2 

-3' 


1 

2 


_2 

0 

4 

es 

0 

I 

I 

0 

4 


0 

0 

0 

_■> 

V 

-4 

6 

> 


1° 

0 

0 

y 


í 'ì 

0) 

1 

• 

1 

-3 

-i 

) 

V V 


í’or eiemplo. 


r -A 


r n 


0 ' 

0 

- _2 


+ 4 

1 

4 

V J 


m 


V ') 


Existe un çamino rclativamente senci'lo para encontrar el espacio nulo de una matriz. 


EJEMPLO 7 Cálculo del espacio nulo de una matriz dc 4 4 Encuentreel cspacio nulo de 

1 2 -4 3Ì\ 

2 5 6 -8 

4 " 0 -I -14 14 | 

3 6 -12 9j 

Solución La forma escalonada por renglones reducidos de I es 

I 0 -32 31 j 

,0 t 14 —14 
i 0 0 0 0 
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Siguiendo cl mismo razonamienlo quc cn la prueba del tcorema 5. Ia.s solucioncs a.-lx - 


0 son las mismas que las soluciones a (x - (I Si \ = 
como rcsuliado 




■v, 

f*J 


cntonces V\ = 0 da 


- 32 Xj 31 v 4 - 0 
-ïj+ I 4 v 3 - 14* 4 = 0 

.v, = 32ÏJ-3I.V4 
*j = -I4.v,- I4v 4 


De manern que si \ e A - ,. enionccs 



' 32 * 4 - 31*4 


52 ì 


- 31 1 

X - 

-1 -l.Vj -f 14*4 

= *1 

14 

1 

+ * 4 

14 

0 


* 4 


l oj 




t_t 


Csto es. A 4 = gcn 


( 32> 


f-30 


-14 


14 


1 

’ 

o 


l oj 


lj 



Imvc- |ur.i .V, 


♦ 


Fl procedimiento usado en el ejcmplo 7 siempre se puede asar para enconlrar e! espacio 
nulo de una matriz. 

Se hnce aqui una obscrvación gcométrica interesanlc 


Todo vector en el espacio de los rcnglones de una matriz real es ortogonal a 
todo vector en su espacio nulo. 


En notación abreviada esto se escrihc como R { i .V,. Parn ver por quc. considcre 
la ecuación.-lx = 0. Si A es una tnatriz de m « n. entonces se tienc 


^li 

fl IJ - • • °li, 




,(, ì 

"41 

ílii ... Cl'ff 


*J 


0 

; 

m • 


• 


ò 

1 

- 


V,, 



Si r ; denoln el í-ésimo renglón de .4. se ve de la ccuaciôn antcrior que r x = 0 para / 
1.2 . m. Asi. si * » A’,. entonces r,ls para /=1.2.. . Pcro si > ç R ,. entonces 
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TEOREMA 7 


Demostración 


, t„ r Bntonces y • x = (f|i-| • 


v = r.r, + • < • + cjr m para algunas constantcs e,. c?, - 

î.,r, + c*r m ) I = c,r r * + csr, ■* + -••+ v m r m x - 0 lo que prueba la ahrmacon. 

R Â = gen 10. 0. -32. 31). (0. 1. 14. -14)» 


En el cjcmplo 7. 


-V. = 


gen 



32 ì 


- 3 l' 


14 


14 


1 

* 

0 


. <»• 


l 0 J 


F.l lector debe verificar que los vectores de la base para R A en 


etecto son ortogonales a los vectores de la base para A |. 

Hl sicuiente teorema da la relación entre el rango v la nulidad 


Sea A una matriz de m x n. Entonces 


p(4) + v(/()-r* 

Es dccir. cl rango de A mâs ta nulidad de A cs igual al nûmero de columnas de A. 

Se suponc quc k = p(,-l) y quc las primeras k columnas dc .4 son lincahnentc inde- 

pendientes. Sca c, (; > k) cualquier otra columna de.l. Como c,.c ; .c* forman una 

base para C A , se tiene, para algunos escalares o,. ..., a t 


Cj = tf,C, + + • • • + 'h c k 

Así, sumando -u,c,. UjCj. .... -«,c t succsivamentc a la f-daima columna de A. se 
obticne una nucva matriz H de m x n con p(B) - p(d) y v(fl) - \(A) con la coUmana i 
dc fì igual a 0.+ ILsto se hacc a todas las demás columnas de A (cxcepto las pnmcras 

k ) para obtencr la matri/ 


D 


«n 

«21 


«IJ 

«12 


«I» 

«Ji 

« 

«*» 


0 0 • 
0 0 

: 

0 0 • 


dondc p(D) = p(A) v v(D) = v(.4). Mediante un rearreglo posible dc los rcnglones Je 
D. sc pucde suponer quc los primeros k renglones son independicntcs. Después se hace 
lo mismo con los renglones dc (csto es. sumar mûltiplos de los primeros k renglones 
a ios últimos m - k) para obtencr una nueva malriz: 


I .lcilUvC ci.tv.ulci.in.iii . I' I la cUimna-. Jí < «m i " 1 " ' llc ' ’ 
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°u f, n °ìl 0 ■• o 

U 2I ^Ï3 ‘" ‘ a 21 0 ' ' ’ 0 


F ~ 


a 4i a a 


0 0 


■ ’ a lk 0 ' ' > 0 
- 0 0 • 0 


r : : : t 

{ 0 0 • - o 0 • 0 ] 

donde (HO ® rK--<) y v(F) - '■'(A), Ahora cs ob\ io que si i > k, «ntonoes Fe t = 0,t de 
manera que E x “ !c^ lt e**$ . . .. e„) cs un conjunto linealmente indepcndiente de 
n - k vectores en /V F . Ahora se dcmostrará que E k genera S,. Sen x e N, un vector de 
Ui forma 

feì' 


x = 


*k 


Entonces 



flj|X, + 

fl,jX 2 + ■ >■ 

•• +fl,*x*ì 

1 


tf„X, + 

a n .r, + • 

f"!***! 


o s 

0±F% = 

0 * 1*1 + 

fl,.vrj+ 

l' * + ***l 

, 

0 



0 


'ii 1 

Â 



0 


1 


El detcrmmante de la matri/ dcl sistenu homogéneo de k*k dado es difcrcnte de cero. 
ya que los rcnglanes de csta matrí/. scm lincalmcnte indqvndicntcs. Asi. la única 
solución al sistctna es X( = x 3 ~ • ■ ■ = x k ■- 0. Entixves x tjenc la fonna 

t°* 0 .**.»• **o. • • = **.!*».! + 4*2 «*.j + ■ • ■ *„*„ 


l'sto significa que gcnera N, de mancra quc v(f) = n-k = n- píF), Esto completa 
la prueha. ♦ 


Nitln. Se sahc quc p( -I) es igual al número de pivotes cn la lorma escalonada por 
renglones de. l y cs igual al número de columnas de la formn cscalonada por renglones 
de A que contienen pivotes. Entonces. del teorema 7, v( l) nûmero de columnas de la 
forma escalonada por renglones de A que no contiencn pivotes. 


T Kccuerdc quc r «I > eclor cun im unn cn la ponchin i > ccm en niri' l.ido 
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EJEMPLO 8 

EJEMPLO 9 

Solución 

i'rtiîTilDl' r , 1 ''íïiillirV' M 

TEOREMA 8 
Demostración 


TEOREMA 9 
Demostración 


llustración dc que p(,4) + v( 4) = /i Para 


2 -'l 

I? 'J 


I y 3) quc p(,4) = 2 v v(.-D - 1; esto ilustra quc p(.-l) + v(.-l) = n (=3). 

Ilustración de quc p(.-t) + v(.-l) = // Para -I 


sc calculó (en los cjcmplos 

♦ 


1 -1 3 

2 0 4 

-1 -3 1 


. calcule v( l). 


lìn el ejemplo 3 se encontró que p(.4) = 2. Así v(,4)=3 - 2 =• 1. E1 leclor pucdc dcmostrar 

7- 2 M 

I 

V »/ 


esto dircctamcnte resolviendo el sistema l\ = 0 para encontrar que V , = çeri 


Sea .-I una matriz de n x n. Entonces A es invertible si v sólo si p(.-0 = n. 

Por cl tcorcma 1. A es invcrtible si y sólo si v(/l) = 0. Pero por el teoreina 7, ç>(A) — 
n - v(.4). Asi. A es invertible si y sóío si p(4) = n - 0 • /t. ♦ 


Ahora se demostrará la aplicación dcl conccpto de rango. para determinar si un 
sistema de ecuaciones lincales tiene solucioncs o es inconsistente. De nuevo. se consi- 
dcra cl sistetna de /// ccuaciones en n incógnitas: 

y t + a i2 x 2 + • * • + a \»x n =/, t 
u ; ..V| + a^-.t, + • + a^x,, - b, 

(9) 


a m\ x \ + a ml x 2 + ' • ' + = b,„ 

lo que se escribe como .-l\ = h. Se usa el sitnbolo (.4. b) para denotar la matriz aumcntada 
de /zj x (n + I) obtenida (conio en la sección 1.3) agregando el véctor b a A. 


El sistema .4x = b tiene al menos una solución si y sólo si b e í'Esto ocurrirá si y 
sólo si A y la matriz aumentada (.4. b) tienen el mistno rango. 

Si C|, Ci.c n son las columnas dc A, cntonces podemos cscribir el sistema (9) cotno 

jc,c,+x 2 c 2 +--+jc fl c,= b (10) 

El sistema (10) tendrá solución si y sôlo si b se pucde escribir como una combinación 
lincal de las columnas de.4. Es decir. para tener una solución debemos tener b e C 4 . 
Si b e C A . entonccs (A. b) tiene el mismo nitmero de columnas linealmente inde- 
pendientes que A asi que A y (.4. b) tienen el mismo rango. Si b e C A , entonces 
p(A, b) = p(/0 + I y el sistcma no tiene soluciones. Esto cotnpleta la prueba. ♦ 
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FJFMPLO 10 


Solución 


EjEMPLO 11 


Solución 


L'so dcl tcorcma 9 para dctcrrninar si un sistcma ticne solucioucs Determinc si d 
sistema 

2r, + 4r : + 6ij = 18 
4r, 5.t : + fit , -24 
2t, - 7x : + 12\, — 40 

tiene soluciones. 


Sea I - 


4 6 

4 5 6 

2 7 12 


(\ 2 3 ', 

0 I 2 y p|,l) = 2. La 


La forma escalonada por reneloncs dc / es 

forma escalonada por renglones de lu matriz aumentada (. /. bi 
I 2 3 | 9' 

<> I 2 | 4 . que ttenc tres pivotcs. por lo quc pt./. b) - 3 v el sistenta no tiene 

0 0 0 | Ij 

solución. * 


0 

«j 




'2 

4 

6 

IX 


4 

5 

6 

24 

CS 

2 
. ” 

7 

12 

40 



l so dcl lcorcma 9 para dctcrminar si un sistema ticnc solucioncs Detemtine >i el 
sistema 


t,-x : + 2v 5 = 4 
2r, + x 2 - 3.t, - -2 
4.v,-.v : + .v, = 6 


ticnc soluciones. 


Sea •/ = 


1 -I 2 

2 I -3 

4 -I I 


Entonces det.» =» 0. de ntanera que p(,t> 3 Como la primera 


coltimna no es un múlliplo de la seeunda, se ve que las primeras dos columnus son 
linealmcntcindependientcs: Asi p(.4) = 2. Paracalcular p(.l. b)sereduce por rengloites 


\ -I 2 | 4' 

2 1-31 -2 

v 4 -l M 


'l -1 2 | 4) 

0 3 -7 | 10 

0 3 -7 10| 


Se ve que p(. J. b) = 2 y existe un número infinito de soluciones para el sislema. iSi 
hubicra una solución única se tendria dct A * 0.) ♦ 


Los resultados de esta secciòn penniten mejorar el teorema de resumen isto por 
ultima \e/ cn,l 4 .secj;i(>n 4 -• náiriiu 3." 
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TEOREMA 10 



PROBLEMAS 


Teorema dc rcsuracn (punto dc vixta 6) Sea T una matriz de n x n. Entonccs las 
siguientes dicz afirmaciones son cquivalentes; es dccir, cada una implica a la otras 
nueve. (si una sc cumple. todas sc cumplen.) 

i. A es invertible. 

ii. La única solución al sistema homogéneo Ax = 0 es la solución trivial (x - 0). 

iii. E1 sistema A x - b tiene una solución ímica para cada n-vcctor b. 

iv. A es equivalcnte por rcnglones a la marriz identidad. I w dc n xn. 

v. .-( sc pucdc expresar como el producto de matrices elemcntales. 
vl La fonna escalonada por rcngloncs de A ticne n pivotes. 

vii. Los renglones (y columnas) de A son linealmentc independientes, 
vill. det A * 0. 

ix. v(>0 = 0. 

x. p(>í ) = n. 

Más aûn, si una de ellas no sc cumplc. entonccs para cada vector b o t". el sistcma 
Ax - b no tiene solución o tiene un nûmcro infinito de solucioncs. Tiene un niimero 
infinito de solucioncs si y sólo si pM) = p(.T. b)). ♦ 


4.7 

Autoevaluación 


I. El rango de la matriz 


fl 

2 

3 

4l 


0 

2 

-t 

5 

es 

1° 

0 

3 


•> JV 4 


a. 1 b. 2 c. 3 d. 4 

II. l.a nulidad dc la matriz cn cl problcma I cs_. 

a. I b. 2 c. 3 d. 4 

III. Si una matriz dc 5 x 7 ticnc nulidad 2. entonccs su rango es. 


#.5 b. 3 c. 2 

e. No sc puede determinar sin más infonnación. 


IV. El rango de la matriz 


tt. I 


' I 2 
-2 -4 <-•' 
3 6 

b. . 


V. La nulidad dc la matri/ cn cl problema IV es 


». 0 


b. 


c. l 


d. 7 


c. 3 

d. 3 


VI. si A cs una matriz de 4 x 4 y dct A = 0. entonces el valor maximo posible para p(d) 
cs_. 

a. V b. 2 c. 3 d. 4 
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En los problemas 16 al 22 cntucmre una hasc para !a imagcn \ cl espacio nulo de lu malrií 
dadn. 

16. La matriz dcl problema 2 17 . l.a malri/ del problcmu 5 

18. l.a mutri/dcl problema 6 |î U mauiz del problcma S 

20 . Ln matriz dcl problema 11 21 . La matriz dcl problema 12 

22. Ln matnz del problcma 13 


Ln lti< prnblcmas 23 al 26 ciieucntrc una basc para ei cspucio çcncrado por los conjuntos dc 
s eetores dados, 


23 . 


I 2M -1 

4,1. 3 
-2 2 , 4 


Rcspueslas «i l.i jutoev.ilujción 

11 , lítt l p://liarcoval.ÌDlogspot.còffl v,,, ‘ * ,v 1 


V \ 
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24. (I. -2, 3), (2. -1.4). (3, -3.3). (2, 1.0) 

25. (1,-1,1. -I),(2.0.0,1).(4. -2. 2. 1).(7,-3,3.-1) 


flì 


í°ì 




V 

0 


1 


_2 


2 

0 

• 

1 

» 

2 

» 

2 

.1 


loj 


, i. 


J; 


En |os problemas 27 al 30 utilìce el tei'rcma 9 para dctcrminar si el sistcma dado tiene alyuna 
solución. 


27. 


*t + *2“ *J = 7 
4 t, r, * ÎXj = 4 
6.i | + * : + 3*, = 20 


28. X| + Xj - r, 7 
4.t, - + 5jfj = 4 

6*i =.t, + 3t, ~18 


29. *, - lt : - t 3 + .t 4 2 

3*i + 2*j - 2x 4 = - 8 

4*; - .tj ~ t 4 = 1 
5t, +3.tj- * 4 --3 


30. *, - 2.*, - *,+ t 4 2 

3.t, + lt, - 2r 4 ~ -8 

4*, - *j - *4 = I 
5*, +3.*j- * 4 = 0 


31. Dcmuestrc que el rango dc una matri/ diugonal cs igual ul número dc componentes 
diferentcs dc cero cn la diagonal. 

32. Sca I una matriz triangular supcríor de /i • n con ceros en la diagonal Dcmucstre que 
p(<4) < «. 

33. Deniucstre que para cualquier matriz .I. p(.-l) — p( 4 l 

34. Demuestre quc si .4 cs uno ntatriz dc m x « y m < n, enlonccs a) p(A)< m \ 
bt v(.4)>« - m, 

35. Sca t una matri/ de m x n \ sean R y ( mairices invcrtibles dc m ■ m \ n » w. 
respectivamente. Hruebe quc p(.4) = p(«4) p( 4C). Es dccir. si se multiplica una matri/ 
por una matriz invertiblc, cl rango no cambia. 

36. Scan 4 y II matriccs de m * n y n x /». rcspcctivamentc. Dcmuestrc quc p( I fí)£ min 
(P(.I).P(JÏ)). 

37. Sca .4 una matríz dc 5 x 7 con r.mgo 5. Demuesve que el sistcma lineal .4\ li tienc al 
menos una solución para cada 5-vector b. 

*38. Sean 4 y R mntriccs dc m x n. Deinucstre que si p(.4) p(fi). cntonces existcn matriccs 
invcrtîbles C y P tales quc R = CAD. 

39. Si fí (’. ID. donde C>' D son invcrtibles. demuestrc quc pt t) p(Û). 

40. Suponga que cualesquiera k rengloncs de 4 son lincalmente independientes inicntras quc 
cualcsquicra k - I renglonesdc.l son lincalmcntc dcpcndicntes. Demucstrc que p(.4> = k. 

41. Si .1 es una matri/ dc n x n , dcmucstrc quc p< I) ■ n si y sòlo si cxistc un vector ,\ c [ 
tal quc \ = 0 y t\ 0. 

42. Sca I una mutriz de m * «. Suponga que para todo y •- I- - '" existc una \ 1 tal que l\ y 

Demucsirc que p(.4) = m. 

43. Prucbe quc el rango dc una matriz es igual al número de pivotes cn su forma cscalonada 
por rcngloncs. [Sufynncui Dcmuestre que si la forma csculunada por rcnglones ticnc k 
pivotcs. entonces csa forma ticnc cxactainentc k rengloncs linealmcntc independientes.] 
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MANEJO DE CALCULADORA 
TI-85 

Existc una forma sencilla pnra dctermmarcl rango, la imaçcn y el cspacio dc Ins rcnglones 
de una matriz en la TI-85, encuentrc la forma cscalonada por rengloncs o la forma escaíonada 
por rengjones reducidns dc la matriz. Por ejcmplo, suponga quc sc introduce la matri/ 

13 4 |" 

-1=4 2 6-6 
3 5 8 -1 


Entonccs, como cn la pagina 28. oprima las siguicntes lcclas. 

0 [ matrx ] E <ops> [ Fî | 


(rrcf> ALPHA 


ENTER 


1:1 rcsultado cs 


III 0 1 -2J 

[011 1 ] 

[0 0 0 0 )] 

Esularoquep(.4J 2.R, - gen {(1,0, l,-2l,(0,1,1. l)J;comop( l) .Itienedoscolumnas 
linealmente indcpcndientcs. por lo quc 

irn f3ì 

l , - imagcn .-I gcn 4 . 2 . v v(/i) 4-2-2 

I 3 5 


En los problemas 44 al 47 utilice una calculadora para encontrar cl rango, la imagen. el espacio 
gencrado y la nulidad dc la matriz dada. 


0 37 0.48 

0.46 -0 39 
0 52 0 87 

0 67 0.35 


-0.70 -l.lft 
2M 0,83 
-1-57 1.04 

0.29 -0.33 


187 

-46 

512 

653 

512 

45. -35 

51 

-223 

-207 

-325 

2* 7 

V— 

-148 

958 

1067 

1162 

/ 


37 81 -29 58 33 -19 

-48 91 306 38 205 0 

53 215 -47 -|) -38 423 

-85 10 335 -20 172 19 

-80 316 594 7 339 442 

r 7l 46 -416 -8.1 201 -88 

0284 -.0311 0207 .0431 

- 0511 -1216 -.1811 0904 

-.0965 -.4270 - 5847 .3574 

.0795 0905 .1604 -.4730 

-.0110 -.3365 -.4243 .3101 
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MATLAB 4.7 


I. Para cada matriz dada 

ìi. Encuentrc una hasc para cl cspacio nulo siguiendo cl cjemplo 7. Esto incluyc resolver 
el sislema homogénco de ecuaciones adecuado. 

I)_ \'crifique quc cl eonjunto dc vcctores oblenido para cada problcma es un coniunii' 
indepcndiemc 

c. ( ì.àptz v papcì) Si cl conjunto dc vectorcs ba dc scr una basc para el cspacio nulo. 
también dcbc demostrurse quc cada vector cn el cspacio nulo se puedc cxpresar como 
una combinación lineal de los vectorcs de la basc. Demuesire que cnda \ ector cn cl 
espacio nulo. cs decir. cada soluciun al sistcma homogcnco resudto en el inciso al. sc 
puedc cscribir coino una combinación lineal de los vccloresencontrados en ni. 

d. Para cada problcmn. cncucntre las dimensioncs dcl cspacio nulo. Dc una cxpllcación 
^Cómo sc rclaciona la dimcnsión con cl nuinero arbitrario dc variablcs que surgcn cn 
la solución del sistcma homoccnco rcsuelto cn a)? 

t.-vi. Problemas 7. 8 y 10 a 13 de In sección 4.7 


vii. 


-6 

-9 

4 


-2 -18 
0 -18 
7 29 


-2 -10 
4 -5 

2 13 


2 . a. 


i. Parac! problctna 13 dc ota secciùn. cncucntre la basc para el cspacio nulo siguicn- 
do cl ejemplo 7. 

ii. Sea R = rref( A). Yerifique que la basc consisie en cl ûnico vector H = |-R< 1.4); 
-R(2.4>:-R(J,4):l]. 

iii. Verifique que \*B 0. ^Por qué esperaria csto? 


b. i. Para la matriz.4 


cncuentrc la base para el espucio nulo 


-6 -2 -18 -2 -10 
-9 0 -18 4 -5 
4 7 29 2 13 J 

il. Sca R = rrcf( .\) y sca 

B = |[_R(| r J):_R(2J);l:0;0] [-R( 1.5):-R(2.5);0:-R(J.5):I ]] 

Vcrifique que las columnas dc B scan los vcclorcs dc la basc que encontró cn cl 
inciso bi), 

iii. Verifiquc que A»B 0 y cxplique por quc dcbe ser asi 
Parn las siguientes matriccs 4. encuentrc R = rref(.A) > lu base para el csp.icio nulo 
formando una matriz B como sc ilustra cn los ejcmplos dc los incisos ai y b». Ycritìque 
quc A*B 0, (Para ayudnr a reconoccrel procedimicnto pam cncontrar B por cjemplo. 
cn b). las columnas 3 y 5 dc H no licncn pivotes. lo que indica quc »• > \« eran variahles 
arbitrarias l.os columnas 3 y 5 dc R no son vcctorcs en cl cspacio nulo. pcro se puede 
cncontrar una base para cl cspacio nulo usando adccuadamentc los mimeros cn las 
columnas 3 y ?. Obscrxe que la tercem y quinta posiciones en los vectorcs dc la basc 
son I o0.) 


14 = 


-9 3 
5 0 
-7 0 


8 -5 -r 
-5 -5 -3 
8 8 9 


J. 


ii. A ■ rand(4.0);A(:.4) — l/J*A(:.2) — 2/?*A(;«3) 

a. MATLAB ticne un comando nulll A) qucproducim iirui basc para el espacio nulo dc.I 
iProducc una basc ortonormal. Vcaen la sccción 4.9 una dcllniciòn de ortonormal.) 
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i. Parn cnda mairiz l cn d problcma 2 dc csia scccion dc VfATLAB. cncucnlrc N 
null(A). I ncucntrc lì. la matriz cuyas culunmas forman una hiisc para el espacin 
nulo usando el pn>ccdimiemo dcl cjcmplo 7. 

H * < CuanIOi vcctorcs ha>' cn cada bose?, L/ue propiedad confirma esto? 
iii. Considerando rreftiB N)) y rrcftlN B|). verifiquc quc cada vcctor cn la base 
para cl espacio nulo dcicrminado por el cumando null cs una combinaciôn lincal 
dc los vectorcs de lu basc cncontrados cn los columnas de B. > que cada vector 
column3 cn B es unacombinación lincal dc los vectorcs dc la basc cncontrado con 
cl comando null Lxpliquc su razonamtcmo > cl praccso r .vpliquc por quc esta 
afimiaciôn dcbe scr cierta. 

b. I I .iluoritmo usado por el coinando null dc MAFLAB cs nuntericamcnlc mas estahlc 
qiic d pmccsoque incluyc rrcf. esdccir. nuli cs mcjor en cuontoo ininimi/.nr los crrnres 
dcrcdondco Para la matnz l siguicme. encuentrc N - nullfA) y cncuentrc B como cn 
e' mciso a» Encucntre A*B > A*N > analice la fomia cn que esto proporcionj alguna 
ev idencia para la afinnaciótt licclia al principio del inciso a), 

1-2 5 1 g' 

•Í “ -3 (. t, ) St, 3 

„ 4.2 -8.4 -t() 4 -| 


4. \|ilicación cciiinctrica dcl espncio nulo 

a. (Iàptz \ pupeh Arguinenlc por qud una basc para el cvpacio nuìo dc una matriz ; Jc 
in ■ n scra una basc para cl jubespacio de todos los vcctores cn I " (nrrpendiculares 
(ortogonales) a los n ng/unes de. I. 

b. 1 ncuentre urn base para cl plano tumiado por todos los vccturcs pcrpcndiailarcs a 2 

I 3) 


c. Bncuentrc ima basc para la rccta pcrpendicuinr al plano gencrado por -* o > 

_ ' [ 7 

v omparc su respucsla con el produeto cruz dc dos vectorcs. 

d. Cncucrilrc una ha.se para el subcspado dc todos los vectores pcrpcndicularcs a 



5. Aplicación del espacio nulo » sistemav de ccuaciunrs Sca 


n. 

b. 


0 8 -6 -5 4 -4Ì 

! , 'i 2 4 -10 9 8 

5 7 -7 -2 -5 3 

1-7-8 -9 -6 -7 ; 



IJcmuestrc que v cs una soiución al sistcma | í b|, (l'tìlitc la imdiiplicacii.n dc 
mairices.) 


Eltcucntrc una basc para cl cspacio nulo de .1. formando una muinz cuyas columnas 
scan los vectores dc |u basc. 
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c. Cicncre un vcctor aleatorio w quc sca una combinación lincal dc los vcctorcs de la basc 
cncontrados cn cl inciso b). (tsc la multiplicación dc matriccs.) Dcmucstrc quc z 
X • w CS una solución al sistema [ •( b] Rcpita para otro vcctor w 


6 . 


Para los siguientcs conjuntos de vcctorcs: 

n. Sca. I lamatri/cuyos rvnglones son los vcctorcs. bncuentrc rrcf( A). I Jtiiicc cl cointmdo 
**:" para cncontrar la matriz C quc consiste sólo de los rcnglones difcrcntcs de cero dc 
rrefl A) Sca B = C. Expliquc por qué las columnas de H son una base para el cspacio 
gcnerado por los vcctores. (Vea el cjcmplo 6.) 

b. Vcrifiquc quc la base encontrada cs lincalmcntc independientc. 

c. Vcrifique que cada vcctor cn el conjunto original es una conibinacion lincal única de 
los vcctores de la basc. Dcscriba cualquier patrón que dcscubra en los cocficientes de 
las combinacioncs linealcs. 



7. ». (Lápisy papel) Suponga que quicrc cncontrar la base para la imagcn (cspacio dc las 
columnas) de una matriz real •(. Expliquc cómo puede usar rrcf( V) para haccr csto. 
b. Para la\ malriccs siguientes, encucntre una base para la imagen. tormando una matriz 
cuvas columnas scan los vcctores bAsicos. Verifiquc que cada colunina dc la niatri/ 
original es una combinación lìneal única de los vcctorcs dc la base 
j-iv. Las matriccs de los problemas 7 v 11 a 13 de csta sección. 
v. V = round(IO*(2*rand(5)-l));A(:.2) = .5*A(:.I); 

A(:,4) = A(:.l)-l/3-A(:4) 


8 . a. Para cnda rnatrlz dcl problcma 7 de esta sccción dc MAI l. AB. cncuentrc rrcf( \) y 
rrcf(A). 

b. Encuenlrc una base para el cspacío de las columnas de. I v por lo tantu la dimenstón de 
csc cspaeio. 

c. Encuentre una base parn cl cspacio dc los renglones dc I \ por lo tunto la dimcnsión 
dc csc cspacio. 

d. Escriba una conclusión relacionando la dimensión dcl espacio de las cnlumnas dc l 
con la dimcnsión dcl cspacio dc los rcngloncs de .4. 

e. . Quc tienen en común rrcf(A) > rrcp.V) y cómo sc rclacionaesto con cl inciso dt? 


9. Este problcma cxplica otra forma dc encontrar nna base para un espacio gcnerndo por 
vcctores de manera que la basc consista cn un subconjunto del conjunio original dc 
vectores. 

a. Rccucrdc (o resuclvu) los problcmas 3 y 7 de MA'I I -\B 4.4. Sí I cs la matriz cuyas 
columnas son los vectcrcs de un conjunto dado. concluya quc las columnas dc I 
corrcspondientcs a las columnas sin pivotc. cn la forma esculonada rcducida por 
rcnulones. no sc ncccsitan para formar el cspacio ucncrado por d conjunto original de 
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h. Para los conjuntos dc vcctores cn cl prnblcma 6 dc csta sección dc MATLAB. sca .4 la 
m.itriz cuvas cotumnas son los vcctnrcs cn cl conjunto dudo 

i. Usando rrcftA) pura dccidir quc vectores dcl conjuntooriginal sc pucdcn eluninar 
ino son nccesarios). formc una inatri/ tì quc sca una submatriz de la .1 onuinal 
[NOl rref(A)j que consista cn cl numcro minimo de vectorcs dcl conjunto original 
necesarios para formar el espacio generado. 

ii. Veriflque quc el subconjuntoclcgidot las columnas de la submatri/ > sca linealmcn- 
le indcpcndicntc 

iìi. Vcrifiquc que el núniero dc vcciores es cl mismo que cl númcro de vectorcs cn la 
base deicrmínada en el problcma 6 dc csta sccción dc MATI.AB 

i\. Verítique quc cada vcctor en la basc encomrada cn cl problema 6 es unn combina- 
ción tineal ûnica de bi base encontrada en este problcma y quc cada vcctor de esta 
hasc es una combinación lineal única dc la base dcl problcma 6 |.Vrrgrrvncte si ( 
cs la matriz cuyas columnas son los vcctores dc la basc cncontmdns en cl problcmu 
6. obscrvc rrcf(|B C|)> rrcf(|C B|) ] 

c. Sica los mstruccmncs del inciso b) para cl cspacio de las columnas de las matrices cn 
el problcma 7 dc esta sccción de MATLAB. 

10. Suponga quc {v ( .. . v 4 } cs un conjunto dc vcctores linealmcntc independicntcs cn I 

Suponua que se quierc agregar algunos vcctores al conjunto para crcar una base para todo 
I-' que contenga al conjunto original. Par» cada coniunto dc vectores dado: 

a. Sca A la matriz tal quc ia columna / de. t cs icual a v Forma la ntatriz tì |.t /}, dondc 
I cs la matriz idcntidad dc n * n Verifiquc quc las columnas de tì çencnm a todo I ", 

b. Siga d piocedimicnto dcscrito cn el problema V dc csla scccion de VIATLAB pam 
cncontrar una basc para cl espacio dc las columnas de tì Vcriflquc que la basc obtcnida 
es una base pura I " v contiene al conjunlo original de vcctorcs 

i. Gcnere tres vectorcs alcatorios j\,. v.. v-,) en I usando MATL.Afl. (Prtinero 
verifiquc quc scan lincalmente independicntcs.) 



c. I Làpizy popel) Expliquc por quc cste procedimicnto sicmprc diu-á una basc p;»m I-" 
que contíene cl conjunto original dc vcctores lincalmcntc indcpcndicntev 

11. Fl comando dc MATLAB ortb(A) producirâ una basc para la ímugcn (cspacio de las 
coluntnas) dc la matriz t (Producc uua basc ortogonal.) Para cada matriz dcl problcma 7 
de esta sccción dc MATLAB. utilìce orth(A) para encontmr una base para el cspavio dc 
las columnas de I Vcriíique que esta hase contienc cl mismo númcro dc v ecfores que la 
basc cncontrada en cl problcma 7 y demuestre que lodos lus vectorcs dc la bn.sc cncontrada 
usando orth son una combinacion lincut dc la base cncuntrada cn cl prohlema 7. Demuestre 
además que los vectores dc la basc dcl problcma 7 son una combínacidn lineal de la basc 
encontrada con orih 


12. Encuentre una basc para cl cspacio gencrado por los siguíentes conjuntos'. 

a. En P y j-r' -4v + l.-.r'- i,jr- 2r, Jr r * 4) [Vca cl problcrna 4.4.9 dc MATLAB.) 
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13. a. Elija un valor para n - 4 y gcncrc una matriz aleatoria .1 dc n • /i usando MAll.AB. 

F.ncucntrc rrcRA)\ rank(A). (Fl comando rank( A) cncuentra al rancodc I ) Verifiquc 
quc 4 cs invcrtible. 

b. I laga B = A y cainbic utia columna dc B para que sea una combinnción lmcal de las 
columnas anteriorcs dc H. Encucntre rrcE(B) y rank( B) Vcrifique quc H no es inscrti- 
blc. 

c. Sca H la matriz dcl inciso bl despuiis dcl cambio \ camhie otra columna dc H para quc 
sca una combinaciôn lincal dc las columnas antcriorcs dc H. Fncuentre rref(B) y 
rstnk(B). Vcrìftquc quc H no es invertible 

d. Rcpita para otnts cuatro matríccs .4. 1 Use diferentcs valores dc «.) 

e. Con base a laevidcncia reunida. obtcnca unaconclusión sobre la relaciòn cntrc runk( A) 
y el númcro dc pivotes en nreflA) 

f. Dc una eottclusión sobre la rclación entre rnnk(A), cl tamafto dc I y la invertibilídod dc. t. 

g. Forme una matri/ dc 5 ■ 5 con rango 2 y una m.itri/ de 6 » 6 con rango 4 

14. a. Gcncrc trc'- malrices aleatorias rcales de /i ■ m dc lainaflos distintos. con m dífercntc dc 

ii Fncucntrc rank( A) y ranMA'). 

b. Fscoja un valor de /i y gencrc tres matrices rcales de n < /i. con difercntc rango, (Vea el 
problcm.i 13 de estasección dc MATLAB )Fncuentrcrank( A)yrank( A ) Repitapara 
otro valor de n. 

c. Dcscriba la rclución entre rank(A) y rank( V) 

d. Describa la relnción cntrc este problcma y el problema 8 de esta seccion. 

15. Considcrc el sistema de ccuaciones en los prohlcmas l a 3 de MATLAB 1.3 Rara dos de 
las sistcmas de cada problema, encucntrc cl rango dc la matriz dc cocficientes y cl rungo 
de la matri/ aumentada Formule una conclusìòn rclacionando cstos rangos y cl heclio de 
quc cl sistema tcnga o no una soluciôn l’rucbe su conclusión con algún otro sistema en 
estos problcmas, Demuestrc su conclusión. 

16. Fvplornción drl rango de matriccs cspccialcs 

a. Matrices cuadradas miigicas Fl comando magic(n) genera uu cuadrado magico de /i 
» n. (Un cuadrado màgico ticnc la propicdad dc quc la suma dc las columnus cs iguul 
a la suma dc los rcngloncs. 1 Gcnere tres matriccs cundradas mágicas para cada valor dc 
/i 3... . 9 y cncucntre sus rangos. £Cómo afecta el tamano de la matriz al rango? 
Dcscriba los patroncs dcscubicrtos. 


\ ata. Lstc problcma cstá mspinido cn una confcrcneia datla por Clcvc Molcr en la l.niversity 
ofNcvv Hampshirc cn 1991. 


b. Examinc el rango dc 


(\ 2 

ŷ 


r i 

2 

3 

4j 



5 

6 

n 

8 

4 5 

6 

• 

9 

10 

ii 

12 

l 7 X 

9 

> 


1.13 

14 

15 

■ (.] 


y de las siguicntcs dos mauiccs con 


conclusion. f.Si/gc/v/jciti observ e el rcnglón / - I - renglón /,J 
c. Cîencrc un vector alcatorio u dc n * I y un vcctor aleatorio \ de /i ■ I. Formc A = 
u*v', una matrizalcatoriade/i * n. Encucntrcclrangode.(. Rcpita paraotros trcs jucgos 
dc u y v. Dcscriba cl rango dc las matrices fomiadas de esta manera. 


17. Rango y productos de inatrices 

u. Elijaun valor pani /iy sca. I una matriz mvcrtible de /i x // [.ïiigr/vniíii vca las inatriccs 
invcrtiblcs encontradas cn problcmas anteriores o gcnere una matriz alcatoria usando 
el comando rand Verifîcnie&UÌRVeftibfiidad lGenerccoatfomatriccsdcn ■ /u.algunas 
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PROBLEVU 

PROYECTO 


cuadradas y oims no. con difercntcs rangos, (Vea cl prohlemj 13 de esu sccción de 
VIAILAB para creur nutlriccscon ciertos rnngos, I Lleve un rcgistro de cada ranco. Para 
cada H I unadc esus matrices).sca C A»B Encucntrcrunk(C). Rdacioncrango(O 
con ranco [lì). Complcte la siçuicntc afirmación: si I cs invcrtiblc > H ticne ranço k, 

entonces I H ticne rangti_ Descríba la rciación entrc cstc problcma \ el problcma 

1« dc MATLAB 4.5. 

b. Cencrc una matn/ I de 6 • 6 con rungo 4. Gcncre matriccs aleatorias dc 6 • m con 
difcrcntcs rangos. algunos mav ores y otros mcnorcs que 4, Pam cada /i ( una dc cstas 
cuatromatrices).cncucntrc rnnk(A*B)y rclaciOnclocon losnutgos dc.l > H. 

c. Repita cl inciso bi con. (. una mairi/ de 5 • 7 con rango 3 > matrices H de 7 • m 

d. Formulc unn conclusión relacionando rango ( AH) con rnngo (.4) > rango i/î) 

e. Sca 



1 -1 0 


f •. 

1 -3 

2 

.4 = 

2 (1 2 
3 1 4 

fl = 

1 -3 
L-l 3 

2 

_T 


Fncucntrc rango i.l). rango (fì) v rango (,4/J). Modilique la cunclusión dci inciso di 
l.Vu^envic/a piensc cn dcsiguuldades.) 

I«. C iclos cn digraficas Lns uraficas dirigidas. como las quc siguen. sc usan para describir 
situaciones llsicas l na de esas situaciones se rcficre a circuitos electricos' cn domle la 
corricntc fiuv e por las anstas. AI aplicur Iîis lcycs dc KirchhofTpara delermuiar la corncnte 
que pasa por cada arista. sc pucdcn cxaminar las bajus dc voltaje cn los ciclos dcl diagramn 
Sin cmbargo. no es ncccsarm exitmirrar todos los ciclos, >a que algunos ciclos sc puedcn 
tormar a p.uiir dc otros. As( cs ncccsario exominar una "base" para los ciclos cerrados. cs 
dccir. el ntinimo númcro de ctclos quc genera todos los dcmas 

I ik diagramascomoelquesrgucrccrbcnclnombredegrailcasdirigidas..i dicr-.ifìras 
1 ’n eicJo cemuio cn una gráfica dirigidnsc llarna clclo no dirigid». 

•a. Cualquicrdigráfitcaticnc una matrizosociada llamudarnatrhrdr incidenci» nodo-aris- 
ta. Se dcfine como 


a 


v 


I m la arista / llcga al nodo i 
-1 si la urisfa / snlc dcl nodo / 
0 dcotramuncra 


Es scncillo establecer (o introducircon VLATLAB) una matnz de mcidencia nodo-urista 
obscrvando una uristn a la vcz (Vea el problcma 2 dc MATt.AB 1.5 i 

Introduzca la matrt/ dc incidcncia. I para lu diagrafica siguiente Obscrvc quc cada 
arista corresponde a una columna de I y quc i vcr.t una matri/ dc /i • ///. donde // es cl 
numcro de nodos y m el númcro dc arislus 


III 



Hl amtaS |5| 


I-3| 


I». I n ciclo (cíclo cerradi») sc puedc rcpresentar por un vector dc m • I en donde cada 
elemcnto dcl vcctor correspondc al coeficiente dc una arista Por cjcmpto, un ciclo en 
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PROBLLMA 

PROYECTO 


por el opucsto de la arista 7. Esto sc puede expresar como artsta 5 + arista 8 - arista 7. 
quc sc puedc representar por cl vcctor m « I: (0 0 0 0 I 0 - I I)' 

i. Veritique que cste vcctor cstá cn cl espacio nulo dc .1. la matriz de incidcncia 
nodo-arista. 

ii. Fonnc cl vcctor correspondientc al ciclo que va del nodo [IJ nl nodo [2] al nodo 
[4] al nodo [3] y dc rcgrcso al nodo 111. V'erifique que este vector sc cncucntra cn 
cl espacio nulo de .4. 

c. Verifique que \ - (1 1 2 0 0-101)' cstá en cl espacio nulo de .1 Deinuestre que cstc 
vector corrcsponde al ciclo que comicnza cn cl nodo [1] y sígue arista I * aristu 2 + 
arist.i 3 - arista 6 * arista 8 - arista 3. 

d. EncucntTc una base para cl cspacio nulo de I. 

e. Para cada vector en la basc. idcntifique cl ciclo quc corTcsponde al vector escribiendo 
lus aristas en el orden que sigucn. Dibújelo ctiquctando las aristas y ttodos. 

f. Forme unacombinación lincal dc estos vectores básicos (dcl cspacio nulo de 4) usando 
coeficicntes dc I y -1. Identifique el ciclo quc descrihe esta combinación lincal cscri- 
biendo las aristas en cl ordcn quc sigucn, como se liizo en el inciso c). I Dibuic cl ciclo). 
Repita para otra combinación lineal 

g. Idcntifique un cido en la digráfica quc no esté cri la base del cspacio nulo o uno de los 
ciclos dcscritos en el inciso f). Escriba cl vector correspondicntc en cl cspacio ntilo dc 
I. Encuentrc los cocficicntes nccesarios para expresar cl vcctor como una comhínación 
llneal de los vectorcs de la basc para cl cspacio nulo. Dibujc (o dcscriba dc algunu 
manera) su ciclo v los ciclos hàsicos incluidos en la coinbinación lincal y muestre quc 
su ciclo csta formado por estos ciclos bástcos. 

Repita para oiro ciclo. 

h. Para el siguientc diagrama. introduzca lu matii/ de íncidencia nodo-arista y repita los 
incisos d) a g) para csta digrálica. La etiquetu e, sc rcfierc a la arisfa i 



Sota. Este problcma fue inspirado cn una conferencia dada por Gilbert Strang en lu l niversity 
ofNevv llampshireen juniodc 1991 

19. Subcspacio suma y subcspacio intersección Sean t' y II subespactos de I I I 
subcspacio imersección sc dcfinc como 

L ~t 11= [*en ■<"| zcstácn I’y zcstàcn ll'J. 

E1 subespacio suma se define como 

S = I' - II |z | z - v + w para alguna v cn I y alguna » en H’J. 

Suponga quc | v . . .» ! cs una b.iNe para I > ì w . ». ! e> una hase para 11 
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a < ( Lopt- > pafH'í) Verifìque quc t y \ son suhespacios 

b. ( l.ápizypapvt) Ncnlìquequc { v,.v,. w,.w,„| generaai’.cl subcspaciosuma. 

c. f’ara cada par dc bases de I ’ y If’dadas. encuemrc una hase pura S - I' - II \ encuentre 
la dimcnsión de S. Verïfiquc algunas respucstas gencntndo un vcctor alcatorio cn S 
(genere vcctores aleatorios en l y H y sùmelos) y dcmostrando quc el vector es tma 
comblnación lineal dc los vectores dc la base que eneontró. 



f-l (4 10 

2 3 13 



d. \Lápi:ypapet) Seu i’lomatriz[v, vjysea II lamatrizfvs, w m |. ScB/l lamatri/ 
[I* **■']. Suponga que p es un vcctor de (t + m) * I. en ít espaao nulo de I. Sea p 
f J , dondc a cs de k x I y b cs de m • I. 

Detnuestrc quc l a - -ll b Hacicndo z .' a. cxpliquc por quc se pucde concluir 

mpMartíôm.blúgèpot.Óom 
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c. ( Lui>t: i papch Inversamemc. suponga quc r csui cn ( . Iti inlerscccinn dc l \ li 

líxpliqucpurquéz i \ para alguna \ y i = H ypara.ilguna). Argumente porqué 

cl vector ' J csta cn cl cspacio nulo dc. I 

f. i Lnpt: y papch Explique por qué se puede concluir que 1 . la intcrsccción. es ipual a 


| i n | “ | csia cn cl espacio nulo de -I | 

Conduya que si |s,. cstá cn la basc dcl espacio nulo de I \ cada >, 

- - 

b dondc u cs dc k ■ I \ b, cs dc m ■ I. entonees [ I n , . I a ; çcncra u < 


g. Usando la información dcl inciso f). cncuentrc una basc para / I - II paraluspaies 
de bases para I'y H'dudos en cl inciso cl. Pani cadn par. cncucntrc la dimcnsión de ( . 

\eritlque aluunas respuesias Verinque quc cl conjunto dc vectores que encontró 
es linealmentc indcpendicntc y mucstre que una combtnaeion lineal de \ectores en el 
conjunlo está en l '.t cn H . 

Ii. De su trabajo anterior, dé una condusiiSn relacionando las dimensioncs dc II . t y .v 


CAMBIO DE BASE 


Pn I SC exprcsaron vcctitrcs en términos dc la base canónica i - ^ . j - trl ’se 

Jelìniô la basc canonica !c,. e>. .. c„! Hn P„ se Jcfiniô lu base cstandar como ! 1. v. 

v\ . .. .v ,, |. l;sta.s bases se usan ampliamente por lo scncillo qtte es rrabajar con ellas. 
Pcro cn ocasiones ocurre quc cs más conveniente alguna otra base. l-\istc un núirtero 
inllnito de bases para escoger. \a quc cn un espacio vectorial dc dimcnsiôn » cualcs- 
tjiticra n vectores linealmcntc independientes íorman ima base. En esta sección se \ era 
cómo cambiar dc una base a otra mediuntc cl cálculo de cierta matri/. 

Comcnzamosconunejemploscncillo. Seanu, = \ u : = 1 ^ . Lntonees. ! u,. 

u : | es la basc canónica en I \ Sean v = j 1 1 v v ; = j. Gomo \ y v : son linealmente 

indcpctulicntcs iporqtte v, no es un multiplo de \ : ). B> = |v,. v ; J c> una scgunda base 
en I- \ Sea x - j | 1 j un vector en li*. tsia notación signiftca qtte 

' \ ì " " ' ' " 

Es decir. v está cxpresado cn términos de los vcclorcs de la base H. I’ara haccr hincuptc 
en estc hcclto. sc cscribe 


http://harcoval.blogspot.com 





4 R Camttiii tle h,w 373 


Como /î : cs otra base en cxisten esealares f, v taíes que 

x = c,v,+c : v 2 ( 1 ) 

L'na ve/. que se encuentran cstos escalarc.s. se pucde eseribir 

(*)#,= 

para indicarque x está ahora cxpresado en términosde los \ ectores en U- Paraencontrar 
los nûmeros c, > c : . se escribe la base íinterior (u, y u : ) en términos dc la nueva base 
(v, y v : ). Es sencillo vcrificar que 



v 


es decir. 


Fntonces 


Am. de (I) 




ilei2;y(3) 

1 

\ - u u ( ' - 1 1 •' -' ' l 

= <>,+{.v : )v, 


+fr : 



( 2 ) 

( 3 ) 


374 Capttul 4 tsp.ícu* vt'ciorulci 



a) 


b) 


Flgura 4.4 


a) Fxpresiôn dc 4 cntérminosdclabasccanônica ^ 11 

lfc (4' 


b| Lxprcsiôn < 


, cn ternitnos dc la basc 


i; -í 


l.nmalriz A - 


^■(j íì 

v • •/ 


sc llama matriz tlc transíción de B a v se lia demostrado que 




L!n la lìgura 4.4 se ilustran las dos bases 



(4) 


Ls sencillo gcneralizar cste ejemplo. pero primero es nccesario ampliar la notación. 

Sca tf, ! u . u».ii,,1 y tf 2 = {v,. v : .v„} dos bascs para un cspacio vcctonul 

real l'dc dimcnsión ». Sea x e J '. Lntonces \ sc puede escribir cn términos de ambas 
bases: 

x = b\ u, + /) ; u : + - • •- + - b n M n (5) 


\ - l' \ + <S\ > 
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(6) 
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V 


h. 


\ h "J 


dcnota la represemación de 


dondc las b, y c, son números realcs. De donde (x )„ 
x en términos de la base li,. Lsto no es ambiguo porque los cocficientes h t cn (5) son 
únicos. según el teorema 4.6.1. página 338. I)e igual ntanera. (\) 


ticne un 


signitìcado siinilar. Suponga que w, - ív,u : + « ; u : + * <j,u r , \ - A,u * 6<u. + 

■ +h„u„. Entonces w, + w : - («v, +• 6, lu * u/ : -/Mu : * ■ • + Ui„ - 6„)u„. dc manera 

quc 


(w, + w : )„=(w,) a + <w : ) / , i 

Es decir, en la nueva notación sc pueden sumar \ect<>res igual que como se suntan en 
I- M . Los coelìcientes dc la “suma" de \ ectores son las sumas de los coetlcientes de los 
dos vectores individuales. Más aûn. cs scncillo demostrar que 

a<w)„ =(an)„ 

Ahora. coino li : es una base. cada u, en fí t sc puede escribir como nna combinación 
lineal dc las v,. Asf. existe un conjunto único dc cscalares <í, r u 2l .. . </„, talcs quc para 

/=1.2- ,n 

u, = °(/ v l + + • ■ • + (7) 

o sea 


<« > . - 


'».ì 

U 2l 




( 8 ) 


Matri/. de transición La matriz A de n ■ n cuvas columnas están dadas por (8) se 
llama matriz de transiciôn de la basc fí, a la base fí 2 . Esto es. 
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TEOREMA 1 


Dnmostración 


A 'ntu. Si sc cambia cl orden cn el que sc cscribcn los vectorcs de la base. cntonccs 
tambicn dcbe cambiarse el orden de las columnas en la matriz de transición. 


Sean /?, y bascs para un espacio vectorial V. Sea A la matriz de transición de tì { a 
B^. Entonccs para todo x e V 


(*)*, = ^(*)« 


( 10 ) 


Se usa la representación de x dada en (5) y (6): 

<UMïJ 

x = />,u r + />jU 2 + • ► • + b„u„ 

í />,(a„v, + e :i v 2 + • • • + a aI v B ) + + a n v 2 + • • - + a^) 

+ * • • + *>ta v Ì + u 2» v 2 + • • • + a «, v «) 

= («,,/>, +u i; A 2 + • • + er^fcjv, + (o 21 A, + ujjft, + • ■ • + + 

+ (o,i/>, + a^b 2 + • • • + ajtjv„ 

dctfc: 

1 

= C,V| +C 2 V 2 + ' ■ + c„v„ 


( 11 ) 


Asi 


<U ft t) 


(*)«. = 


(c,1 



'a„/>i + a l2 by¥ .+ a la b„' 


i 


o 2 |Ai + tíi 2 b 2 + • • ■ + a 2 „b„ 






a „\ h \ + a u: b 2 + ■ •• + a M b„ 


a \\ 

a, 2 ••• 

«1« 

a ì\ 

a ì2 •” 





i v 

• 

• 


a «3 •" 



\ 

(h \ 

h \ 


h i 


b m 

/ 

\ "/ 


a A(x)j, 


( 12 ) 

♦ 


Antes de dar más ejetnplos. se ptoh.ira nn teorema quc cs muv útil para ÌOS calculos. 
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TEOREMA 2 
Demostración 


EJtMPLO 1 


Si A es la matriz de transición de B { a B y entonccs A~ 1 es la matriz de transición de &, 
a B 

Sca C la matriz de transición de B : a fl,. Entonces de (10) sc tienc 

(13) 

Pero = .-l(K) a y sustituyendo esto en (13) sc obtiene 

(ï) a -Of(x) # (14) 

Sc deja como cjercicio (vea cl problema 39) demostrar que (14) se cumple para todo 
xcn V sólo st CA = /. Porlotonto,dcl teorema 1.8.7. página ll2.C = .4-'.y el tcorcma 
qucda demostradq. + 


Ohservaciòn. I:>te teorcma hace especialmcnte sencillo cncontrar la matriz dc transi- 

cion a partir dc una base canónica B^ - jc|, e>.c„| en f- a cualquicr t*tra basc cn 

I." Sea B : = {V|. v : .v„} cualquier otra base. Sca C la matriz Cuyas columnas >on 

los vectorcs v,. v% ... v„. tntonces C es la matrizdc transición dc B : a B yaque cada 
vcctor v, esta cxprcsado ya cn têrminos de la ba.se canónica. Por ejcnîplo. 


r 1 


f 1 


fh 

0 


0 


0 

3 

_2 


3 

= 1 

0 

0 

4 

- 

0 

1 

+ 4 

() 

0 

•« 

I/ 

4 


0 

l» 


1.0 


1 


Asi. la matriz de tran.sición dc B a B : es ( 


Proccdimicnto para cncontr.ir la tnatri/ dc transición dc la hase canónica 
a la basc B : - {v,, v 2 .v„) 

i. Se escribc la matriz C cuyas columnas son v t . v ; . ... v^ 

ii. Sc calcula C . Ésta es la matriz dc transición que se husca. 


A ota. C omo cn la página 376. la matri/ de transición es única rcspecto al orden en que 
se escribetl los vectorcs de la base B : . 


Exprcsión dc vectorcs cn I J en tcrminos dc una nucva hase Ln I sea B, } i i 

f'l í 3 Ì í °ìl M 

k| y sca B 2 - 0 . -| . I .Six= v el \ cscriba x cn tcnninosdc los vectorcs 

2 0 -2 

„ \ ) ) ) 1 \. ) 

en B : . 
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Cijx'tulo 4 tspaclos vectnualei 


1 3 0 

0 -1 1 

2 0 -2 


= 8 * 0 . 


Solución Prinicro se verilìca que B z es una base. Esto es evidcntc ya que 

de inrncdiato se ve que la matri/. de transición C. 



1 


'o N 


'O) 

Como u i = 

0 

l°> 

. u : = 

1 

V u, = 

0 

ib 


de B : a B\ está dada por 


O 


(1 3 0] 
0 -1 1 
2 0-2 


Así. por el teorema 2 la matriz de transición A de a B : es 

(2 6 3 } 

A — C -1 =4 


2 -2 -1 
2 6-1 


Por cjemplo. si (*) /t = 


( 0 
_2 

V 4 / 


, cntonces 


(*)i 2 =ï 

Para verificar. observ e que 


'2 6 3' 

' 1' 


' 2 X 


f A 

4 

2-2-1 
l 2 6 -u 

_2 

4 

\ J 

_ i 

• 

2 

-14 


1 

7 

V V 


i 


r 3' 


°ì 


1' 


I 

foì 


0 

0 

+ i 

-1 

1 

1 

= 

-2 

= 1 

0 

- 2 i’ 

+ 4 

0 

-) 


0 




l 


0 

< > 

1° 


l'J 


EJCMPLO 2 Esprcsinn de polinomios en P 2 en términos de una nueva basc Cn l\ la base ca- 
nónica cs /), = ! I. x. r). Otra base cs /í : = !4.v - I. lx 2 - x. 3v 2 - 3 Si p - ti 0 + u,.v + 
uiv 2 . escriba p en ténninos de los polinomios en B z . 

Solución Primero verifique que B : es una basc. Si C|(4.v - I) + t‘4 — -V) + cjt vx~ + 3) 0 para 

toda x. enionces al rearreglar los témiinos se obtiene 

(—c,+ 3 c* 3>» + (4c, - c : )v + (2c : + 3c,)tr = 0 

Pcro como {1. x. .r 2 } es un conjunto linealmente independiente. se debe tener 

—c, + 3cj = 0 

4c, -c-> =0 

2c ï + 3c, = 0 
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-I 0 3 

L1 dcterminantc de estc sistema homogéneo cs 4 -1 0 = 27 * 0. lo que siitnitlca 

0 2 3 

f-lì ( 0' 

que C| = c 2 = c 3 0 es la ûnica solución. Ahora (4.v - I ) a - 4 . (2v : v», = -| > 

0 2 

\ / V / 

Í3 + 3.V 2 ),, =• 0 . Asi, 


-1 0 3 

C = 4-10 
0 2 3 


cs la rnatriz dc transición dc l) z a S, de manera que 


-3 6 3 

.4 = ('-'=! -12 -3 12 
8 2 1 , 


cs la matri/ de transición dc I) j JJ : . Como (</,, + c/,.r + t/.r)* = o, , >e tienc 


-3 6 3 °o 

(«O + t/^ + Ovr- 1 )^ = 2 -12 -3 12 o, 

, 8 2 I u. 


i[-3£i 0 + 6a, + 3t/ ; J 

= -r-12 % -3tf, + 12o,} 

. ?f* a fi T 2ti i + °;1 1 


l’nr cjcmplo. si p(:x) - 5c : 3.v - 4. entonces 


[ -3 6 3]f 4] 

(5jr-3jr*4) /( - ± -|2 -3 12 -3 = 
«2 h 5 


tC*lfnp« «fci 


5.V 2 - 3v ♦ 4 = -£<4.v - I) + ìi<2ï : - x) + i|(3r + 3) 
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E)tMPLO 3 


Solución 


Convcrsión dc unu base :i ulra cn I : Sean tí { | _) \ 1 4 t' ; 

dos bases cn C’ Si (x)„ = . cxpresc x cn tcrmînos de los vcciores dc D : . 


P.ste problcma cs un poco m;is dilìeil porque ninguna dc lasdos bases cs canónica Deben 
expresarse los vcctores de 5, como una combinación lineal de los vectores en D : . Hsto 
es. debcn cncontrarse constantes on,o 2 |. o :: tales que 



(.î)--'’(3) * «aíl.l 


Hsto conduce a los siguicnte sistemas: 

2a,, - 5d : | = 3 v 2<J| ; - Síí-v. = 2 

4a M + 3u ; , = 1 4U| ; +3a ;; = -l 

Las soluciones son u, | = u : , = o, ; - v . Cntonccs 


v 



' 14 l) 

f*.j 


-i\Ab^b : ì 

r l(l -lOj 

w 


1 * 1 


«i Uiv r .rnftnir* 

Por ejemplo. sea x - ^ J: 


entonces 


de manera que 


Es dccir. 


? 

a,-w ’ 

; s l; - 

K.*«fiTue! 
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TEOREMA 3 


Demostración 


FJFMPLO 4 


Solución 


Usando la notación de esta seceión se puede deducir una manera convenientc pani 
determinar si un conjunto de vectorcs dado en cualquiercspacio vectorial de djmensión 
hnita es linealmcnie dependiente o independiente 


■' eí ' í v i’ V J» • — • v bJ una basc del espacio vcctoríal Fde dimensión n. Suponga quc 


(*l)/l ( “ 

M 

CI U 

11 

aT 

n 

'“12 

“22 

.^ x «)« ( ~ 

w 




“«î 

l*. "v 


>> 


A = 


"ll “12 
a 2l “22 

,• 1 • 

• • 

“»1 a m 5 


4 ln 


Entooces X|, Xj..... x„ son linealmcnte independientes si y sólo si det A * 0. 
Scan a |t a^*.... las columnas de^. Suponga que 


c 'i*i + + • ’ • + e^x, = 0 (15) 

Dcspués usando la suma definida en la página 375. se puede escribir < 15) como 

(c,a, + c*, + • • • + c H *„) ni »(n) fl (1(») 

La ccuacíón (16) da dos representaciones del vector ccro en l 'cn lérminos dc los 
vectores de la base B,. Como la reprcscntación de un vcctor en términos de los vectores 
de la base es única (por el teorema 4,6.1. pâgina 338) se conduye quc 


t 'i a i + ■*■••• + c„a p (I (17) 

donde el cero de In dcrecha cs el vcctor cero en IPero esto prueba el teorema ya que 
la ecuacion (17) incluye a las columnas dè A. quc son lincalmente indepcndientes si v 
s6Io si det A * 0. 


Dctcrminación dc si trcs polinomios cn P , son lincalmcntc dcpendJentcs n indcpcn- 
dientcs Bn Fn.determinesi Iospolinomios3-,v.2+ »* y 4 * 5x-Zrsonlinealmentc 
dependicntes o indcpendientes. 


l'sando la base B (I, x, x*} se tiene (3 ~x) a 
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' 3> 

ì l 2 ì 

-1 

|. (- + J?)» - o . 

1 0, 

, 1J 
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EJEMPLO 5 


Solución 


PROBLEMAS 


(4 + 5x - 2r* = 

polinomios son indcpendientes. 


f 4 1 


3 2 

4 

5 

. Entonces det A - 

-1 0 

5 



0 1 

_2 


= -23 * U. con lo quc los 


Detcrminación de si cuatro matrices dc 2 * 2 son linealincnte dependientes o 
independicntes F.n Adeiermine si las malrices 

son linealmente dependicntcs o independientes. 



2'ì f-l 3) Í2 -lì 

6 • ^-| \ỳ [o \j ■ 


Usando la base eslándar = 


(J 2} (2,',}(? ï}(! ?} : 


se obticne 


det A ~ 


1 -I 2 I 

2 3-14 

3-1 0 4 

6 119 


= 0 


de inanera que las matrices son dcpcndientcs. Observe que det .1 - 0 porque el cuarto 
renglón es la suma de los tres primeros. Además observc que 



lo que ílustra que las cuatro matriccs son linealmente dependicntes. 


4.8 

Autoevaiuación 

I. La matriz de transición en t» 2 de la basc 

•■(44) k ("4) ■ 



a la basc 


11. La matriz dc transición cn I? 2 de la basc 

(14} “(44) ■ 
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m* 

■- (4 i) “ ( 11 ) 

{(’}(4)} » hb ““!(!}(?)!' 

'• (4 3 “-( 11 ) 
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III. La tnauizdc transición cn />, dc la basc {I, jr} a la basc {2 + lt, -4 + 5*} cs 



En los problcmas I al 5 cscriba 1 ] e l- ; en icrnnnos dc la base dadn. 

)') 



2 . 


3. 



e l en têrminos de la basc dad.i 


7. 


h\ í_lì ( 3Ì 


9. 




•1 

4 

V 5, 


_2 

\r*j 


I». 



í ,s 

1 

o 

i 

1 

1« 

0 

1 

/ 

H 

f/A 

/ \ 
c 

(i 

(1 . 

e 

W 

w 

V) 


. dondc litif * 0 



1 


í-r 

f°ì 

0 

• 

i. 

1 

WJ 


oj 

l»J 


Hn los prohlemas II al 13 escriba los polinomios <j, * j, .t ► cn /'- cn términus dc la basc 
dada. 


II. I.Jt- l.jr-l 12. 6. 2 * 3 .t. 3 + 4.r- 5t 2 

14. I'.n V/j, cscriha la niatrìr 

C1) 


13. t+ l.or- l.jfï- I 


“ (! 'i) en de ln b “ ! {(-! !)•(!")(-',' i) 


15. En / > 1 c.xprese el polinomio 2t- - 3.r ? ► 5.r - 6 cn térmmos dc la basc polinomial I. I * x. 
x - .r, x' + x 3 . 

16. En i', cxprcsc cl polinomio 4r’ - ,r • 5 cn tcrmínos de la basc pollnomlal I. I - .v. 1 1 r> : , 

(I-JcP. 


17. En I •' suponga que ujj, \ ~ . dondc //, 


- 



I | * ,. Escrìbax cn terminosde labasc 


3 ’ -I 


Respuestas a la autoevaluación 

i. c ii. ..httpi/í/íharcovai. blogspot.com 


Ut4 Cipiltiln 4 Espjciûi vecto/iales 


Çjlculn 


18. F.n t-. (*>„ = | | |. donde fl, - - | jljjj Hscriba \ cn lérminos dc ia basc 


2 ’ 

r r 

r °ì 

(i 

19. En t>\ (\)„ 1 . dondc /í, ~ 

-i . 

i 

0 

' 4 

0 




. Hsvriba \ en tcrminos dc la basc 


«ï= 


Í 3 Ì 

( r 


0 


i 

(1 

y 

l-'J 



28. En /* ; . <*) i4 


donde tì, - [I - .v. 3.v. .r-’ - .v - I'. Hscriba \ cn tcrminos dc tì 2 = 


{3-2v. 1 ^,.1^1. 


En los problcnias 21 al 28 usc cl tcorcmu 2 pura dctcmiinar si el conjunto de vectores dado cs 
lincalmente depcndicntc o indcpcndicntc. 

21. En /* 2 : 2 * 3.v • }r. 1 - Iv + vr. -1 - 6v ; 

22. Hn /\: -3 - ,v : . 2- v - 4> ; , 4 + 2v 

23. En r.\ X + 4x\ -2 + 2x. 2 - x + 12r*’ 

24. En /* 2 : -2 i 4v - 2)r. 3 + x. 6 * &v 

25. F.n /V I * .r. -I - 3.v * 4.r * 5* J . 2 * 5v - Gv\ 4 • 6» + 3r + 7V* 

26 


-t>(-! -?>(■; j) 

27 ‘ r " u i M i i ii 

2S. Ln M .(•;‘"‘l#* » 


29. En t’„ scan /»,, p.. .. p„. polinontios talcs que //j0) 0 para / 1.2. ... /» I 

Demucstrc quc los polinomios son lincalmcntc dcpendientes. 

30. En el problcma 29. cn lugar dc //,(()) - 0. suponga quc p\ n 0 para t 1.2. . n » l y 

paraalguna/con I S/ < /». doniie p) 1 denota la /-csima dcrivadade p, Dcmuestrcque los 
polinomios son lincalmcnte dependientes en /*„ 

31. En A/ m ,scan.t mn matriccscuyascomponentescnlaposición l.l soncero. 
Dcmucslre que las matrices son lincalmcnte dependientes. 

•32. Suponga quc los cjes x y i en el plano sc rotan en sentido positivo (al eontrario de las 
inunecillas del relnj) un angulo U <mcdido cn radiancs). Esto da nuesos cjes que sc denotan 
por (.x 1 y’). , Cuàles son las coordenadas v. v de los vcctorca dc la basc I \ j rotados? 

33. Dcmuestrc quc la matriz dcl “eambio dc coordenadas" en el problcma 32 cstá dada por 
cos 0 scn 0 
-sen 0 cos 0 
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34. Si en los problemas 32 v 33.0 
ejes coordenaUos i' y v*. 


" 6 30°. rscriba cl vector 



en tOrntnitis de Itis nucvos 


35. Si 0 - t I 45 .escribaj * cn térmmov dc los nuevns ejes coordenado-. 

3h. sj t) = 2n '3 120". escriba | j| j cn terminos dc los nuevos eies coordenados 

37. Sea < tc„l una uintri/ invertible dc n - n y sca tí, - |v,. \. . v ; una hasc para cl 

cspacio vcctorial I. Sca 



1 lu 




c. 




I ■' i 

V -•/«, 


Demuestre quc li : |c,. c ; , . c„) es una basc para I 

3Jj. Scan I), > fi. dos bases para el espacio vectorial ì dc dímensiòn n y sca t la matrìz dc 
transición dc b, a fí. Dcmuestrc quc C 1 cs la matrt/ dc tninsición dc B. a tí 
39. Dcmuestre quc íx= C.H\( para ttxla \ cn utt cspacio vcctorìal i si ;• solo s* ( i = /, 
[.S«jem-«t7u Sea v.el vector i cn fí,. Entonccs i v i r tiene un unocn laposicton i y un ccro 
cn otra parte ,.Quc pucde dccirse Mihre <. ttx i ") 


MATLAB 4.B 


IM, 


I. Sea H |v,.v : i. donde > J > v | J j Ohsenc que H cs una base para I Para vs 
en I (w) '^ | Mgnifica <|ue w = ítv , h\ : 

i«. Para los vectorev\v dados.cbcríbael sistemadeecuacionesparnencontrar<«).„ esdccir. 
encucntrc a y h v rcsuelva a niant) Vcrifuiuc dandn linromhiv I.v 2.vv» i Use el archivo 
linnmth m.\ 



ii. vv 



b. ll.ápízx paprl\ f.n j"cnfra!. cvpliqueporquc 
uumcntada es fv, v. w| 



cs unasolución al slstemacuvumatri/ 



r 'ì 


v vv =- 


-3 

i; 


Nos rcfcriremos al vector i en H conto v 
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Capítulo 4 í spacinj vectortûlet 


b. ( l.ápi: y papct) Cscriba el sistcma dc ccuacioncs para cncontntr <wç = 

coordcnadas dc w con rcspccto a ti. Demuestre que |\ \ \. v, \vj cs la rnatri/ 

aumcntuda para cl sistcma. 

c. Rcsuelva cl sistcma para (w ) w . Vcrifiquc qtic w ~ dondc l=[v, \ , \ t v,|. 

d. F’ara las bases fì = jv,. v : , vv,j y los vcctorcs w dados. cncuenire <w>., y \erifique 
que\\ .litíij, donde .l |\, v ; v, \ 4 |. 



f 1 


r2 ì 


f3 ì 


4 '1 



1 


3 


2 


4 



1 

♦ 

n 


4 

• 

10 



1-5 J 


i 


1.5 


2 5 



\\ = rnundl tO»|2*rand|4,l )-l)) 

íi. Para tì. genere cuatro veetores aleatoriosdc 4 ■ 1. (Vcrifiquc quc lorman una basc.) 
Para w. genere un vector aleatorio de 4 « I 


. las 


3. Sea tì = [v,. v,. v„ v 4 J como cn el problcma 2a) dc csta scceion dc MATLAB. Sca 



a. ( l.áptz y papvl) Argumcnle por quc si cncucntra rref de la mntriz 

|\ , v, v \ 4 w, w . w. w 4 | [v,\ v, v, cye(4)|. entonces la 5' columna de rrcf cs 

<w. la 6* columna cs etcétcra. 

b. Encucntrc i w, ) A ,(w,) # , (w ) h y (w, >. Fomic C, lu matriz cuy a /-csimii columnacs igual 
a(w) fl , Vcrifiqucque(,'c.siguaialuinvcr.sadc.4 [v, \ \ \ J. Usclasobscrvacioncs 
dcl inciso a) para cxplicar por que 


c. Sca w 


lì 

.2 

3 

l 4J 


Obscrvcqucw lw, *< 2w ; ) 3w, • 4w 4 


I. Resuelva (.11 w) [v, v. v, v 4 wj para encontrar i w i H , 

ii. Vcrifique quc Cv/ C v\ - (w) fl , [Aqui. (' es In matriz dcl mciso bl.J 

iii. i l.tipi: y papcf) C sc llama matri/ de trnnsición. (j dc dòndc a dondc? I Isandt) el 
subinciso ii) y recordando lo que son las columnas dc C. cxpliquc por quc 


l( w i)fl-2<W' : ) ír * î|w,) (l '4|w,) ( , 

d. Repita cl inciso c) para H y w cn cl problcma 2di) en csta sccción de MATL AB. 


4. a. Lea cl prohlema 9 dc M.ATLAR 4 4. E.vpliquc por quc ah< sc encontraron las coordc- 
nadas dc un polinonno cn tcmunos dc la basc canrtnica para polinomios 
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Sea/t= {v,.vj,v, t ) - 

(!) 

(2 

3 . 

-3 

Scaí !«„«.,«,) 

1 

2 

3 

f- 1 

-1 

3 

/ 

'2' 

. 9 


w 

0 

1« 


a. Verìfrque quc B y C son bascs para f. Haga 8' = (w « w,]y i - | V| v . vj. 

b. r iúpízypapef) Bscríba los tres ststemas de eciMciones nccesaríos p;rra e\pre>ar cada 
vecior cn U como utia combrnacíón lincal dc vectores cn C. Hxpliquc por quc las 
solucloncs n csios sistemas sc puedcn cricontrar rcsolviendo cl i losi sutemaisi con la 
matriz aumcntada |v», «, «, v, v, vj. 

c. Resuelva el (los) sistemaisl para cncontrar (v,i.. (v,t, % o,. v rorme la mairiz ì) 
ttv,), iv,), (v,),] 

r 0 

d. Sca \ -2 . Encuentrc (\ >„ y i x),. Vcrifiquc que (t) ■ \ 

, -3 j 

Repita para un vector alcatorio \ dc 3 * 1. 
r. Cun II y I dados en el incisoa), cncuentre II J' y comparclocon / 
f. Rcpita los incisos ai ac)con 


S- 



í«ì 

2 


í 


4 




i 




fî 

4 



I • 

5 

3 

• 

5 

3 

• 

8 

<> 


. r * 


i 

i 

. 

.1 

2 

• 

■> 

4 

4 

10 



oj 

\ 




1 




î 


i 


1.5 

2.5 



dondc * cs un vector alcatono de 4 • I. 

liùpizypupvf) Explique por quc II ' I = /) cn dos forroas: 

i. Basado en los procesos dc solución dc f II 'I"] para cncontrar í> 

ii. Imerpretando II 1 y I corno matrices de transición quc incluycn las Ktscs cattònicas. 


0. Fmplcando lo aprcndido en cl problcma 5 dc esta sccctón de MATLAB 

a. Trabaje los problcmas 18 al 20 

b. (icncrc una basc alcatoria l< para l 5 y una basc alcatoría < para I Lneuentrc la matri/ 
de transicion. T. dc li a ('. VcrifîqtJc stt rcspucsta çencrando un vector ulcntorio \ cn 
1-', cncontrando (xy <*),•> mostrando quc H\) h <\ i 


7. Seun ByC como sc dieron en cl problcma 5a) dc csia scccion de MATLAB. Sca /> la hase: 



2 


4) 

r,5ì 


S 

• 

n 

i 




w 

.5 


ii. 


b. 


e. 


Lncucntre T, la nmtri/ dc transición defíj C. Encuentre S. Ia matri/ dc transìción de t 
a />. Encucntrc K, la matri/ dc tr.msición dc H a P, 


De una condusión sobrc la mancradc cncontrar k a purtir de T y s’. prucbc su conclusión 
' ^u/^/onarnientp. 


RcpitJ 


blqgspçtcp.rp 


orias ( H t ( \ Z>) p.im I 
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H. Sen - I V 2 

I 3) I 3 


aîiì iì 


5 -6 4' 

3 -IV Wl. 
3 -24 24I 


a. Vcrltlqueque.4v, l\,..lv -2\ y Iv, 5v v 

f-n 

h. Supongaquc* = -1v, * 2\ ■ - 4v,. ObvcrvequcU)„ 2 F.ncucnlre/ t\.después 

. 4 J 

í 3 il 0' 

encucnlre(z),, v vcrifìquequcUlv^/Xxjfl. dornle D u 2 n 

fil (I 5 

c. Sca \ rft, h\ : -ç\ ■ Rcpitaelincisohlpamotroslresjuegòsdcfi. h\ c. 
i|. Sca I [\, \ v,]. Ocmucsire quc I - l /H '. 
e. Rcpitn lus incisos u) a d) para 


I f-l '2 

tì = \ 2 -I . 

| I lli 8 | 

I v / ' 


3? -33 28 

. I = 4X 5 -44.5 3X 5 

12 -12 II 


Vcrifique quc.lv, = -vtv ; 4v, y 4v n - .5\ , \ uiilicc 

f-l 0 o' 

0 •= 0 4 0 

l 0 0 .5 

f. ( l.ùptzypapel) Suponga que # ^ l',.\ ; .\\| esunabasey l\ n,. lx 

- /vj. Suponea que \ ~ i/\, />\ , - cvj. Fruebc quc (/.), /’('• dondc / ■' ' 

V o o] 

0 = 0 ï 0. 

o n i 

Usando cslc hccho y pensando en icrminosde matriccs dc irunsiciòn. cxpliquc por 
qué.l - l'fll ! ,dondc) (v v, v,l 

9. Camhioilc hase por rotución eu l J Scan e, y e ia base canonica para I donde c cs 
un vector uniturio a lo latgo dcl cje.v y c : es un vector unitano a lo largo dcl cjc.v. S» sc 
roun los cjcs un ángulo 0 en scnlido positivo ulrededor dcl oriçcn. entonccs c rota a un 
vcctorv, y c, rotaaun vcclorv-tal quc {v,.v,} esuna basepara I 
a. \Làpìzypupet) Dcmucslrequc 


_ | cos (U)' f-scnlH^ 

[scn (0>j ‘ ’ ■, cos (0)J 


v 

x 
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b. Sc.i I [v t,]. llntoncev v, le, y v =/ c Hxplorarcmus lageomctri.i de w =• ov, 
• h\ : , cs dccir. la geomctriadc las combinadoncs lincales cn lermínos de la nueva basc 
\os interesa ki relaciòn dc las combtnaciones lincales con la rotación. 

Suponga quc x = ue, hv : . Enlonces w = + h\ : I \ reprcscnta cl vector x 

rotado en sentido poshivo un ángulo 0 ulrededor del origcn 

El programadc MATLAB que sieuc ay ttd.t n visuali/arexu gcomelria. (iraficii los 
vectorcs como scementos dc rccta quc comicnzan cn cl nriucn. 1.1 \cctor x sc erafica 
cn rojo y el vector w en a/ul Obscne cómo « icl vcctor azull es la rotación positiva 
0 v ,cl vector rojoi si csiA usando la vcrsión 4.0 de YIATLAB. Je cl comando plot 
prlmero y despucS los dos comandos dc a\is ( V«a 1a gralîca dcspucs dc los comancos 
axis. 

Prccauciún. La rmprcsiòn dc la gráfica productda dtreciamcnic dc lu pantalla no moslrnra lon- 
gitudcs igualcs ni los angulos rectos ct'mo tales 

a=l;b»2; Ivicndn v ( ♦2v } ) 

\ = |a:b|;.M = sqrt(\’.\); 

th = pi/2; (supisnicndo rt = n 2i 

vl |cos(lh):sin(ili)| 

\2=| sin(lh):cos(th)| 

\ |vl >21 
H “ V*x 
a\is( squarc') 
a\is(|-M M \| M|) 

plo«<ì» '<D|. I» v<2)|. 'r', |« w(l)|. |0 »s(2)|. h ) 
grid 

Rcpita las instrucciones antcnores. moditicando los \jlorcs pant . \ h 
Rcpita las instracciones antcrinrcs para 0 = 2. 4. -rt 4. 2t '• \ un angulu 

.irhitrario. Paracadaángulo. elijadosu y h. L'uando tcnnmc concstapanedccl comandu 
a\ls pur.t borrar la cscala en los cjcs. Si usa MATLAB 4.0. de a\isi auto ) 
r. Digaraos que una base tiene oricntación tlada pur •* si cs una base obtenida rotando 
la base canónica en scntido positivo alrededor del ongcn un angulo n 

Supongaquc |v,, v.} cs una basecon oncntacion dada pt'rn Supongaqucv \ v 
reptcscntan tlirccciones de scnsores pant un dispositiv.s dc rastrco El dispositivô 
rcgistru la localizoción dc un obieto cnmo coordcnadas con rcspecto u lu basc {v . v, | 
St dos dispositivos ticnen oricntacìoncs difercntcs. ,.cómo pucdc usar uno la informa- 
ción recabada por el otro? Esto incluyc txaducir las coordcnadas cn términos de unu dc 
l.ts bascs u coordenados cn tcrmínos de lu otra base 
l. Suponga quc U Jv„ v.j cs una buse con onenucion dada por - 4 y ( [\\ w.) 

es una basc con oricnlación duda por 2- 3 Encucntrc la mutri/ dc transicion I de 
la basc tì a la base C. Encuentrc !a mairi/ dc transición .V dc la basc (. a la busc II 
i Vr >ta Lits lincas3.4 y 5 en cl programa dc MATLAB dcl ittcisob> du un ejemplo 
de cónio cnci'iilrar una base con orientación rr 2 | 

ii. Suponga que cl dispositivo con oricntación dada por rt 4 localiza un ohjcto con 
coordenadas J.5; 3| Hncucntrc las coordcnadas dd objeto ropccto nl dispositivo 
con orientación 2a 3. F.xplique su proccso Verifiquc sti resuliado cncontrando las 
coordcnadas cstúndur del objcto usando lus coordcnadus | 5; 3] para la primctu 
base H \ cncucmre lus coordenadas cstandar dcl ohjeto emplcando lus uiordcnndas 
cticontradas para la segunda base t 

iii. Suponga qiie el dispositìvo con oricntucion 2n 3 lot.iliza un objeto con coorilcnadas 
I-*r| M ^îuentrclascoonlcnarlasdelobjetorcspectotlidispositivo i 
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ív. Hl archivo rotcoor.m dc MATl.AB avuda a visuali/ar cl proccso anterior El 
formaio es ro»coor(E.F,c). dondc £ y / son matrices de 2 ■ 2 cuyas columnas 
fonnan una hase para l \ c es una matriz dc 2 * I quc rcpresenta las coordcnadas 
de un vector con respccto a la basc duda por F. Sc desplegarán dos irnágcncs cn la 
pantalln: unn mucstra cl vector como una combínación lincal de los vectorcs de 
la base dada por F. > la otrn muestra el vcctorcomo una combinación lineal de los 
vectores dc la base dada por F. C'ada vez después de usar rolcoor. ascgúrese de 
dar el comando dg o clf si trabaja con MATLAB 4.0. 

I se este archivo para visuali/ar los rcsultados dc los subincisos iil > iii>. 
Vcritlque sus respucstas para csos suhmcisos usando In información en la pantalla. 
Por cjemplo. cn ii). E será la base para la oricntación de - 4. F la base para la 
orientación 2rt ' > c ~ [ 5: 3]. 


10. Cambio de liase por rotacionrs en I J : incltnar. desvtar. rodar 

a. I LápisypapcD Ln I ! . sc piicdc rotar cn scntido positivo alrededor dcl cjc ,t. dcl cjc v 
o del eje r tlos ejcs t. \ > r forman un sistcma coordcnado dc la rnano derecha). Sean 
e,. c, > c los vectores unitarios de la basc canónica en las diicccioncs positivas dc los 
cjcs v > r, rcspcctivìuncntc. 

i. Una rolación positivu un ángulo ti alrcdcdor dcl cje .* prodiicira una base ív. w. 
c, J, dondc v cs el vcctor obtenido al rotar e > w cs cl vcctor obtcnido al rotar e : . 
L sando los diagramas siguientes como guia. demuestre que 



COS(H) 


-ncii(H) 


scn(B) 

l 11 J 

y w - 

co (6) 
v 0 


y 




a) b) 


Sea ) |v w c |. Imerprcte Vcomouna matrizde transición. 
ii. t no rotación positiva un ángulo ti alrcdedor dcl cjc > producira una basc |c,. v, 
w !. dondc v cs cl vcctor obtcnido al rotar e, > w cs cl vcclor oblcnido :tl rotar e„ 
Usando los diagramas sigmcntcs como guia, dcmucstrc quc 



0 ì 

0 

V = 

costa) y w = 

-sen«i) 

http://harcova 
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a > b) 


Sca/? |e, % u|, Inierpreie /?comu una mainz de trnnsicmn 
iii. I 'narntaciónpositivaunánguloqialrededordelejci produciraurabosc {v.c-.. w). 
donde v cv el vcctorohtenidnalrotar e, \ w csel vcctor ohlcnido al roiurc t'vando 
los diagramas siuuicntcs como guia. demucstrc quc 

cos(q»l' sen(qt)' 

V« 0 y » - 0 

-sen(c<) cos(rp) 



Sca P = (v r w) Interprctc P conio una mairir dc tr.insicion 
I). (/<)/»/; i papcl ) Supongii quc > cs una malnr como la obtcnìda en cl tnçÍM) a») para 
un ançulo 0. H cs una matriz como la ohtcnidu cn cl ínciso nm para un oflgulo n. > /’ 
cs una matriz conio la obtcnida cn el inciso ar//) para un ânculo o 

I as matriccs ). H y /’ pani cualcsquicra trcs angulo> ticnen inlcrprctacioncs 
gcométncos siinilarcs a la dc unn matriz dc roiación cn I ' Sca M cualquicra dc cstns 
matrices de rotncidn. Sca u .h', ~ bc. ce,, Enionccs r t/u dnrti las coordcnadas 
cstándar dcl vector «'htcnido al rotar cl vcctor u 

I sando esta intcrprcuicion gcnmctrica, explique por quc la matri/ ) H reprcscnta 
una rotaciòn positiva un ángulo u alrcdcdor de! cjc i seguida dc In rolación posiliva un 
ángulo l) alredcdor del eic 


,<.>uc matri/ rcprescntanr una rotactón positiva un anuulo 0 alrcdcdor del cje c 
scguida dc una rotación positivu un àngulo u alrcdedor dcl cjc t?,Pucde espenirsc quc 
esta matriz dé el inismo rcsultado quc la inniri/ dcl parral'.i anterlOl ' Pi r auê ' 
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c. Lí«> roiaciones de las que se ha hablado son ùlilcs p.ira descrihir la posicinn de una nave 
cspacial ( o un avion). La posiciòn es la oríentaciòn rotacional dc la nave alrcdedor dc 
su cenlro. Aqui se supone que la navc ticnc un conjunto de ejes a Iravés de su centro 
de masa talcs quc los cjcs x y v lorman un ángulo rccto (como un eic que va dc atrás 
hacia udclantc de la nave y el otro dc lado a lado) y cl cjc r cs pcrpcndicular a los cjcs 
v \ i para fomtar un sisteina dc la mano dcrecha 

Se puedcn haccr corrccciones a la posición realizando rotacioncs, como las dcs- 
critas cn cl inciso ai Sin una forma de control dc posicion un satclitc cotnicnza a girar 
Una rotacion alrcdcdor dcl eje r sc llnma maniobra dc dmiación, unu rotación 
alrcdedordel cjc.i sc llania manlohrade giro. y una rotaciòn alrededor dcl cjc.vse llama 
mnniobrude inclinación. 

Suponpa quc cl conjunto dc cjes dc la nave esta alincado inicialmcntc con un 
sistcma de referencia tijo (ejes quc rcpresentan una basc canónica». La posición de la 
nave puede darsc mcdìantc una mntriz cuyas columnas son vectores unitarios en las 
dircccíoncs de los ejes asociados con la navc 

i. Lncuentre la matriz quc rcpresenta la posìcion de la navc despucs de realizar una 
maniobra dc indinación con un ansulo n 4. scpuida de una manii%.i de giro con 
un nnpulo dc -nlì, y dcspucs una maniobra de desviacion con un anpulo dc ji - 

ii. Rcalicc las mismas maniobras cn diferente orden y comparc las posicioncs. (í>es 
criba d orden de la mamobras.) 

iU. Repita para otro conjunto de ángulos para cada tipn de mnniobni, cs dccir. cncuen- 
trc las posicioncs derivadas de realizar las maniobras en dos ôrdcncs distintos 
(dcscribicndo los órdcncs) y comparc csas posiciones. 

«I. Suponga que dos satcliics con difcrcmes posicioncs deben transfcrir información entre 
si. Cada satclítc rcgistra la intbrmacion cn tcrminos dc su sistema de coordenadas: cs 
dccir, repistra la intormación como coordcnadas rcfcridas a la basc dc los vcctorcs 
unitarios quc dctlnen su sistcma de ejes Adcmas dcl ajuste por localización (quc cs 
simplemcntc una traslación), la transfcrcncia de ìnformacion rcquicrc el uso de una 
matrìz dc transición dc las coordcnadas dc un salclitc a la coordcnadas del otro. 

i. Considcre quc la ortemación de una navc cs la dadn cn cl inciso ci i y la oricntaciòn 
dc la otra cs la dada en cl inciso c it> Suponga que la primcra navc rcpistra la 
localización dc unobjctocotno p |.2;.3:-11 I mdu/cacsta informaciónal sistcma 
de coordcnadas de la scpunda navc \crifiquc el resultado encontrando las coor- 
denadas estándar dcl objeto con la lcctura dc la primcra na\ c y dcspués encontrando 
las coordenadas estandar del obicto con la lectura ajustada de la segunda navc. 

ii. Repita para dos navcs cuyas oricntaciones se gcncraron cn cl inciso c iiiì 

c. OpiHinal Suponpa que su nave ticne una niatnz dc posidòn dada por V = 

orth(rand(3)). Experimente con las maniobras dc mclinación. desviación y piro para 
realinctu- la navc con el sistcma de referencia tijo < basc canónicai. 


PROBtEMA 11 . Combinc los problcmas 9 y 10 de esta sccción de MATLAB 

PROYECTO 
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4.9 BASES ORTONORMALES V PROYECCIONES EN I ” 

h.n I se vio quc it veciorcs línealmcntc indcpcndicntcs constíluven una base. I .a de uso 
inás comûn cs la basc canónica L = |C|. iv.. . c„J fsios vcciores ticncn dos propie- 

dadcs: 

i. e, • e ; = 0 si i * j 

ii. e, e, = I 


DEFINICIÓN 1 Conjuntn ortonormal en i. 1 " Sc dicc quc un conjunto dc vectorcs 5 * j u ; , u-.. ,.., 
u*ì cn i" es un conjunto ortonurnuil si 


( 1 ) 

( 2 ) 


Si sólo se satisface la ccuación (I ), sc dicc que el conjunto es orto»onnl 


u, ■ u, = 0 

si i*j 

u, u,= 1 



Como sc trabajaró ampliamente con el producto escalar en esta sccción. recordarc- 
mos algunos hechos bâsicos (\cj cl teorema 1.6.1. página 63). Sin mcncionarlos Jc 
nuevo en fonrta explfcita. se usurán cn el resto dc esta sección. 

Sj u. \ y vv cstán en l y a es un numero real. emonces 


U V = V U 

<3> 

l u — V) w — u « •*• V \\ 

(4) 

11 • 1 V + W 1 11 \ II w 

(5) 

(ciui v -aiu v) 

(<*) 

u (av) = a(u v) 

(7) 


Ahoru se dará otra delinicion útil 


DEFINICIÓN 2 


Lonsitud o norma dc mt vector Si v e t>". cnlonces la longitml o normn de v. 

denotada por |v|. cstá dada por 





Nota. Si v = (.V|, Xx .<„). entonces \ v = vj + n’ vj. Hsto signifîca que 

\ \ l> \ V \ = D ->i \ >Ôlo si V II (0| 
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EJEMPLO 1 

EJEMPLO 2 

EJEMPLO 3 


TEOREMA 1 
Demostración 



Asi. se puede obtener la raíz cuadrada en (8). y se tiene 


( 10 ) 

(II) 


| .j = viv • v >0 

para toda v <e 

M-0 

si V' sólo si v - 0 


L:i norma de un vector cn I Sea > _ < v. y) e I. : . entonccs v| = \ v : + i- cumple 
con la definición usual de longitud de un vector en el plano (vea la ecuación 3.1.1, pá- 
gina 394). ♦ 


La nor ma de un vector cn I- ’ Si v = (x,y.r) e I entonces |v =Vr 11- + r 2 como 
en la sección 3.3. ♦ 


La norma de un vector en L 
V4 + I + 9+ 16 + 36 =>/66. 


Si v = (2. -I. 3. 4. -6) e I 5 , entonces |v = 

♦ 


Ahora puede csiablecerse otra vez la deíinición I: 


Un conjunto de vectorcs es ortonormal si cualquier par de ellos es ortogonal 
y cada uno tiene longitud I. 


Los conjuntos de vectores ortononnales son bastante sencillos de mancjar. Se vcrá 
un ejemplo dc esta caracteristiea en el capitulo 5. Ahora sc probará quc cualquicr 
conjunto ftnîto dc vcctores ortogonales diterentcs de cero es linealmentc independicntc. 


SiS= {V|,Vs — v 4 | esunconjuntoortogonaldc vcctorcsdiferentesdecero,entonces 
5 es linealmente independiente. 

Suponga que t’,v, + e 2 v ; + • • • + c k \ k = 0. Entonces para cualquier /=1.2 . k 

y 

0 = 0 Vj = (c,v, + e 2 v 2 + • • • + cjV' + • • • + c k \J • v ( 

= c,(v, - v,) + e 2 (v 2 • V/ ) + • • • + c/v, • v,) +• • • + c k (\ k • v ( ) 

= c,0 + CjO + • • • + e, JvJ 2 + • • • + c 4 0 * c, |v ( i 2 

Como v,#0 por hipótesis, |vj 2 > 0. y se tiene c t = 0. Esto es cierto para i = 1,2. 

k lo que completa la prucba. ♦ 
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TEOREMA 2 
Demostración 


4't . Ttrrtnnnali ^ y pftiyeri <inc» vn I 39S 


Ahora sc \erá cómo cualquier basc en E ’ se puede "convertir" 
ortonormal. El mêtodo descrito en seguida sc llanta proceso de ortonorm 
«•ram-Schmidt.* 


en una hase 

ali/ación de 


Proccso dc ortooormaUraciéo dc C.rrm-Schmid, S«a H m S yhcs,»do dc di- 
mensión m de 13". Faitonces H tirne una base ortononn.il 4 

V> ^ • : V 7 } Uf ’ a b:iSt ' de H S* P"*** teorema construycndo una basc 
ortonormal a partir dc los vectores en S, Antes de dar los pasos para csta constmcción 
se observa el hecho senc.llo de quc un conjunto de vectorcs linealmente independiente 
no conbenc al vectíir cero (vea el probletna 21 ). 

Paso I. Flccdón dcl prímcrvcclor unitario Sca 


u, = 


(> 2 ) 


Entonces 


de manera quc ja,[ = 1. 




<1 V,)«= | 


Paso 2. Elccción de un scgundo vcctor orlogonal a u, En ia sccción 3.2 (tcorema 
5. pdjiina 244) se vio que, cn C*. el vector w=u- !L±y cs ortogonaJ a v. F.n esle casi 


u v 


ï caso 


]^iT v “ la Proyección de u sobre v. Eslo se iluslra en la figura 4 . 5 . 


\~fc)"" 



Pm> v n 


Figura 4.5 F:.l veeior w = u — - V v cs ortogonal a \ 


’ i,k un ** c ' iu '° n,u > ij «***• * 
i.rharili Stlimuh (1876-1*1511 fuc un ntulemluco .ilcmán 

: Wwrc que Hpueácja «5*«n au: teorcp», & «kdr. mitma deneuitttn , ••„„( 
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Resulta que el vector w dado es ortogonal a v cuando w y v cstán cn I-:" para cual- 

• • v • u . . „ 

quier n £ 2. Observe que como u, es un vcclor unitano. — -rU| = (v u : ) u, para 

i“il 


cualquier vcctor v. 
Sea 


vj = Vj - (Vj • u,)u, 


entonces 


vj u,=v 2 u, -(v, u,Hu ( • u,) — Vj • u, (Vj • u,)l - 0 


dcmaneraquc vj esortogonala u,. Másatïn. porcl teorema I. U| y vj son linealmenlo 

( v j u i) 

indcpendientcs. vj *■ 0 porquc de otra mancra v» = (Vi u,»u - ” v,. lo quc 

contradice la independencia dc v, y Vj. 


I’aso 3. FJccción de un scgundo vcctor unitario Sca 



(14) 


entonces es evidente que {u,. u 2 } es un conjunto ortonormal. 

Suponga que se han construido los vectorcs u,. u : .u* (k<m)y quc torman 

un conjunto ortonormal. Se mostrará cómo construir u^,. 


I’aso 4. rontinuación dd proccso Sca 

v t '., “V^,- (v^, • u,)u, “(v i4 ., u : )u, - --( V HI U < )U A (*^) 

cntonces para / = 1.2. k 

v^, • u, = %v, • u, -(v*,, • u,Ku, u,)-(vv, • u 2 X u 2 ’ u,) 

- (v b , u,Xu i • U,)- (v tM u A )(u, u,) 

Pero uj • u ,=0 si j *■ i y u, ■ u, = 1. Por lo tanto. 

v új • u, = vv, • u, - v**, u-0 

Así (u,. u : . . . . . u t . v 4 ',, î es un conjunto linealmentc indcpcndientc. ortogonal y 
v k) * 

Paso 5. Sea u t4 , = v 4 * M /|v t »,|. F.ntonces es claro quc (u,. u : .u,. u*.,| es un 

conjunto ortonorma! y se pucde continuar de csta mancra hasta que con lo 

que sc eompleta la prueba. 


Nota. Como cada u, es una combinación lineal de vectores v,. gcn ! u,. u : ..... u 4 } 
cs un subespacio de gcn (v,, v> .... y como cada cspacio ticnc dimensión k. los 
cspacios son igualcs. * 
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EJEMPLO 4 


Solución 


EJEMPLO 5 


Solución 


Construcción dc una lwsc ortonornial cn I.-' Construya una hasc ortononnal cn ï 
comenzando con la base (v,. v : . v 3 } = \ 


('] 


(1 


fl) 

1 

* 

1 

t 

0 

0 


1 


1 





V / 


Se tiene |v,| = . entonces u, - 


( I.VT' 

I V2 

v 0 / 


fîntonccs 


V’ “ Vj — (Vj • II )u,— 

Corno Vjl = \3/2 . u ; = V2/3 

v; =V 3 -(V 3 U,)U,-(Vj. u ; )u. 


0 

1 

i/vl' 


í°ì 

’L' 


f n 

1 

l'J 

~ <2 

l\ 2 

0 


1 - 

1 

<j 

V / 


'J 


(A 



2 


l/\'6 

l 


. Continuando, se tiene 



rn 

1 

IA<2Ì 

1 

i 


rn 


/ì\ 

= 

0 

1 

~ rç 

iaI 

1 

l/v'6 

= 

0 

_ 

£ 


1 

\2 

l 0 J 

V6 

k l'\6 ^ 


1 

V / 




í f\ 

î 

i 

\ V 




Por último. |v;| = \ 12/9 = 2/vI de manera que u, = ~ 
ortonormal en I ‘ es 



f'Alì 

r -IA/6) 

f 1 \I 



IA2 . 

l/v'6 . 

-l/v3 



1 0 J 

1 




’ 2/3’ 


IA3 

-2 3 

= 

-IA/3 

[ 2 'V 


IaT 


. Así. una basc 


. Este result 3 do debe veritlcarse. 


I na hasc ortonormal para un subcspacio dc I J Encuentre una base ortonormal para 
el conjunto de vectores cn t 1 que estâ sobre el plano ît - 


(x 


y 

V) 

:2v - y + 3r = 0 


Como se vio en el ejemplo 4.6.3. página 338, una ba.se para este subespacio de dos 


flì 


V 


i vT’ 

2 

> v : = 

3 

. F.ntonces |v,| - v5 > u, = v,/|v, = 

2/Vs 

0 

v / 


1 

0 

V J 


dimensiones es v, = 


Continuando. se defme 
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v; =v,-(v, U,)U, 


0 

3 

V 1 , 


_6_ 

V5 


(\ V5Ì 
iv? 

0 


o’i 


^ 1 / 


fl\ ' 

I.' 


v°/ 


v'/ 


l’or ûltinio, |v; = \70 25 V70 5 tle manera que u = v v(| - —— 

\70 




-6 \70 

1 

= 

3/\'7Ô 



. 


Asi, una ba.se ortonomial es 


ÍI/V5 

2v5 

0 


-6/v70 

3'Vrô 

ò/'ÍÎQ 


Para verilìear cslu respuesia, sc 


obsetva que 1) los vcctorcs son ortogonales. 2) cada uno tiene longitud 1 v 31 cada uno 
salisfacc 2v - y + 3r = 0. 




b) 

Figura 4.6 Los vectores u, y u, fomnm unu basc ortogortal para cl plano gcncrado 
por los vcctorcs v, > v. 


En la figura-1.6«sedibujaron los vectoresv,. v,y u,. En la figura4.ò6 sedibujamn 


los vectores - 


/ .3 





T 


% 

u 

__ 


T 



" 




y sc sumó a v, usando la regla del paralclogramo para obtener 


; Por último, u ; es un vcctor unitario a lo largo dc vl. 
I 


V V 


Ahora se dellnirá un nucvo lipo dc matriz que será muy útil en los capttulos que 
siguen. 
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DEFINICIÓN 3 Malri/ortogonal 


l 'na malríz Q de n x « se llama or lojjonal si Q es invcrtíble y 


Q-' = Q> 


Í16) 


Obscrve quc m Q 1 = O', cntonces Q‘Q = /. 

No es diftcil construir matrtces ortogonalcs. según el siguiente tcorema. 


TEOREMA 3 La matri/ Q dc n * n es ortogonaJ si y sólo si las columnas de Q forntan una basc 
ortonormal para E". 

Domostración Sea 


"it «iî 
tì 3l a 22 


a U, 

a ì« 


Enlonccs 


( u «i <»*••• a^j 


V 


“II “31 
^22 


“nl 

G'êÛ 




J J lH a 2» 

Sca 8 = (b tl ) - Q'Q, F.ntonces 

+ aytìy + • • r + = c, c 

donde c, dcnola la /-csima colunma dc Q. Si las columna.s dc Q son ortonormalcs 
cntonccs 


(17) 


^•1 


0 


5Ì t*/ 

si r = j 


(18) 


ts dccir. 8 = 1. Invcrsamcntc, si Q> = & 1 . cntonces 8 - / dc manera cjuc (18) sc cumplc 
y ( 1 7) muestra quc las columnas dc Q son ortonormales. Bsto complcta la prueba. ♦ 


EJEMPLOf» l'na malriz ortogonal 


l)cl ejcmplo 4. los vcctorcs 


1 V2 


1 v3 

r— 


1 V3 j 

ì 1 V2 

1 0 


1 /v3 
l/\3 


-i \'T 

1 \3 


torman 


/ 

una basc ortonormal cn í ‘. Asi. la matriz Q - 


v? 

<2 


V 


0 
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DEFINICIÓN 4 


EJEMPLO 7 


Solución 


ortogonal. Para vcrificar esto se observa que 


Q'Q 



l/\2 0_ 

I W 2 

-l/v '6 

l"v^ 

"1 

0 

0 

-W 6 

I/V6 2'v6 

l/\2 

l/Vó 

-1 V3 l- 

0 

1 

0 

î/VJ 

-|W 3 1 vT 

o 

2 A /6 

1 'vííj 

0 

0 

1 


En la prueba del teorcma 2 sedellnió v? = v 2 - (v ; • u, )u,. I’ero como se ha visto. 
(v- u,)u, = proy„ v ; (yaque u,p= I). Ahoraseampliaraesteconceptodeproyección 
sobrc un vector a proyección sobre un subespacio. 


Proyección ortogonal Sca H un subespacio de I/ 1 con base ortononnal {a t . u> 
..., u*J Si v € tf. entonces la provccción ortogonal de v sobre H. denotada por 
proy;/V. cstá dada por 


prO»; V = (V ■ U,)tl, + (V • U ; )Uj + ■ • • + (V U^Uj 



Obscrve que proy'/, v e //. 


(19) 


Provección ortogonal tlc un vcctor sohrc un plano Encuentre proy. v. donde a 
es el plano 


. Hntonccs 


(x 


f 3 ' 

y 

: 2x - y i- 3: = 0 

\ v es el vector -2 

♦ 



Dcl ejemplo 5. una b3sc ortonormal para a es u, = 


proy, v 


'"fl 

-6 v r 7Ô 1 

2/V5 > u : = 

3/V70 

0 l 

V / 

l 5AÍ ™ 



• 

3' 


1 /5 

- 

flA'SÌ 


3] 


-6/V7Ô" 


-6 JÏÔ 

a 


_2 

- 

2vf5 


2-V5 i + 


_2 

• 

3/v7C> 


3/V70 





l 0 ; 


»J 


4 


v 5/<ÏQ 


l 5 V 70 


<5 


1 v5 

2 sÇ 
0 



-6V70 


fLì) 

% 


•±> 

Vj 


f l\ 

4 

3/V7Ô 

=S 

-1 


_ tz 

7tl 

= 

_£ 

V7Ô 

l 5A7Û J 


9 




i \ 
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La notaciôn dc la proyecciòn proporciona una fornta convcnicntc para escribir un 
vector cn I-'' en términos de una base ortonormal. 


TEORFMA 4 Sca fì - {uu ; .u„ì sca una basc ortonomial para I?" v sea v e Entonces 




IPIBim "i 


■U' 




U'.i 1 ‘liftWi! l| U|(J'^V mm iifí ' 1 -i • 1 ■ **illi 1 ' 

V = (v U | )U| + (V • u ; )u 2 + •••+(»•• U„m„ 




■ 


( 20 ) 


Eslo es. v =• pr..v, • v. 

Demostradón Cotno fì cs una bitse, sc pucde escribir v dc manera ûnica como v = c, u, + tsu^ + • 
+ cjí,,, Enibnccs 





V U^ + C/Uj u,)+ • +CXU, U y ) + . . . +f^U n U,) = C, 


Dll 1 


ya t]ue los vcctorcs u, son ononormales. Como csto se cumple para /=1.2 .», la 

demostración qucda completa. 4 


EJEMPLO 8 Expt fsiòn ilc un vcctor en térmìnos de una liase ortunormal Escriba el vcctor 


-I 

3 


en I- ’ en temiinos de la b;tse ortonormal 


1 

'-1 v6' 

1 \T 


1/V2 

1 \'6 

-1 v3 


• l 0 J 

2 V6 

V 

l 1 ^ 



Solución 


1 2 


■ 

2 


ia5 



1 V 2 



• 2 ' 


-1 V6 

■ 


1 V6 

-1 

— 


-1 

- 

iaíT 



l V2 

+ 


-1 


Iví» 



l/\ í 6 




3 J 


0 

J 



" 



3 

S J 


i-vïj 



2 / \‘6 




2 ' 


1 vl 1 

* 

r IrB) 

+ 


-1 

• 

-l/v'3 


-1/V3 



3 J 


Iv'jJ 


I/V3 


I 


l/v' 


FT\ 



■*■ 


_ 3 _ 


-l/v'6' 

£ 

l/VT) 

1 \6 


- 1 /V 3 


I/Vîj 


4 


Antes de eontinuar. es nccesario que una proyección ortogonal csté bien dellnida. 
b’sto quïere decir que la defínición de prcty^ v es indcpcndiente dc I 11 base ortonormal 
elegida en H. E1 siguiente teorettta se hace cargo de este problema. 
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TEOREMA 5 


Demostración 


DEEINICIÓN 5 


TEOREMA 6 


Demostración 


Sca H un subespacio de 15". suponga quc H ticne dos bascs ortonormales. { Uj. u ; -- 

u ( ] y {» . w : .w ( }. Sea v un vector en P". Entonces 

(V U,)U, + (V • U;)Uh +•■ + (%' u A )u ( 

- (v w, »w, + (v ■ w ; )w, + • • - + (v • w ( )w t (21) 

Elija vectores u*»,. u H> .... u„ tales que /?, = {u,. Uj. .... u ( . u^,..,,. u„} sea una 
base ortonormal para 15" (esto se puede liaccr igual que en la prueba del teorema 2).t 

Despuês B 2 - ‘w,. w>_w ( , u*»,. u^-u,i cs también una base ortonormal 

para 15". fâra ver esto. observe antes quc ninguno de los vectores u iM . u ( , ; ...., u„ 
puedc expresarse como ima combinación lineal de w,. w 2 ,..., w ( porquc ninguno de 
estos vectores está en H y {w,. w>,..., w ( ) es una base para H. Asi, Bj cs una base 
para 15" porque contienc n vcctores linealmentc independientes. La ortonormalidad de 
los vectores en B : se dcduce de la inanera en que sc cscogieron (u*,, es ortogonal a 

todo vector en H para j- 1,2,_«- k). Sea v un vcctor en t, 1 ". Entonces del teorema 

4 (ccuación (20)] 

v =(v u,)u, +(v u ; )u : + - ■• + (>■ v k )u k + (\ ■ u^, + • > • +(v u„)u„ 

= (v w,)w, +(v W,)W : + - ■ +(v w ( )w ( + (v U ( .,)u ( ., + • •• + (>’ u„)u (I 

(22) 

La ecuacián (21) sc dcducc de la ccuaeión (22). ♦ 


Complcmento ortogonal Sea H un subespacio de E 1 ". El eomplcmcnto ortogonal 
de H. denotado por H\ está dado por 


H l a jt6 E": x ■ h = 0 para toda h e H) 


Si H es un subespacio de 15". entonces 

i. H L cs un subcspacio de E". 

ii. (0). 

ili. dim H 1 = « - dim H. 

i. Si x y y eslán cn H L y si h e H, cntonces (x+y) h-t h+y h = 0+0-0y 
(ax h) = a(x • h) = 0. de mancra que H l es un subcspacio. 


t Pnmero JchcmoH cncomr.v %ediHc,\ .»„ ulcs que ]u t . n. v. ; «a unn hitóc para 

l Lilose puedc lu.ci contoco l.i pruchj Jcl icorema -I (• 4. pàcina >41 \miambien el pii'hkmu4 <\ 1 ~ 
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ii. Si x e Hn //*. enionccs x • x - 0. dc mancra qnc x = 0. Io que muestru quc H 
n H x = {0). 

iii. Sca {U|, Uj,-u*} una hase ortonormal para H. Por el resultado del problema 

4.6.27. página 346. csto puede cxpandirse a una basc B para t": B = {u,. u ; . 

11 b VtH .v B }. Usando cl proceso dc Gram-Schmidt. se puede convcrtir a R 

cn una base ortonormal para C". Igual que cn la prucba del teorema 2, la base quc 
ya es ortonormal U|. u% ..., u* no cambia cn el proccso v se obtiene la bàse 

ononormal B x - {«,. u : . ..., u t . u 4l ,.u„}. Para completar In prueba cs 

necesario sólo demostrar quc {u m .u„} cs una base para H\ Como los 

vectores u, son independientcs. debe mostrarse que gcneran a H x . Sea x e H x ; 
cntonces }»r cl teorema 4 

X = (X • U|)U, + (X • U ; )U; + ••••+(» Ujlu, 

+ (x-u w )u^t + --+(xu> H 

Pcro (x • u,) = 0 para i = 1,2.*. ya quc x e H x y u, e 11. Por lo tanto. x = 

(x • u ì .,)u 4t | +• • • + (x u,,»!,. Esto mucstraquc Ju,,,.u n | es una basc para 

H x , loquc significaque dim H x =n-k. ♦ 


Los espacios II y //• pcrmiten “dcscompimcr” cualquier voctor en I 


TEOREMA 7 Teorema de proyección Sca H un subcspacio de l y sea v = I -*. Lntonces existc 
un par únîco de vectores h v p tales quc h - //. p e H x , y v h • p. Ln particuJar. h 
= proy w v y p = proy H . v dc manera que 


(23) 


v “li "P-pro>«v + proyvv 


Oemostración Sea h = proy w v y sea p = v - h. Por la dcfinición 4 se ticnc h -r H. Ahora se mostrará 
que p e //\ Sea | u<. uj..... u 4 ; una ba.-< ortonormal para H. Entonces 

h =(v • u,)u, + (v u ; )u, -■ • - - + (v u 4 )u 4 

Sea x un vector en //. Existcn constantes a t . a,.<i, talcs quc 

x = a,u, +a ; u ; + •• +a*u 4 

Entonces 

p • x = (v - h) • x = (v - (v • u,)u, - (v • u ; )u ; -(v • u 4 )uj 

•la t U| + a 7 u ; + --- + a 1 uJ (24) 

Como u, u, = i (> ’ ' * 1 . es sencillo verificar que cl producto escalar en (24) estò 

dadopor l 1 ’ is J 
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EJFMPLO 9 


Solución 


t k 

P • * 17 £ a/ v u ( ) - £ «,<v u,) = 0 

b>\ i-t 

Asi, p • x - 0 para lodo x e //, lo quc significa quc p e H 1 . Para demostrar que p =* 

proy /r i v. sc amplia íu,. u>-u*) a una basc ortonormal cn t 71 : {u : . u> .... u Á , 

u*i,-u„]. Entonces {u*,,,-u„J cs una basc para H l y. por cl tcorema 4. 

v = (v u,)u, + (v • u,)u : + - • • + (V U^U* + (v • u^lu^, 

+ ■•• + (¥• u„)u n 

= proy,, V + proy w i V Ipur U itcfmitrCin 4! . 

Esto prueba la ecuación (23). Para probar la unicidad, suponga que v * h, - p, = h, 
- p> donde h,. h, e //y p,. p : e H 1 . Entonces h, h : = p, p,. Pero h, - h, e //y 
p, - p, e H 1 , dc manera que h, - h, e //n H 1 = {0}. Asi. h, h, - 0 y p, - p, = 0. 
lo que completa la prueba. ♦ 


Descomposición tle un vector cn En l sca a 


el vector 


/ 3 s 

_2 

4 


|Y 

y 

: 2r - y + 3r = 0 

V, 



. P.xprese 


cn términos de h - p. dondc h ■* it y p z~. 


Una base ortonormal para n es /? : ~ 


f-6 \70'1 

2 

0 


V n 70 . y del ejemplo 7. h proy . v 

5 V7Ô 


f ìV 
r 

_ i 

V V 


e 7i. hntonces 


p - v - h - 


í 3 


r V 


t 2l> 

_2 


_ 4 

_ 

__jW 






4 





\ y 

V \ 




e rt . 


Observe que p h = 0. 


F.l siguiente tcorcma cs muy útil cn cstadistica y otras âreas dc aplicaciôn. Sc dará 
una aplicación dc cstc tcorcma cn la siguiente sección y se aplicarâ una versiôn ampli- 
tìcada dc este resultado en la sección 4.11 
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TEOREMA 8 


Drmostración 


Tcorcma dc aproximaciónrdc ia norma Sea // un subespacio de fc" y sca v un 
vector cn I/' Entonces proy w v cs la mejor aproximación para v en H en el sentido 
siguientc: Si h es cualquier otro vector en H. cmonces 


|v - proy^yj < |v - h| 


(25) 


Del teorema 7. v - proy„v e H 1 . Sc escribe 

v - h = (v - proy „ v) + (proy /; v - h) 

E1 primer término de la dcrecha estâ en H L , mientras quc cl segundo está en H, así 
(v - proy^, v) • (proy /; v - h) = 0 (26) 

Ahora 

|v h[ 2 “ (v - h) • (v - h) 

= [(v - proy w v) + (proy w v - h)J ((v proy^v) + (proy w v - h)[ 

“ !v proy H vp + 2(v - proy/,%■) •(proy,, v h) + (proy-/, v - h( ; 

* i v - proy w v[ 2 + (proy// v - h| 2 

Pero Iproy//v - h|* > 0 porque h * pto\ H v. Por lo lanto. 


cs decir. 


|v - hj ; > iv - proy // vf 2 


|v- h|>(v-proy//v| 


♦ 


Bases ortogunales en I 3 con coeficientes enteros y normas enteras 

En ocasioncs cs útil construir una hase ortogona! dc vcctorcs dondc las coordenadas y 
la norma dc cada vector son cnteros. Por ciemplo. 


( 2 > 

2 

-1 


r 21 


í-'ì 

-1 

* 

2 



-> 

" 


\ J 


constituye una basc ortogonal en l ' dondc cada vcctor tiene nonna 3. Otro cjcmplo. 



Í ,2 Ì 


'0 


- 25 " 



4 

• 

3 

• 

48 



l' 3 J 


4 


[- 36 . 



cs una hase ortogonal en I- 1 cuyos vectorcs ticncn normas 13. 5 y (>5. rcspectlvamente, 
Resulta que encontrar una hase como ésta cn I-' no cs tan dillcil como parcce. Anthony 
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TEOREMA 9 

Demostración 




()shorne y Hans I icbeck abordtm cste tcrna cn su intcresantc articulo “Orthogonal Ba.ses 
ot I ' \vith Intcgcr Coordinutes and Intcgcr l.cngtlts" cn Thc Americun .\ fathematicaì 
Monihly. vol. %. núm I, cncro dc 1989. pp. 49-53. 


Rsta sección se cierra con un tcorcnta importantc. 


Desigualdad de Cauch>-Sch>varz cn C'" Scan u y v dos vcctorescn R", RtttoriCes 

i. |u v| s ’uj |v|. 1 \ (27) 

ii. u ■ v| f u| i v[ si y sôlo si u = 0 o v = Xu paru rdgûn núincro rcal 

i. Si u 0 o v = 0 (o runbos), entonccs (27) sc cumplc (ambos lados son iguales 
a 0). Si sc supone que u j- 0 y v * 0. tmonces 


Oí 


iL ± 1 - JL !L JLÌ _ u » 2u • v v v 

1« 'i \ IjuJ MJllul' V.J 01 U |v >vf- 

_ lu 1 2 u • v ( |v|7_ 2u > 
ur'ullvl if I' ‘ « v 


Así £ 2. dc mancra que — s I jnu »s u jvl.Jln torma similar. 


u v 


comenzando con 0 < -jjj 4 ~ , se llcga a “ — î - I. a sca, u v > - Ju| |v|. 
C'on cstas dos dcsigualdades se obtiene 

-|u||vj<u v< m||v|\o |u-vj£]u > 

Ìi. Siu =Xv. cntonce5iu-vî-|>.v-v tv| : \ u| |v|»|>.v ì'ì»|Xf v| | ìv| = |X| jvp 
lu v|. Inversamente, suponga que u v\ = |u| Jv| con%? 0 y v * 0. Entonces 

u v . u • v 

—|-l.d em ,n«a,».- — -±1. 

» , 

CasoJ; — —-= l.’tntonccs _ 

u [v|\ % % 

\ \ . . . I v \ 

u \ u V t ♦ _ 2u V , 


u - v t J .. M. 


mggt x 
\vv> 


2 - 2 = 0 . 


u V ^ ■ lu[ . 

j—= 77,0 u == X' 

|u| |v V' 

http://harcoval.blogspot.com 



PROBLEMAS 4.9 


Autoevaluadón 

Fiìho-verdddero 

I. El conjunto f(l, 1 (. (l. -1)) es un coojunto ortonorma! en 13*. 

II. El canjunto | ^ e* un coiŷunto ortonontuil en 

111. Toda base en I/ se pucdc convertir en una basenjrtonormal usando cl pnoceso 
dc ortononnjliZBciòn de Gnun-Schinidt 




IV. I.amatri/ 


.V. lantiati 




es ortngonal. 

es onu^onnl 


Sehc cìón múUiple 

VI. Para cuales de las slguienteí matncesu^ ' e» ijtual 

a (I *) h iflido tìNÍÔ 


c. 


l/ ïr 



dol 
40 : 




í! 


è?) . 




Ik ^ 


En los problemas I al 13 construya una basc ortonormal pani cl cspacio o subcspacio vcctorial 
dado 

1. En l- ; . comenzando con los vcctorcs bfcicos | | j. ' J 

2. // U.T.VJ e is' x+.v 0| 3. H »{(*.>•) e I ax + bv 0| 

. , í 4 ' I 
M 


4. En I cometuando con 


'l i f M. donde od - be * (I 


Respueslas «ì I.ì «luloevaluarìnn 

l.F II. V III. V IV. F V.V VI. c 
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5. tt « {(*, y,:): 2x-y-: = 0) 6. * - {< r. v.:): 3.t - 2y * 6 : 0} 

7. /> {(jt.>•,;): xf2 >/3 -r/4} 

8 . /. {(.t, v .:): x 3 /,.» - 2 /.: - r. t rcal) 

9. H - {(.T., r, t.) e 1. 4 : 2t - y + 3c - ». - 0} 

10. it = {(.t.y, r): ax - h\ * c: 0). dondc uhç * 0 

11. /. {(.».».r): x'd = » = r'c|.donde ahc • 0. 

12. H {(jr,,T 2 ..Tj,T 1 ,x J ) e ( : 2t, - 3 t, * . 4t 4 -Tj - 0) 

13. II es el cspacio de solucioncs dc 

r-3y+ r = 0 
-2t t 2.v - 3r = 0 
4x-8y + Sr = 0 


* 14. Encucnirc unn busc ononormal cn ( 4 que incluya los vectorcs 


“l = 

■'f 

l/\2 

y «j = 

l 

7 


o 


T 

^ j/ 


15. 


16. 

17. 


[Suycrvih iti Primcro cncucntrc dos vcctorcs >, y v, para completar la base.| 


Demuestre que (J 


cs una malri/ ortogonal. 


Demuestrc quc si /’ y Q son matriccs ortogonalcs dc /t x ii . entonccs J cs ortogonal. 
Vcrilique el resultado del problcma 16 con 


i.jî 

1 .2 

.. f1/3 

- v'8 3) 


I/V2 J 

J ^ 1, M8 3 

»*J 


18. Dcmucstrc quc st Q cs una mntriz ortogonal simétrica. entonccs = I. 

19. Demuestrc quc si Q cs ortogonal. cntonccs dct Q - : I. 

20. Demucstrc quc para cualquicr mimcro rcal I. la matriz .-I J - s n j cs ortcgonal 

21. Sea {v,. v,. . . .. vj un conjunto dc veetores linealmcntc indcpcndicntcs en I Prucbe 

que v, * 0 para i 1.2 . . A. [5uxwe/ic/o Si v 0, entonces es sencillo encontrar 

constantes c,. e t __e 4 con ç,* 0 tales quc e,v, * c ; Vj + -e 4 v t . 0 ] 


En losproblemas22al28scdanunsubespacio//y un vcctor\ .a|Calculeproy,,v: hiEncuentre 
una basc ortononnal paru // ; c) escriba v como li p. dondc h « // y p - // 


22 . //- 



I 


r ♦ y = 



23. H = -j |' |e I : iir ■* hy = t) . v J 


24 . // 


y e I ax - hy c: = 0);» h'.v * 0 
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Y 


-3 

25. H 

y 

4 1 1 J.v - 2t • 6r 0,, v - 

1 




l 4 


« 

, 

1 

1 

26. // = 

,t 

e 1. '. t.2 = v'3 =: 4 : v 

1 


‘ 

1 

. . 


27. II 


t I * 2* - r- «r m 0 . \ 


p I 
-I 

5 



28. // = 


\ 



( 

T 

y 

€l':**.i j H = 3, 

•: v 

- 1 

- 



3 




. ' 


29. Se.in u, > u. dos vectorrs ortononnales cn I.'. Demuestre que u u. .2 

JO. St u,. u . . .. ii„ son ononorrtutles, ticmucsneque 

u,*u,- • uj : - ju, ’ * |Uj| : • * u„*’ II 

31. bncucntrc una condición sobrc los nûmeros a v h tales quc \ ‘‘ 

fonnan umi busc ortonornuil cn I- 

32. Dcniucstrc qtie i mlquler hasc ortonormal en I J es de una de las fonmas dadas en el 
problcma 31 

33. l'somlo lu desiguaJdttti dcCauchy-Schvtnr/. prucheque sì u \ u v . cntonccs n \ 
\ son líncalmente depcndientcs 

34. t isando la destgualdad de Cauch)-Schwarz. prucbc l.t dcsigualdad del Iriánguln: 



u • V! i u * \ 

|.S'm.vrv«ri«. Ohtenga la expansión de u + »; 3 .] 

‘35. Suponçn quc »,. . . x. son vcctores cn I (no todos ccrol y tjuc 

* *íf =.i*|l + N + -!*lí 

Dcimicstre quc dun gen (*,. . »,! I [SugereníM titilicc los rcsultados dc los 

problctnas 33 > 34 ] 

36. Sea ; u |. u . .. u„! una hase ortonormal en I y sca» un vcctor cn I Pnicln: quc » 

\ ii,-- » u - v u„ : . Esta icuuldad se llumu iguuldad de Parsevul cn |!' 

3 7 . Dcmucstre quc para cualquier subespaco II de I , (//-1 II 

38. senn H , y //. do, subespacos de I v suponga que //, II Dcmucstre quc //, //■ 

39. Scan //, y II. dos subcspacios de I dermttstre que si //, - II,. entimees H ~ II 

40. Dcmuestre el teorcina gencruluado <le Pilúgora» scan u \ \ dos vcctores cn I con 
ii i.». Entonces 

|u • »r = |u • |»| : 
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MANEJO DE CALCULADORA 
TI-85 

F.n la pagina 2.18 se indico como cnconlrar la longitud o norma dc un vcetor en I con la 
TI-85. lîn la página 240 se mostrò còmo encontrar cl producto punto dc dos vcctores cn I 
Los mismos proccdimicntos trabaian bien pam t' 1 . Por cjentplo. la secuencia de teclas 



da como rcsultado 9.94987437107 tquc cs v l 99 con 12 cifras signific«li\a.s». La imitación de! 
procedimicnto de la página 249 dam a b. donde a y I» están cn I para cualquícr ii 1 


MATLAB 4.9 

Recordatorio ile MATL4B u v sc calculn con u *v o v'«u. v sc calcula con sqrttv *v) o 
norm(v). proy,u se calculacon <(u'*v)/(v'*v))»v (cl vcctor proyección dc u sobre v|. 

I, Lncuentrc bases urtunormaies paracl espacio gencrado por cadaconjunto dc vectores dado. 
usando el proceso dc Ciram-Schmidl. \crifique sus respuestas probando que cl conjunio 
de vectorcs obtcnido cs ortonorinal > que cada vector cn cl conjunto original es una com- 
binación lineal del conjunto de vcctorcs obtenido. 

0 3\ /’vV 

-2 -5 î 

b. -3 . 0 . I 

-3 <> I 

, l ij l v 


d. (lencrc cuatro vcctores aleatorios en I 



2. Hncuentrc una base ortonormal para 


r 3r + »v = 0 


Sugerencia primero encucntre una basc para II encontrando una base pnra las soluciones 
de lt 0. donde.I = 11 -I 3 I). y después apliqucd proeesode Gram-Sehmidt. 
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J. a. (Lápi: \ pnpel\ Supongnquc\ jj > Supon L r..quc v t ' ' y v, z/ 

Dcmuestrc quc {' ,. v.j forma una bn.sc ononunnal cn I ' siemprc quc <1 v h no scan 
umbas ccro. 

b. Para v j,fomie v, y v, como en cl inciso a). Sea w ^ |, Calculc p 

c! \ eccor pro\ eccirtn dc \\ sobrc \\ p : . cl vcctor proyecciòn de w sobrc v Rcvucrde 
la vomctna dc una proycccinn usando cl orchivo pr,tn m I t.lice los comandos 
|»rjin<w.\ 1 1 \ prjtn(w.v2) (tn !a pantulla de gráíicos. \\ tendrá ctiqucta ’ \ \ ,, s 
etiqueta l'.) 1 • 1 - 

c. Vcrifiqucqucu p, p, tw v,v, (w v,iv,, Déelconmitdolinfoml)(vl.v2.w) 

archivo linctimb m sc cncucnlra cn el proiîramu MATLAB.) 

Dcscnba de quc mancra sc rctleja la gcomclrta de la proyecctòn \ de ln combina- 
ciun ImcaJ cn la grálìca quc se prcsenta- 


Prcamción. U impresión dirccta dc la panlalla NO conscrva longitudes ni angulos rcctos 


Para vcrifícar quc los númcros dcsplcgndos un la pamalla de gralicas son w vl \ 

" v - deloscomandosrat(w'*\l.V)\nii ( » .\2.\) Enlnversîon40dc M.vn \B 
Utilicc format rat. 


d. Rcpíta los incisos hi \ c) para \ 


i > " 


c. Rcpita los incisos b)y c) pora v \ w idc su eleccion 

f. (Làpb . pnpel) l.vplique dc que manem ilastra estc problcma cl tcorema ' de esta 
sección. donde H cs gen j v j 


4. a. Sca v un vcctor dc longitud I cn la direccion de 2 )(dividael \cctor cntre su longitudl, 


Sca w 


encucntrc p, el vcctor proyección de w sobre v y calcule w p 


b. Mija cualquier \alor escalar para c; hngaa - <\ y \erifiqoc que w - / w p| Repita 
para otros trcs \ alores dc c, hlxplique la relacion cntre esto v cl tcoreinn 8. dorulc N cs 
gcn t' l 


c. Repita los incisos u) y b) con w 



d. Rcpil.i los incisos ai y h| para vcctores \ \ w arbitrarios. 

e. H-nptz .) ptipct) En cl diagrmna csqueminico sinuicnte, ctiquete con p al vcctor 
proyección dc w sohrc \. y localicc w - p y w / Rvpl.que lu manera cn que estos 
diagrarnas llustran la gcometria dcl tcorcma 8, donde II es cl subespacio gen ‘vj. 
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5. Proyecclón sobrc un plano t*n I-' 

O 1 

I 

V 

F.ncuenire una base ortonominl (/,. /,J para el plano dado por ecn jv,, v ; ) usando cl 
proccso dc Cirnm-Schmidt- 

-I 

b. ( t.àpiz y papd) Vcrilîquc que / -2 es pcrpcndiculorlamo a v, como a %. > pt'r lo 

tanto.es perpendicular a //~ gcn {v,. v,|. Sean /. / Fxpliquc pnrquc n es una base 
orlonormul para H 

c. La dcfmición 4 dicc quc lu pri)\ ección de un vcctor« sobrc H cstádada por prov « = 
tw • /,)/, + |w /,)/,. hl teorema 7 dicc quc »v pn>> w prov ,,.vv. quc puede 
rexpresarsc como provyvv = w - prov „.w. 

Para cuatro vcctorcs vv tfe 3 * I iirbiuarios, calculc proy ,,vv dc Ins dos maneras y 
comparelosresultados .(Sotci Como/V-csdcdtmcnsiónuno,proy, w cstguulalvcctor 
proyección dc w sobrc n ) 

d. ( Làpizypapct) F.l siguicnte diagrama ilustra la geometria de prov, w w proy, w 
En el diagrama, localicc h = proy , w. bosqucjc w li y vsrifiquc quc cs paralela a p. 
lu proyección de w sobrc cl plano 




6. Paralos vectores V|. . v 4 . si sc forma la mutri/ l |v, v,]. entonccs el comando dc 

MATLAB B = orth(A) producira uua matri/ H cuyas columnas forman un.i base ortonor- 
mal parn cl subcspacio // imagcn dc. I = gen {v.v t ). 

a. Sea |v,.v . v,} clconjuntodcvcctoresenclprcblema I/>)deestasccciondcMATLAB 
Lncuentre .4 y tì segun se describió, Vcrifique que las columnas dc fí son ortononnales 

b. Sea v un vector alcatorio dc 7 » 1; cncuentre.Iv Explique por quc.lv cstá cn II 

El teorema I dicc quc si w esta en H. entonces w = (w u, m. • - ivv u tu,. 

donde {u,.u.| csunabasc ortonormal para H. Veritlquecstopara w (\ usando 

cl hccho dc que u, es la t-cstina colunma dc fí 

c. Rcpita las instruccioncs dc los incisos a) y b) para Jvv.. v ,. vy), dondc cada v, cs un 
vcctor aleatorio dc 6 x 1 y v cs un vcctor aleatorio dc 4*1. 

7. Generc cuatro vectoresaleatorius en I .v ..v..v v v 4 . Sea II ~ gcn Jv,.v .»..»,) Sca.l 

[v , v. v, v 4 ) y B =* urth(A). Sea u, la t-csima columna de H 
a. Sca w un vcctor aleatorio de 6 > 1 Lncuentrc la proyección dc»» sobre //. |i proy ,,w. 
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Calculcz 


w u 


» u 
w II 


Vcrifique que z = #' w y p BR’\s Rcpita para utro vcctor w 


b. Sea \ un vector nlcatono 4* |y íormc h Ax. Entonccs h esiu cn H. Compare |v% - p 
v w-h . Rcpíta para otros trcs vcctorcs v Lscnba una intcrpretacirtn de sus obscrva- 
ciones. 

e. Scaz 2v , H -. - v , Fntonces // gcn ( v ,, v,. v t .zj . I Aqui //es el vubespaciodescrito 
en los ineisos anteriores dc cste problcma.i 0 Por quc' ^ca (" |v > v z) \ I) 
orth((.‘) Entonccs las colunmas dc D scrán otra basc ortonorm.il para // 

Sea vv un vcctor aleatorio dc 6 * I. Calcule la proyeccûm dc vv vihre // usando H 
y la proycccton de vv sobre H usando D, Compare los rcsultados Repita para otros dov 
o màs vectorcs w hsenba la intcrprctaciôn dc sus obscrv aciones 
d. iLùplz vfiapef) Si {u,. u t ; cs una baseortonormal para un subespacic H y B es 
la matriz [u t . . u,). pruebc quc la proyeeción dc w sobre // cs igual a - W w 


H. a. {,t.àf>i: y papel) S.-l cs una mutriz real, cxpliquc por qué el espacK’ nulo dc t' e 
pcrpcndicular a la imagcn dc !; cs decir. sî // = imagen I. cntonccs cl espac nulo 
(.-l') - H- 

b. Sca J una rnatri/ alcatoria rcal dc 7> 4, Sca B = orth(A) v sea C = nulli v | Enmncc 
las columnas dc li Corman una base ortononnnl para II imagen I y las columru» de 
( forman una basc ortonormal para //‘.) Vcrifique que las columnas de ('son ortonor- 
mules. 

c. Sca w un veclor aleaiorio dc 7 x I. Lncucntre h. la proyccciòn dc w sobrc // y p. la 
proyccción de w sobre H l . (Vca cl problema 7 de csta secciòn de MAI LAB.) Vertfiquc 
que w |» - h Rcpita para oiros trcs vectores w 

d. Vcrífiquc quc Blf + CC' = /, donde / es la mntri/ tdcntidad. 

c. U.àpt: \ papcl) l'ruebe la rciación cn cl inciso d) 


9. a. (Ldptz ypapel) Suponga quc (u,. .. u„J cs una basc ortonormal parn I y /J es la 

matrí/ |u, • u„). Sca v un vcctor en I." I snndo cl tcorema 4, expliqtic por qtie sc 

pneden cncomrar las coordenadas de v rcspccto a la base (u,.u.| medíantc /J'v 

b. (Iàpi:ypapch Recucrdc que si ft csel anguloentrc u y w. entonccs co.mR) = u w u 
w Supongaquc|w 1.1 sandocllcorcnia4.pruebcquclnscoardciiaila.sde w rcspccto 
u una basc ortononnal sc pucdcn mterpretar como los cosenos de los ángulos quc forma 
w con cada uno de los v ectores dc la basc; cs dccir. ta coordenada dc w que corrtspondc 
al cocficicnte del i-ísimo vector de la bn.sc cs igual nl ccseno del angulo emrc w > 
csc vector. 

c. Vcnfique esta intcrprctación cncontrando los ingulos entre cl vcctor dado w y la hasc 
onononnal |v,,v,} paral- Primcro,hagaunbosqucjoamanoparadcodirquéilngulos 
cspera. It tilicc el ct'mando acos de MATLAB. í’on help aros se ohtienc ima dcscrip 
ción Para cambiar el ángulo dc radianes a grados, muliipliquc por 1 80. it.) 

i. w vcctor dc longttud I cn la dircccinn de 
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v, vcclor dc longilud I cn lu dirección dc 
v- - vcclor de longituil I cn lu dirección dc 



d. Vcriftqucquc 



ì\ 



r_o 



2 

i 


• 

i 



* i 


♦ 

V 



_l 



J 



^ V 

^ V 


l «J 



cs una basc ononorm.il parn i Sca v 


n 

i 

v'y 


Encucntrc 


los nngulos cntrc s y cada vcctor dc la basc. Primcro construya » s |s. Los angulos 
cntrc « y los vcctorcs dc In bosc scrán lo misino quc los angulos cntrc s y cstos vcctorcs. 
Rcpita pani otro vcctor s. 


I tl. Vcrifiquc quc las siguientcs maUiccs son ortogonalcs. 



d. orth(rsndJ) = /f, 

c. |u, u. u.) H t , donde [u,. u . Uj) es la base obtcnida al aplicar cl proccso dc 


(jram-Schmidt a 


-r 

( 0 ) 

í-'ì 

2 

1 

2 

*J 


^J 


II. a. Vcnfíquc quecnda una dc tas siguicntes mntriccs cs ortogonal. H t D-. /ì.fî, > II,H Á . 
donde H,. R 2 . H, y R, son las matrices del problema 10 antcrior. 
h. < l.ápi: » papi'í i Trabaje el problema 16. 


12. a. Encucntre la invcrsa dc cada matriz cn cl problcnia 10 anterior y veritique qite lus 

invcrsas son ortOgonulcs. 

Ii. t l.úpi: i pttpcli Prucbe quc la invcrsa dc una matriz ortogonal cs una mutriz ortogonal. 

13. a. Encucntrc cl dctetminantc de cada rnatriz en el prnbleina 10. Fnrmulc umi conclusión 

sobrc cl dctcmrinanlc de una matriz ortogonal 

b. {Lápizypapt’l) Pruebe su conclusión 

c. Revisc (orcsuclva)cl problcma 2 dc MATLAIl 3.4. Suponga que u v > « son vcctorcs 
cn I-' quc forman un paralelcpipcdo. Si Q cs una matriz ortogonal dc 3 • î, cxpliquc 
por quc Qu, (Js v <Js> formun un paralelepipedo con el mismo volumcn quc el formado 
por u. v y w 

14. Matrircs urtogonales: longitud > ángulo Recucrdc que si 0 es c! ungulo cntrc u y w, 
cntonccs cov (Oi = ii w u| « 

a. Sea Q la matnz ortogonal H, en cl problcma 10 anterior. Flija do'. vcctorcs alcatorios u 

y "Ùitp^fWM.blÒ98p0t.côm l ‘ k - 0 » ‘ ***** ' cl 
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coseno dd ançulo emrc \ y w \ cl coseno dcl .inçulu cnlrc CH y ÇA» Rcptla p.ir;i un 
lulnl dc Ircs p.ires dc vcciorcs clegidos v y >v 

b. Repiia cl inciso ai p;ira oira inatri/ ortogonal dcl prohlcma 10, Repila cl inciso ai para 
Q = ortb(2*rand(5)-l). (Vcriliquc primero quc esiu <J es nriogonnl i Lscribu una 
interprclacion de sus observnciones dc los incisos n» y b). 

c. Sca Q ortb(2«rand(6M), Vcriflquc quc Q cs una mairiz ortogonnl > por ende quc 
las columnus dc Q forman una base ortonormal purn I 

Scan v y / dos vcctores ulealorios dc 6 . 1. Lncucntic li, coordcnodas dc \ 
rcspceto a la ba.se dada por las columnas dc Q. Eneucntre /z, las coordcnadas dc / 
rcspccto a esla misma base 

í omparc ]x / con \\ n Repitn para otro par dc vcaore* \ \ / s describa sus 
obscrvacioncs. 

d. Hl inciso e) liene algunos ramificacioncs impon.mlcs. En cualqutcr cálculo o mcdicmn 

sc iniroduccn crrores I 'n aspccto nnportante al dLsertar algoritmos mimcricos se reftcrc 
a los crrores compuestos o acumulados. Sc puede inierpreuvr \ / como un crror; p,,r 

cjemplo, \ pucdc rcprcscntar los valorcs lcóricos > / unaaproximación Lxpliquc conm 
pucdc vcrsc en las obscrvaCioncs del inciso c| quc cl aunbio dcl proceso a Ins 
coordenadas de una base ortonormal no acumula (inctcmcnt.it un crror quc >a csta 
prcscme , Por que el eambio dc regreso a coordcnadas cstandar tampo. o .mmcma cl 
ciror? 

c. (htpiz i papd\) Sí Q cs una matriz ortogonal > \ > \\ son vcclores, pruebc que Q\ ( A> 

' \\ I nlice esia demostracion para probur que [_h \ y queel o.tfcnp dcîangulo 

cntre Qv > a» es iguul al coscno dcl aneulo cnlrc v > w 

f. {!•rp<: \ ptifvh Pmcbe sus observaciones cn cl inciso c • (F.spliquc primcro por que 
al encontmr las coordcnadas de un vector * respecto a las columtms de Jsc ,»bticnc b< 
mismo quc al multiplicar \ por una matnz ortogcmal.) 


15. Matrices de rulaciún Scrà necesario habcr hecho los probicmas '< ■■ 10 dc M.\I LAH 
4 8 Si solo ha liccho cl prublema 9. sc pucdcn rcsol\ er los mcisos a) > bi para I 
i». t onstdcrc la matriz dc rotaciòn I cn cl problema < >bi y las matnccs dc rotución ) > 
R dcl prohlcma lOa) dc MATLAB 4,8. Elija un valor para el angulo dc roiaciòn. pcr 
cjcmplo. Tt' 4 y scrìíiquc (usando cl angulo quc cligtò) quc cada muiri/ I , p, )’y p cs 
ortogonal. Rcpita para otros dos ançulcis. 

b. (/ dpizy jntpcl) Como una matriz de rotacion dc « » n cs ortogonal. las columnas dc 
la matnz forman una basc orton rmal pant I -Porquc?, Por qùc puedc cspcrarsc este 
ttpo de gcomctria? 

c. [I.,ipi: i papd) Rccuerde quc cn cl problema 10 de MATI AB 4 8. la posición dc la 
navc sc cncuentra hacicmlo las mamobras dc inclinaciòn. desvlaciòn y eiro cn algun 
ordcn Esto llcva a una matriz dc posiciòn quc sc forma cun cl prnducto de aleunas dc 
las mutnces dc rouicion F. ) y R. Expliquc por quc la matri/ de posiciòn cs una matriz 
ortogotiiU. 

d. Suponga quc la oricntacíòn original dc un satclitc cstu dada por las inaninbros dc 
Inclinación, dcsviaciòn y giro dc manera quc su mutri/ de posiciòn cs ortogonnl. I I 
ccntro dc control (oricntado a lo lurgo dc lu coordenadas estándari vcrifica pcriódica- 
mcntc la posiciòn dcl satélitc pidiéndolc las lccturas ien coordcnadas dcl sotélitc) dc 
objetos con lixalizaciòn conocidacn cl centro de control 

( ierto satòlitc manda las siguicnlcs lecturas (que se ujustan pnr.i t,<mnr en cucnbt 
listimos localizaciorics dcl ccnlro dc contrnl \ dcl sntétltc) 
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.70I7'| [I 

Vj — -.7017 para un objclo en 0 (coordcnadas cstàndar) 

; 0 l°J 

. 2130 ^ [’»' 

v, . 2130 pora un objeio cn 1 (coordcnadasesiândarl 

,9(W3 0 


IV4J »» 

v, -412' para un objcio cn 0 (coordenadas estandart 

Exphquc por quc cl ccntro dc control sabe quc algo esta mal con cl saiclilc. 
[Suj,v/vm'ií) Expliquc primero por que la matriz [v, v. VjJ dcbc ser igual a.4 I. dondc 

1 0 0 

/= 0 | (i \ leslamatrìzdeposicìóndclsntclilc.Rccucrdcquc las lccturassonlas 
0 (i I 

\ 

'\ [o'j 0 

coordcnadas de 0 . I y ti respecto al sistema dc coordcnadas tíel satélfte dudas 
0 0 I 

V \ 

por .1. la matnz dc postcion. /Qué tipo dc matrices debcn scr I y t 1 ?| 
c. Suponga que la nave se oricnta con una maniobra de inclinacíón. un ángulo de s 4, 
seguida de una desviaciòn con un ángulo de -it^3 v despucs un ciro con un ángulo de 
rc 6, Encucntre la matriz dc piisición 

Encucntre los .mgulos entrc cada uno dc los cjes coordenados dc la navc v el cjc 
i cstândar, cs decir. los ángulos cntte las columnas de la mairiz dc posición y cl vcctor 

I o I. Encucntrc los àngulos entre los cjcs coordenados dc la navc v cl cjc i estandar. v 


los ângulos cntrc cada cjc coordenado dc la nave v cl ejc r cslundar. i Vca c! problcina 
9 dc esta seccion dc MATLAB.) Explique su proccdimicnto 


16. u. Sea x un vcctor aleatorio dc 3 • I Scav x |x|. Encuentrc la matrizTV / - 2vV. donde 
/ es la matriz idcntidad de 3 ■ 3, Vcrifrquc que // cs ortogonal Repita para otros dos 
vcctorcs x iRccuerde que el comandocye crca una matriz idcntidad.l 

b. Rcpita el inciso a) para x. un vccior alcatorio dc n • I con dos valorcs difcrcnteí de n 
(Aquí / será la matriz idcntidad dc n * «.I 

c. (Làpìi v papfl) Si v cs un vcctorde longitud I en l'. prucbc quc // / - es una 

matriz ortogonal. 

il. (ieunu’tria Las matriccs que se acaban dc construir sc llaman rcílcclorcs clenicn 
tulcs. Sea v un vector unitarioen I : y construya H cómo antes Sc.i \ cualquicr vector 
cn I * Entonccs Hx es la teflexión de \ a través dc la rccta pcrpcndicular a v 

E1 siguiente programa de MAILAB ilustra esta gcomctria. Kl v cctor / calculado 
es \ proy, x y. por lo tunto. scra un vector pcrpendicular a v Vsi, / reprcsenia la tecta 
perpcndiculorav. Lsla recta está dlbujada con una linea puntcada. La tccta determinada 
por v sc rcprcscnta con una linca hlanca discoiilinua. El vcctor x original esta tra/ado 
cn rojo y el vcctor rcilcjudo h esta dibujado cn a/ul. Los rcnglotics del prognuna quc 
nrcccdcn ;i,la înstrucciôn dc craficar se ncccsit.sn pat.i establccci la pei spccl 

http://harcoval.blogspot.com 


4 1D Apmxirru . n |icir rr.m rr.ns. u.ldfadL ■ 417 


cics dc manera adccu:uJa paru quc las lontuludcs igualcs sc vcnn iguulus v los árigulo. 
reaos sc vcan como Itilcs. Cuando tcrnune esu pnrtc dc cl comando nvls pora borrar 
lacscnla dcî cjc Si está usando la vcrsión 4 0 de MAI LAB utilicc n\is( auto ) 


l'tecaucíán. La impresion direcu de la pantalla N'O manticnc longìiudcs igualcs ni ánaulos 
reclos. 


Si cstá usando la vcrsión 4.0 dc MATLAB. dc cl comondn plot antes de la> dos 
insUTJCciones dc uxis. Obscrvc lu pantalla de graficas final dcspues dc dar esti s dos comandos 

Introduzca los v cctorcs v'v y > dc 2 * I: 
v = vv/nnrm(vv); 
i= t-t ‘v*v: 

II * tve(2| -2»v*v : 

H = IIm; 

na = |\ . z. h v .-v |: 
m min(aa): M = mn\(an); 
ti\iv(|m M ni M|) 
aiHTsquare') 


plot(|() 


/(2)1. v»: .|0- 

-/(1 )|.|0 -7(2)|, 

1« 

v(l)|.|0 

v(2)|, w-.|() 

-v(l)|.|0 -v(2)|. 'vv— 

1« 

*( l )|.|0 

\(2)|,'r. |0h( 

«»1-10 h(2)|. b i 

Los veclorcssugeridos von: 





w =|0:l| 

\ |3 J| 



«• = |l:l| 

ri 

II 



vv - 11:11 

\ = |-l:2| 


c. Observando la geomctriu. dc una conclusión de la relación cnttc // y H Brucbc su 
conclusiòn para cuatro nuitriccs II gcncradas igual quc cn los incisos ul y b). 

i'ROBLEUA |7. Trabnic losproblemas o v 10dcMATl.AH 4 X v el problema l< dccstnsccción 

PROYfCTO 


4.10 APROXIMACIÓN POR MÍNIMOS CUADRADOS 

l n muchos problcmas de las cicncias biolngicas. Iìsica.s \ sociales resulla útil tlcstribir 
la relacitin entre las varinhles dcl prublenta por medici de una expresiôn matemática. 
Así. por ejemplo. se puede descríbír la relación entrc el costo, cl mgresti > la garuineia 
con la tormuln sencilla 


P = R-C 

Fn un comexto dlstìnto. se puede representar la rclaciòn entrc la aceleracUin dcbida 
.i íj çi ,'.v Ctl.ivi. d tiempo quc un t>h|c:-* lu cai«in v !.i altura a la que >l'.t niv.n.mic !a 
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lev fisica 


jr».v 0 -Vûr-igr 

donde j., es la allura inicial del objeto v v,,es la velocidad inicial. 

Desalortunadamente. no es fácil obtener fórmulas como las anteriores. Casi siempre 
es la tarea de los cientilicos o los economistas trabajar con grandes cantidades de datos 
conel finde enconlrarrelacionesentrc las variables de un problema. I na maneracomún 
de liacer esto es ajustar una curva entre los distintos puntos de datos. l-sta curva puede 
ser recta o cuadrática o cúbica. etcêtera. El objetivo es encontrar la curva del tipo 
específico que se ajuste "mejor" a los datos dados. On esta sección se muestra cómo 
lograr esto cuando se tienen dos variables en el problema. On cada caso se supone que 
cxisten n puntos de datos (t|, Vj), (.v ; . vs).(v m y*). 

On la tigura 4.7 se indican tTes de las curvas que se pueden usar para ajustar datos. 



Kigura 4.7 I'rcs curvas en el plano .n 


\ 

t 





c > C úbica 


Aproximación por una recta 

Antcs dc continuar. debe aclararse quê quiere dccir "meior ajuste". Suponga que se 
busca la recta de la l'orma i = h + mx quc mejor represente a los n datos (.r,. v,). ( n. i i). 

• * •«(V )»)• 

La figura 4.8 ilustra lo que pusa (usando trcs datos). En esta tigura se ve que se si 
se supone que las variables x y y estàn rclacionadas por la fórmula v -h + mx. entonccs, 
por ejemplo, para ,r = r, cl valor correspondiente de v es h + mx t . Lsto es diferenie del 
valor "real".y = y,. 

En la distanc ia entre los puntos (a,, />,) y (fl> í> ; ) está dada por d = 
u,) : - (('’i - b : ) : . Por lo tanto. al determinar la manera de elcgir la rectay = b + 
mx quc mejor se aproxima a los datos dados, cs razonable usar cl criterio dc escoger 
aquella que ininimiza la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valorcsy de 
los puntos y el valor y correspondientc a la recta. Observe que conio la distancia entre 
(r,,y,)y (ri, 6 + mx ,) esy, — (/»+ mx ,). el problema(parn los n datos)puedeestablecerse 
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v 



I il>iira 4.8 Los puntos sobrc lu recta ticncn coordenadas Ur. /< m.rl 


Prohlema dc minimos cuadrados en el caso dc una recta 

Encucntre numeros m v b talcs quc la sumâ 

D'i (A + mxf )) 2 + [p, - (b + otjt ,)] 2 +--(/> + mj „)| 2 <I) 

sca minitna. Para estos valorcs de m y b. la rectn y = mx -*- /> se 
llnma aproximación por la recta de minimos cuadrados a los 
dalo* (.r,. v,). (v : ,.V;).(*„..v„). 


I ! na v ez definido el problema. sc busca un método para encontrar la aproximación 
dc minimoscuadrados. I.o mássencilloes cscribirtodoen forma niatricial. Si los puntos 

(*> t>).(**. y„) están todos sobrc la recta y - h + mx (es decir. si son 

colineales). entonccs se tiene 

y, = b-+ rrtt, 
y 2 = b + rrtAS 


o 

donde 


y„ = b+mx n 

y = .-iu 

l jt, 

I x 2 

I ,v„ 
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Sí los punios no son colincalcs. cnlonces y íu - 0 y cl problcina se convierte en 



Entonces minimizar (4) es equivalente a minimizar la suma de cuadrados en (I). 

Encontrar el vector u que minimiza no es tan dificil como parccc. Como .1 es una 
malriz de / 1*2 y u es una mairiz dc 2 x I. el vector .-!u es un vcctor cn I ' íjue pertenece 
a la imagcn dc. La imagcn de .4 cs un subespacio de I " cuya dimensión es a lo mas 
dos (ya que cuando mucho dos columnas de .-1 son linealmente independienles). Asi. 
por cl teorema de nproximación de la norma en I.'' (teorema 8. pagina 405 1 . (4) es un 
minimo cuando 

,îo = proy w y 

ilondc H es la imagcn de I Sc ilustrarú eslo con una gráfica para el caso dc n ~ à 
En l ' la imagen dc .4 scrà un plano o una rccta que pasa jior el origcn fya quc cstos 
son los únicos subcspacios dc I- 1 dc dimcnsión uno o dos). Vea la lìgura 4.0. Ll vector 
que minimiza se denola pnr u. Dc la ligura (v del teorema ile Pitâgoras) se deduce qtie 
y - .!u es ininima cuando y - 4u cs ortogonal a la imagen de I. 



-I 


l iU'iru 4.9 y -. lu es ortogonal a. lu 


Es decir. si u cs el vector que minlmiza. cntonccs para lodo vcctor u I 

4 ii iy 4 ii i 
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I >ando la delimcion de producto escalar en I!", se cncucntra que (5) se vuelvc 
.lu (y - .45) - 0 

(. lu/(y - .45) = 0 tómiula (6). página 124 

< u'40(y - /tû) = 0 teorcma I li). página 122 

o 

u'(.4'y - A'Au ) =0 

La ecuación (6) se cumple para todo u ■: Ii : sólo si 

4'y - A'A û = 0 

Al despejiir íi de (7), se obticne 


( 6 ) 

(7) 


Solución al prohlcma dc ininimos cuadrados para un ajuste por linca recta 

Si 4 y v son como se definieron en 13). entnnces la rccta y = mx + b 
da el mejor ajasie (en el sentido de minimos cuadrados) para los puntos 

(r^ i ; ).<■»«,>„) cuando | - ii \ 

u = (.4'4 


( 8 ) 


Aqui se ha supuesto quc .4'.4 es invertihle. Lstc sieinpre es cl caso si los n datos no 
son colincales. I.a demostración de este hccho >e dcja paru el final dc esta secciôn. 


EJEMPLO 1 
Solución 


I ji recta quc mejor sc ajusta para cuatro datus Lncuentre la rccta qtie da e! mejor 
ajustc para los datos (1.4). (-2. 5). (3. -1) v (4. 1). 


Ln este caso 


Fmouces 



u =(.l' ll '4'j 



-6Ì fl 

4 il 


í 4 

111] 5 

-2 3 4,i-I 

I 
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Por lo (anto la recta que mejor se ajusta está dada por 

v = 3.57 - 0.88.r 

E>la rccta > los cuatro datos se hosquejan cn la ligura 4.10. 



Ki{;ura 4.10 La rccta que mejor se ajusta a los cimtro punlos cs> 3.57 0.88jt ♦ 


Aproximación cuadrática 

Ahoru se desea ajustar una curva cuadnitica a los n datos, Recuerde que una curva 
cuadráiica cn ,v cs cualquicr cxprcsión de la forma 

f V=t/+ hx + c.r (9) 

La ecuaciòn (0) cs la ccuación de una paráhola en el plano. Si los n datos estuvieran 
sobre la pûrábola. se tendria 

v, = a + ferj + cx; 
v 2 = a + hx 2 + c.v; 
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EJEMPLO 2 

Solutinn 


Kl sistcina < 10) se pucde volver a escribir como 

y — .'ÍU 

como antes. Si los datos no cstán todos sohrc la rnisma parâbola. enlonces v - .-lu * 0 
para cualquier vcctor u. y de nucvo el problema cs 


Encontrar un vcctor u en I- 1 tal quc \ -. Ju| sea niiniina. 


I sando un razonamiento similar al anterior. se pucdc demostrar quc si al menos tres dc 
las x, son ditercntes. entonces A'A cs invertible y el vcctor quc minimi/a al vector û est.i 
dado por 


u = (,4 , .4) _l .4 , y ( I 2 ) 


Fl mcjur ajustc cuadrático jiara cuatro puntos Hncuentre el mejor ajustc cuadr.i- 
tíco para los datos del eiemplo 1 . 


Aqtii 


r l I 

1 -2 

c 

4 



'ì 11 1 



f 4) 

5 

l 3 

1 4 

9 

lój 


A'~ 

1-2 3 •) 

1 4 9 16 

) 

y = 

-1 
l 'J 


Entonces 



r 4 

6 

30 ì 



3564 

396 

-3% 

r.4 = 

6 

30 

84 

. 

(A'A, 1 - - 

396 

516 

-156 


30 

84 

354 J 

% 

• 9 « 

-3% 

-156 






3564 

396 

-3% 

fl 1 

1 r 

4 

d 

II 

î 

A) 'A'y 

-• r ' 

3% 

516 

-156 

1 -2 

3 i 

5 

* 



1 

-396 

-156 

84 

1 4 

9 16 

— i 

, ij 


^3564 

396 

-396 

r ^ 

i l'17820'j 

3.75' 


- 

4T*3 

396 

516 

-156 

-5 

= 7ïïtH 

3852 * 

-0.81 




-156 

84 J 

, 3 ‘, 

{ -180 1 

l-H 



Asi. el mcjor ajustc euadráUco para los datos esta dado por la parábola 
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EJEMPIO 3 



v = J 75 - 0.8l.t — 0.04i* 


I içur:i 4.11 La ccuaeión cuadrática \ _ 3.75 - 0.81 v - 0,04x- es e! mcjor ajustc 
cuadrático pnm los cuatro puntos 


La tigura 4.11 presenta una gráfica de 1a parábola v los cuatro puntos. 


'Xo/a. Si n es grande. entonce'. el câlculo dc (.4'4) 1 puedo llevar a una gran cantidad de 
errores numéricos. En oste caso es ntucho más eficientes encontrar »i resolvicndo el 
sistema(,4'.lu) = .4'v por cliniinación gaussiana. De ltecho. rcsolver .l'.lu - 4V por este 
mêtodo es casi siempre más eficicntc que calcular (.4'.4) _1 cuando n à. 


E'.l niejor ajuste euadrático para cinco puntos puede proporcionar una cstimación 
para g E1 método de ajuste de curvas se puede usar para medir las constantes físicas. 
suponga. por ejemplo. quc se deja caer un objeto desde una altura de 200 roctros. Se 
toman las siguientes mediciones: 

Ticmpo tnmxcurriilo VltunHcn mclnisi 

0 200 

1 195 

2 180 

■I 120 

6 25 

Si un objeto en la altura inicial. en reposo. se deja caer. entonces su altura despué- de t 
segundos está dada por 

s = 200 - tgr 

Para estimarg. se pucde encontrar un ajustc cuadratico para los cinco puntos dados. Los 
cocficientes dcl tcrmino r serán, si las mediciones son buenas. una aproximación 
ra/onahie . httpy/harcovaliblogspot.com! 
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I 0 0' 

1 I I 
A = ] 2 4 . 

I 4 16 
I 6 36, 


Enionccs 


fl I I I 1 
A'= 0 12 4 6 

0 I 4 16 36 


' 5 13 57' 

J'A= 13 57 280. 

57 289 1569 


200 

195 

>•= 180 
120 
l 25 j 


5912 -3924 508Ì 
4596 -704 
k 508 -704 116,1 


5912 -3924 508 1 | | j | | 95 

'i = -3924 4596 -704 0 | 2 4 6 180 


508 -704 116j 10 I 4 16 361 120 

. 25 


5912 -3924 508' 720 1504080 > 200.44 

—3924 4596 -704 1185 =J_ -8460 « -113 

508 -704 116 (3735 -35220 4.96 


Los datos sc ajustaron con la ecuación cuadrática 

j(/> = 200.44 - 1.13/ -4.69/ 2 
y sc tiene qnc = 4.69. o sea, 

X = 2(4.69) = 9.38 m/segr 

F.sto es razonablcmente cercano al valor cornxto de 9 81 m .segv Para obtener una 
aproximaciòn tnas cxacta de £ seria necesario obtener observaeiones mâs exactas. 
Observe que el término -I 13/ representa una velocidad imcial (hacia abajot de 1.13 
m/seg. 4 

• 

Se observ a aqui que las aproximaciones dc polinomios de gmdo mas alto se obtienen 
de manera idéntica. Vea algunos delalles en los problemas 7 y 9. 

Fa>ta seccíon se concluve demostrando cl rcsultado que garantiza que la ccuación 
(8) será siemprc válida. excepto cuando los puntos estén en una mtsma recta vertical. 



1EOREMA 1 Sc 


4enr*.y supongti que’no todas lasx, son 
(3), la matriz. I'A esuna matriz inveriibìe de 


m J J. n P 
ladâ como 


tOdoi los datos cstán sobre la recta v enical 
poìr supuesto, eáa reeta 
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Dcmostración Sc ticnc 


m 







k Cotno no todas las x, son icualcs. las colunnas de .1 son lincalmcntc indcpcndientes. 
Ahora bien. 






's 








% 


Si A'A no es invcrtible, cntonces det A'A - 0. Lsto significa quc 


/. N 


L 7) 

n „ 


•> X*. 

1 x 2 

= 


• 


i« it 

1 X M 


!.*> ï x > 

\ t 




Sca u 



n 5>’ = |^ r < 


Entonces 



(13) 

lh 


l«P u u=«. N ; = £y u 

»•1 i i 

de mancra que la ecuación (13) se puedc rcstableccr como 

lepjal^lux ! 7 I 

sacando nii/..çuadrada Se obtienc 


V 








|u • *| = |uj |x| ■ 

Ahora, la desigualdad de Cauchy Schwart/ (página 406) dice que |u x| |u| \ 
en donde In igualdad se cumple si > sólo si x es una constante múltiplo de u Pcro u y 
x son las cohimnos dc A que son linealinente indepcndientcs. por hipôtesis. Esta 
contradicción prucbn el teorema. U * 
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PROBLEMAS 


4.10 

Autoevaluación 


I. La rccta dc minimos cuadrados pora k» datos (2,1), (-1.2( y (3, -5) mínimiznra 
n. (2 - # + m)? - f-1 - (M 2«)]- 4 - ím)f 

b. (1 - (/»+• 2m)] J + 12 -(h- m)] J + {-5 - (h + 3m)] J ' 

c. |1 - (A + 2m)) J +12-(/>- m) 3m> 

d. PT-(6 + 2]] 1 +t2-(*- I)] : * f-S -(b - 3)]* 



lín los problcmas I al 3 cncucntrc In recta que se niusta meior a lo> punto • dadus. 

1. 11.3). (-2,4). (7.0) 

2. (-3.7). (4.9) 

i. (I.-3).(4.6). (-2.5). (3,-1) 


Fn los prnbtcmns I al i> cncucntrc cl mcjor ajustc cuadrátjco p;tra los puntos dad>>> 

4. (2, -5). (3.0),(l. I), (4, -2) 

5. (-7.3). (2. 8t. (1.5) 

fi. (I. -IM3.-6MS.2U-3. I). <7. 4) 

7. Ln ccunción cùhicn jtcnernl estn dndn por 

<t * hx + cr - dx 1 


Dcmucstrc quc Lt mejor apiminucidn cùhica a n puntos tçstá Jada por 


= (.r.l) M'v 


dondc v Cs conto se deíinio v 


1 = 


f* «i "3 *í' 

I t. < < 


v 


8 . Encucntrcla mejoraproximncion cúbica ptmi los puntos t3. -2i. (0.3). t-l. -ti. i2. 2tv 

< 1 . 2 ). 

9. I I polinnntio uettcral dc çr.tdn k cstá dado por 


u,. * o,v * o.v’ + <i ( r‘ 


Respuesta a la autoevaluación 
l.b 
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Detnuestre que el polinomio de grado k que mejor se ajusla a los » puntos cstji dado por 

[A'AY 'A'y 




u = 


a, 

\ v 


donde 


.4 - 


fl Tj r, .t', 
I X, IS • • • xi 


1 •». K 


"/ 


10. Los puntos 11. 5.521, (-1. 15.52). (3.11.28) y (-2.26.43) están todos cn una parábola 
n. Encuentre la parábola 

b. Demuestre que y - lu =0. 

11. Un fabricante compra grandes cantidades de refacciones para cierta máquma El cncuentra 
que estc costo depcnde del numcro de eajas compradas al mismo tiempo > que cl costo por 
unidad disminuye conformc cl número de cajas auincnta. Supone que cl costo cs una 
función cuadrática del volumcn y de las tacturas anlcriores obtienc la siguicnlc labla: 


Numern de cajii» t osto lolul 

cuutpnidtt» idnlarcs) 


in 

15« 

30 

260 

50 

325 

100 

500 

175 

670 


Encucntrc su función de costo total. 

12. l'na pcrsona lan/a una pelota al airc hacia abajo. Lo altura que alcanza csta dada por v(r> 
= s fì + Vf-, 1 4 iyr. Sc toman las siguicntcs mediciones: 


1 iempo Iranvcurrìtlo 

\ltura 

Ivcpnilovl 

1 P<c») 

1 

57 , 

1.5 

67 

2.5 

68 

4 

0.5 

L'sando los datos. estime 

a. la altura a la que se dejó caer la pelota. 

b. la velocidad micial 

c. g tcn piesseg 3 ) 
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MANEJO DE CALCUIADORA 

Fn cstadisiica, un problcmn importante es encontriu la recta dc mínimus cuadradns Ln el 
conicxto dc esladiîtica. el procedimicnto para hacerlo sc llantu rcgrcsiún lincul Encontrar 
cl mcjor ajustc cuadratico sc conoce como rcçresión cuudrútica. ctcvtera La rcgresión lincul 
es una hcrramicnta de uso común > prácticiimcnte todas las calculadoras que grafican pucdcn 
calculaj los vulorcs de m > h unu ve/ uue sc mtroduccn los datos 


o !a leclu STAT Sc \ olvera u calcular 
(I. 4>. t-2. 5). (t, -l | y (4. I). Presione 
Lsto tlcne d cfccto dc dar el nnmhre dc \ 
''tnt > > st;it a las coordenudas u,i. rcsp ectivamcnte. Despucs dc .tj - 1 . 1 , 4. t, 2. i- = 

• **3* '•>> l. v.i 4, v.-| HXTT ♦ AhoraseintToduccn losdatos Prcsionc I p| 


ENTER 


(CALC' ENTER 


ENTER > sc dcsplicga 


Ahora presionc 


LINR, > aparece lo siguicntc: 

LinR 

u - 4.57142857143 
h -.880952380952 
corr = -.846.391670113 

n -= 4 

La rcota de regrcsion en la TI-85 cstâ dada como v a ■ hx . dc muncra que e. 

t = 3.5714285714.3 0.8S(W52380952r 

quc es lo que se obtuvo icon menos lugares desimalesi en el cjcmplo I coit" significa 
coeficientc de correlación" cuya explicación pertcncce a un cuiso de cstadistica La n - 4 se 
rcfiere a cualro dutos. Para ohtcncr cl ntejor ujusle cuadrático con los mismos datos. se comien/a 
como ante.s hasta quc sc dcspliega 

x = v Stat v = v Stat 


Después sc oprimc 


MORE 


(P2REO > se despllcga lo siguientc 


PRcgf = |-.037878787879 - 810(>06«60606 3.75 J 

lo que denuta cl poltnomio 

t =-.0378787X7879ri- .810ti0606060(».v - 3.75 
que cs lo que se obtuvo cn el ejemplo 2. 


t Si apareccn almmos dai.'s oprlm.i 


F5 | íCI 


Riv cn el niodn fclJII parj bmrarlos 


http://harcoval.blogspot.com 



430 


Cjpi'tulo 4 tspjctos vcctnnales 


Tnmhic n sc pu cdcn obtencr cur\as Jc rcgrcsion con polinomios do tercero y cuurto erado 


oprimícndo 


F2 


<P.WKG)o F3 j (P4REG) cn lugar dc | F1 en cl ultimo paso. 


CASIO fx-7700 GB 

Se pucde calculnr la rcgresión lincul. pero no lu curva dc rcgrcsión cuadrnticn Pani comcnzar 
“0 aparccc algo similnr a: 


oprima 


MODE 


SfflFT 


RLN I.IN-RhG 
S-data NON- 
S-eraph \< >N- 
G-tvpe REC CON 
nnelc: Dcg 
display: Nrm I 


Dcspucs oprimn j MODE j 4 pnraemraralmododcregresionlincal. Dclosdatoscomo 
1.4 [ Fl j -2.5 j F1 ] 3.-1 | Fl j 4.1 [ Fl] j~ F6 j IO G> 

La recta de regresión lineal eslá dada como t î • Ht. Prcsionc H \ [ ENTF.R 
aparece 7.571428571; dcspues 0 »> 


ENTER 


daru -O.XK(N.«23XI. 


F.n los problemas 13 al l(» encucntic. con ocho cifr.is dccimalcs, la rccla de regrcsinn p.tra los 
dato.s dados 

13. (57.84»; (43.91).(71,36»; (83,241; (108. 15>: < 141 ,8t 

14. (0.32.14.16); (-029,51.3); (0.58. -17.4»; (0.71. -29.8); (0.44.19.6); 
(0.88.-46.5) 

15. (461.982); (511.603): (846.429); (599.1722); (806.2415); (1508.3295); 

(2409. 5002J 

16. (-0.0162,-0.03151: (-0.0515.-0.0813); (0.0216.-0.0339); (0.0628. 0.0616); 
(0.0855.-0.0919); <0.1163. -02105); (0.1316. -0.3002); 1-0 4416.-0.8519) 

Ln l«> problentas 17 al 20 cncucntre lu curva dc rcgrcsión cuadratica para Ins datos dados. 

17. Los datos dcl problcma 13, 19. Los datos del prohlcma 15. 

18. I.os dau>s del problcmas 14. 20. Los dntos dcl problema 16. 


MATLAB 4.10 

1. Considcrecl conjuntbdcdatns (1,2), (2. .5),(-1,41,(3. 5,-1 ), 12.2, 4>y 1 4. — 2 1 . Sca \ un 
vcctor de 6 ■ 1 quc contienc las coordcnadas x y sca y un vcctor dc 6 • 1 con lus coordc- 
nadas v. 

a. Dé .4 ~ |oncs(6.l )tt| y explique por qué I es la ntatri/ usada para encontrar cl aiustc a 
estos datos con la rccta de mmimos cundrados, 
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h. Encuentre la solución de nunimos cuadrados u l.IVI) '.4’y. Encucntrc v \\y y 
comparccon u (Hl comando diagonal invcrtida “ " en MAH.Âtí cncuemnt la soluciòii 
dc mlnimos cuadmdos para un xiMerna de rungo complelo sohredeicmiínado.t 
c. Encucntre y - -4u|. Elija vx = u + |.1;-.5|, encucntre y - ,-fw y comparccon y lu 
Repita parn otros dos vectores w. Explique que partc de la tcorta de aproximación por 
mínimos cuadrados ilustra esto.proy t ,y 

d * La teoría de aproximation por minimos euudrados asegura que tu pr..> y. donde H 
cs ia imujjen dc -I y u cs la soluciôn de tninimos cuadrados Encuentrc prov y usando 
H urth(A) como cn el problcrna ?a) de MATI.AU 4 0 Vertfiquc que lu pro\ ,y 

e. I a s isualizactón de los datos y dcl ajustc con la recta de minimos cuadrados ptiedc scr 
util bl siguiente proyrama dc MATl \B cncuentru los cocficientcs para cl aiuste con 
la recta, genera varios valores de la coordenada.v (cl vector sucvalua la eeusción de la 
rcvta para cstos valores, grnficael conjunto de dalosoriginalcs con signos dc * cn blanco. 
y grafica la reeta de minimos cuadrados 

\<>ia. f*or supucsto, para gratìcar una recta no se rcquiereevuluarla ccunciòn para varíos valores. 
por lo que en rcalidud no cs neccsario encontrar cl vector s. Sin embargo. para çraficar ajustes 
con polinomios de grado mas alto (o cvponencìalesl se ncccsha ev aluar lu funcibn para varios 
valores dc «. I a gcncración de s se induye aqui para proporcionur cl modelo dc MATLAU que 
ncccsitard sôln pequchas rnodificaciones para otro tipo de ajustcs. 

u = A\y 

s = min(x):(max(x)-min(x))/tOO:ma.\(*); 

fit *= ti( I )=u(2)«s 

plot(x.y.'w«Vs,fiO 

^Purcce un ajustc razonablc la rccta de minimos cuadrados para extos datos ’ 

f. t tilice la ecuacion dc minimos cuadrados para aproximar un valor dc v para r = 2.9 

2. Considere losdatos en cl problema 11 deestasecciòn. Sea x un vcctordc 5 • I quc conticnc 
los valorcs dcl núntero de cajas compradas Sea y cl vector dc 5 * I con los valores 
correspondientes del costo total 

a. I I problcina pidc un ajustc cuadrático. De \ = |oncs(5.l) x x.*2| y cxphquc por que 
csta malriz cs la niatriz usada para csc ajusle. 

\«la. FI punto (.) antes del simbolo ***"es imporuntc Lc dice aMATLAB quc elcv c al cuudrado 
cada componente dcl vcctor x. 

h. Sjga las nusmas instrucciones de los incisos b) al cl del prohlcma I anlcnor. cxcepto 
para cl inciso hi, seieccione » *omo un vector de 3 ■ I. por cjemplo >t = u + 
|.l;-.2;-.()5|: para cl inciso c) use fil = u(l)+u(2)*$ ♦ u(3)*s. A 2: 
c. I sando la ecuacìôn cuadràtica dc minimos cuadrados. cstimc el costo tolal parn 75 cajas 
y estimc el costo total para 200 cajas. 

3. Irabaje el prohlema 12 de esta sccción, 

4. Es importantc obscrvar las grúfìcas dc los datos y la solucion dc mímmos cuadrados. I 'na 
soluciòn de minimos cuadrados puede estar b;istantc at'ectada por uno o dos puntos 
Alçunns datos pucden ser muy distintos al resto de los cllos Éstos sc llaman puntos 
dispersos Los puntos dispersos puedcn indicar errores cn los datos o un comportamienlo 
poco usual que puede invcstigarse más. 

a. Sean x y y dos vectores quc representan los datos del problema I dc csta seccion. Se 
ugrcgará el punto ( 1 . 5 . -3.8) al conjunto de datos. Sea/ 1.5 v r -3.8 Formc xx = 
|x:r| \ yy = |y:«| 
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i. De el coniando plot(tx,)’y,'w»‘). localice el dato adícional y explique por qué se 
puedc considcrar un punto disperso. 

ii. Sc graficará la rccta de ajuste de minimos cuadrados para los datos originnlcs y cl 
mismo ajuste para los datos aumcnlados en la tnisma grâítca para quc sc pucdan 
cotnparar. 

lincucntrc u. la rccta dc solución dc mintmos cuadrados para los datos en \ y y 
Encuentre uu. la recta de soluciótt de mfnimos cuadrados para los datos cn \x y yy 
Forme s igual que en cl problema le| anterior usando \\ en lugar de \ Encucntre lït 
igual quc cn cl problcma le) usando u \ encuentrc filI usando uu Dc cl comando 

plot(x.y.r. t, «o .s, fit, r’.s, fitl, 'b') 

Estc comando graficará los datos originalcs eon un * blonco («• cn cl comando) 
y cl punto dispcrso con una vocal o blanca <»o). La rccta dc ajustc para los datos 
originales qucdará cn rojo (r) y la de los datos aumentados cn aail (b), 
ili. Describael efectodel punto disperso sobre larecta dt ajuste dc mtntmos cuadrados. 
( Quc recta piensa ustcd que representa mejor los datos? 
b. Hepila el Inciso a) para r = 4.0 y I = 4,5, 

5. a. Para los datos en el problenta de ealculadora 16: 

Encucntrc la matri/ f para la recta dc ajuste dc mínimos cuadrados y dcspués 
cncucntrc u. la solución dc minimos cu:idrados 

Encuentre B. la matriz para un ajuste cuadratico dc mintmos cuadrados y dcspues 
encuentre v, la solucion dc mínimos cuadrados. 

Encucntre [y lu y |y B\ . 

Grnfique los datos y antbas curvus de mlnimos cuadrados cn la rnisma gràfica: 
gcncre s y fit igual quc en cl problcma lci anterior y gencrc fitq = v(l) + v(2)*s + 
v(3)*s. A 2:. Dcspués dc plot(\. y, « •'. s, fil, 'r'.s, fitq. h ). 

Analicc cuál de los dos trccta 0 cuadràtico) es un tnejor ajtisre Justifiquc su 
condusión con cl trabajo realizado. 
b. Rcpita el inciso a) para el problema dc calculadora 14. 

6. Se tomaron. del H briii Mmanac. los siguicntcs datos sobre cficieneia de combustibic cn 
tni gal (millas porgalón, mpg» parn aulomovilcs de pasajeros en Estados Unidos. 


Pnmtvdiii dc rape p»m iiutumnv ilc> 
Ano dc pasiijcrtiv cn Lslmliis t nidnv 


1980 

15-5 

1981 

15.9 

1982 

16.7 

1983 

17.1 

1984 

17 8 

1985 

18.2 

I98t» 

I8J 

1987 

19.2 

1988 

20.0 


u. Encucntrc una rccta dc ajustc por minimos cuadrados y gratlquela. < c 0 rcprcsenia 
1980. x = 8 rcpresenta 1988. etc.) Analicc si la rccta parecc un ajuste razonablc para los 
datos. 

b. Supomcndo quc la tcndencia continûa, utilicc la ccuaetón dc la rccta para prcdccir el 
atìn cn quc cl promedio dc mpg scrá dc 25. 
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7. I na discrtndora mdusinal contrata sus scnicios profesìonalcs para consultarlc sohre un 
cxpenmcnto quc llcva a caho fclln cstn intercsada cn saher quc cfccto nenc la tempcratura 
sohrc la rcsistcncia dc su prnducto. Cnmo los costos involucrados son altos. la discnadora 
tiene un limìtc cri la cantidad dc datos que puede obtcncr 


Tempcmtura 

N'ivcl de rrsivtcucia 

OOO 

10 

600 

4-1 

700 

48 

?no 

40 

700 

50 

9(81 

48 

950 

40 

950 

45 


fcncuentrt unn recta dc mimmos cuodrados quc se ajustc i un cursa i u.idr.itua de 
mimmoí cuadrados que se ajusie, ijratiquc amhas \ partir de cstc analisis .uçumentc >i 
crcc quc lu> csidcncia de quc la tenipcraiura ticne alç;un cfecio sobre la rcsistenciu >. si 
es asi. dipa que tcmpcratura iccomcndaria para fahricar d producto mas fucric i \ alores 
mayoresdc nivel dc rcsislcncìa indican un producto m.i*. fuerte 


8. En cl disco ha> un archivo mile.m que conticiie datus dcl II arU Umanc. para ncmpos 
rccord cn la carrera dc una niilln v cl aflo en quc sc locraron idc 1880 a I is c i 

Oi cl comandu mile Lsto carçorn las variahles dc los datos cn cl orchiv La p.sntalla 
no desplcgara nada. Los datos dcl uiìo se almaccnan en la v ariable \m > luv tícmpos rccord 
en la variahlc ym. Piu-a desplcgar los datos de |\m >m| 

Los valores en \m >c cncuentran cntre S0 y IK C . dondc So reproenta el afl\> 1880 > 

I cl aflo 1085. Los licmpos en ym están cn scgundos Sc cucnta con 57 datus. 

*• Emcuentre la recta de mmimos cuudrados y urafìqucla. ..Es esta rccta un ajuste ra/ona- 
blc? 

b. A partir dc la pcndicnte dc larccta. detcrmineel numero promedio dc sepundos poraflo 
quc ha dìsminuido cl licmpo rccord 

c. Si ln tcndenciacofitinún, prediya cvándo se rompcra la barreradc unamilla en < mlnuttis: 
es decir. cuándo iKumrá el tiempo récord de 3 mínutos o mcnos ..Picnsii que la 
tendcncia continuarâ'' 


9. C recinitcnio de población Con ffccuencia sc dicc que el crecimicnto de la población es 
exponcncial. Dc cualquicr mancra. ia recta de ajustc dc minimus cuadrados puede scr 
vallosa si sc usa junto con una ntx/imiòn dc los valores de los datos. Si x > p tienen una 
rclíicion cxponcncial. esto significaquc/> = .-lc'* para algunns con.stantcv í > k L'sando los 
ptopiedadesdc los logantmos. secncucntru que Ini/.-i Im r i Lt. Observe quc \ v lm/'i 
licnen una relación lineal 

Asl. si sc espcra una rclacion exponcncinl. sc rexpresan los daros i.r. />i cn tcrminos 
dc los datos i.t. In(/>)| y sc cncucntra una solucióu dc mínimos cuadrados piir.i revprcsar 
loîdatus. Esioconduce,»im/M »« - h y. por |utantu./> ,. el .ìj'iu.c t-sp iiencul 
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n. En seguida sc dan los datos dc pohlación para Estados Unidos para cada década dc 1800 
a 1000. 


Pabljiciún 

AAo (cn milloncs) 


1800 

5.3 

1810 

7.2 

1820 

9.6 

1830 

12.9 

1840 

17 1 

1850 

23.2 

1860 

31.4 

1870 

38.6 

1880 

50.2 

1890 

62.9 

1900 

76.2 


Dc» = |0:l0|’ .(Losvalores.vsontalesqucv^Orcprcscntn 1800> .« 10representa 

1000.) Sea p el vector dc los vnlorcs dc población corrcspondiemcs. Dc y lojj(p); 
i. Encuentre la rccta de ajuste dc tninimos cuodnidos para los datos cn v > y. 
Encucntrc s > fìl igual quc cn cl problerna lci anterior. Dc 

fite = e\|Hfit); 
plot(\. p. '*w. s. fite) 

Aqui e\p(fit) encontrará la exponcncial c'" ,,Sc purece a una cxponencial d 
crccimicnto de la población? 

ií. Suponiendo que la población continûacreciendo a lamismatasa, ulilice la soluctòn 
de minimos cuadrados para prcdccir la población en IU50. (Encucntrc cl \alor i 
usando la solución de la rccla dc mlnimos cuadrados y despucs cncuentrc la 
población p usando p c ■.) 

Ii. En latabla siguientc se cncucntran los datos de población para Estados l nidos de 1910 
a 1980. 


\Ao 

l’nbljicicin 
(cn mitlonrs) 

1910 

92J 

1920 

106.0 

1930 

123.2 

1940 

132 2 

1950 

151.3 

1960 

179.3 

1970 

203.3 

1980 

226i 


L Con estos datos > con su provccción dc poblaoión en 1950 del inciso a). cxplique 
por que parcce que la tasa dc crecímiento disntinuyó cn cl segundo siglo. 
ii. Encucntrc cl ajustc cxponencial dc mínimos cuadrados siguicndo los pasos dcl 
inciso a). Asegúrcse dc usar los logaritmos dc los valorcs de la poblacion para y 
^Es todavia e.xponcncial el crecimiento dc la pohlación? 
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iií. Hxplique dc que manera. los coctìcienies en lasuiuciôn de mimmos euodrddos dcl 
inciso ai y el inciso b it) mueslran que la t.isa de crccimiemo liu disminuido, 
is. Suponicndo que el crccimienio de la poblaciòn contimu como en artos rccientes. 
prcdìga la población para el arto 2000 usando cl ajuste cxponcncial del ìnciso b//| 

1(1. Cieulogia miiUTa Los gcólogos estudian la composiclón de rocas \ mmerales en las 
formacioncs para rcunir información sobre ellas. Estudiando las rocás metamorfìcas \ 
determinando aspectos como lcmperatura \ prcsìón a la que se fonnaron \e obtcndrá 
información útil sobrc las condicioncs presentes cn el mornento de fomiación I n mincral 
común es el gntnatc Se S3be que el coctìcientc dc distribucion de fe-Me del granate es 
altamente ilependiente de la tcmpcratura a la quc cste se formo (Aqui. eì coeficícnte de 
distrihución Fe-Vlg sc rclacíona con las proporciones dc flerro (Fe) \ magnesm (Mgi cn 
cl granatc.) Sin embargo. la cantidad dc calcio (Ca) cn el granatc tambien afecta cl 
coeficicntc dc distribución Fc-Mg Sc pueden hucer correccioncs a las estlmaciones de 
tempcratura si la relacion cntre la canlidad de calcio presentc \ el coeliciente Fe-Vlg del 
granatc sc puedcn dcterminar Se reunicron los siguienres datos dc las muestras de urannte 
tomadas en las montanas de Fsplnnadc cn Britisli Columbia 


Fnieción niolrcular de Ci 

( ucfiricntr dc dislnlmriún Fc-Mg 

.1164 

.12128 

0121 

17185 

»562 

13365 

003! 

1485 

0664 

12637 

,I72K 

10406 

.1703 

.10703 

1443 

1180 

1824 

OW52 


rROBIFVU 

PROYFCTO 


Eneucntre la recta dc minimos cuadrados >• grafiqucla. lìilicc la fracciôn molccular 
de Cu pnra las coordenadas x y cl cocficiente de distribucion Fe-Mg pura las coordenadas 
» 1 .1 icncn •os datos. cn apariencia. una relaciòn linealEscriba la ccuación de In rccta de 
minimos cuadrados. 

II. Ccologia prtrolera Las formacioncs nxosas sc cncuentran fomiando cupas Los 
plicgues en fas rocas pucden estar causadas por dcformaciones dc compresión. Fn pliegucs 
simples. Ilamados deformacioncs •nticlinalcs. euando sc compritncn las capas Inferio- 
rcs. ocurren t'racturas que empujan a la roca mas arriba de su nivel dc fonnaeión oríginal 
lllamado nivel «le ilatos referencia I El diagrama esquemáiico siguiente representa uno 
sección tronsversaL 

Petrólcoy gaspucdcn quedar atrapadosen lapartedel plicguc dondcocurre la froctura 
F.xiste un nivcl más abajo dcl cual no ha ocurrido comprcsión. por |o quc no hny fractura 
y por lo tanto no hay petróleo ni gas, Estc mvcl sc llanta nivel de (lesprcndimirnto Ls dc 
intcrcs estimar la profundidad dcl nivel de desprcndimiento. \ a que una compania petrolera 
pucdc, cntonccs. concluir ra/onablcmcnte si scrtn o no cconómico hacer una pcrtorncion 
más profunda para cncontror pctróleo 



cotnprcsHm a tn 
largo del mvcl de 
dcsprcudimicnto 
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Si s,e supone que un plieeuc ttcnc una sccción trans\crsal uniformc, cntonccs la 
conscrvacion dcl volumcn de la roca itnpltca que cl area dc la roca arriba dcl nivcl dc 
rcfcrcncia (etiquetado con .S' en el dtagrama) debc scr icual al arca de la reea conjprímida 
t rcprcsentada porcl árca sombreada cn cl diagrama t, Asi S t'>h. dunde h es la profundidad 
del ni\el dc dcsprcndimicnto v D se llama desplazamicnto Observe que S tiene una 
relación lincal con h. 

L sando imûgcncs sismicas dc las sccctones transversales, los geòlogos pttcden apro- 
\imar cl arca dc exceso (,Vt arriba del nivel de rcfercncia cn varios puntos dcl plicgue. L n 
rnétodo reciente. propuesto para cstimar tnnto la profundidad del desprendimiento coitio 
cl dcsplazamicntn, utílíza mfnimos cuadrtulos. lil proccso iltcluye la medicíon dc las árexs 
dc evceso tcoordenadas 1 1 y la mcdición dc la profundidad de aigún nhcl dc rcferencia 
fìjo arbitrario (coordcnodas tt. La rebción cntrc cl árca dc cxceso > la profundtdad del 
nivcl dc refcrencia serà lineal y. de hecho, será sólo una traslaciòn dc la recta quc relaciona 
cl arca dc exceso con la prnfundidnd dc! desprcndimicnto Ast. la pendicnte de la rccta será 
aproxtmadamcntc P. cl dcsplazamicnto. l.a profundidad del desprendimiento correspon- 
dcrá a la coordenada * del punto sobrc la rccla para cl cual cl árca ilccxcesocs 0 (ccro)\a 
que no hay compresión justo abajo dc cstc ni vcl y, por lo tanto, ninguna roca fuc empujada 
hacin arriba. . 

a. Los siguicntc datos se obtuvieron con las mcdicioncs hcchas en vuríos nivclcs de 
refcrcncia y distintas localizacioncs cn c! carnpo Tip Top. un campo petrolero en 
proilucciòn frente al cinturôn central dc NVyoming. 


Distimcia jI im d tlc 
rcfcrcnciu (km) 

Vrra tlc rxccsn 
íkm i 

3.13 

2-19 

7 6R 

1.88 

2.50 

1.73 

2,08 

1.56 

1 69 

1,53 

1 37 

1.39 

1.02 

1.12 

.76 

96 

.53 

.69 


i. Encucntrc la recta dc njustc dc rninimos cuadrados \ su gráfïca.. Parccc nizonable 
la relación líneal; cs dccìr. parece razonable que cste plicgue puctla ser una 
deformncion nnticlinal ? 

íl. Encucntre la aproximaciòn al desplazamiento y a la profundidad del desprendi- 
iniento. Uasado cn cste análisis, cscriba un informc rcsumiendo el conseio quc da- 
ria a la compaflfa petrolera. 

I». nxistcn otros tipos de pliegucs; uno muy común es cl plicgur dc fulltt indinada Kn 
cstc caso cxistcn dos nivelcs de intercs. los niveles dc desprcndimicnto supcrior c 
inferior Fntre estos dos mveles, el exccso de rocas cs cmpujndo haeia atríba \rriba 
del nivel superior. parte del cxccso de rocas cs cinpujado hacia aniba \ parte horìzon- 
talmente idcsplazadoi lista estructura diferentc tienc otras implicacioitcs para cl 
polcncial dc pctrólco atrapado. L n cxamen cuidadoso dc los datos > un proecso dc 
mínimos cuadrados difcrentc puedcn indicar la presencia de este tipo de plicgue. 

Para estc pliegue de l'alla inclinada. la rclacion cntrc la profundidad dci despren 
dirntento y el área de cxccso consislc cn dos rcctiLs. en dondc la rccta dc arriba tienc 
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PROBLEMA 

PROVECTO 

M 



h 


fumlidad dcl nivel dc refcrcncia si sc observa que los puntos se pucdeti clasificur cn dos 
subconjuntos naturales. ( ada suhconjimlo tendna un ajusie dc rccta dc minìmns 
cuadrados F.sto se llama ajusic por |iartes Estas rcctas scrian Iraslacioncs de la 
rclación entre cl area dc cxccso v la profundidad dcl dcsprendimienio 

El nivel de dcsprcndimicnto ínferior scria cl punto en cl quc la tccta infcrior 
intcrseua at cje h. La coordcnada h dcl puntn de intcrsección dc las dos rectas sciia l.i 
clcvación dcl nivcl de desprcndimicnto supcrior porcncima dcl nivcl de refcrcncia. La 
difcrcncía cntrc las pcndicntcs dc las dos rcctas rcprcscnta el desplaîuimiento horizontal 
dc la roca a lo largo dcl nivcl de dcsprcndimicnto superior. 

Para los datos antcriores dcl catnpo Tip-Top. sc quicrc invesligar si scrta razonahle 
intcrprctar cl plicguc como un plicguc dc falla inclinada. 

i. Primcro. cncuentrc b recta dc mmimos cuadradox para todo el umjunlo de datos 
y encuentrc y - lu dondc .1 es la matriz asada cn cl aiuste dc minimos cuadrados 
y u Ci * a solución dc minimos cuadradov, Rccucrdc quc y iu - midc la suma de 
los cuudnidov dc las distancias cntrc cada valor.» de los dntos y el valor i 
corrcspondientc a la recta dc mtnimos cuadrados 

ii. Dcspués. grafiquc los datos y dctcrmine cuál podria ser el agrupamicnto nalural 
cn dos segmcntos de recta Dctcrminc quc valores dc los datos pcrtcncccn a eada 
grupo. Ajustc una rccta de minimos cuadrados a cada gnrpo y determmc y lu 
para cada uno. Sumc cstas longitudcs para ohtcner el número quc represcnta la 
suma dc los cuadrados dc las distancias dc cada valor i dc los datos al valor » del 
ajuste por partcs. Compare esto can el númcro obtcnido cn el suhincixn ji. t Ex 
mejor cste ajuste por partcs? 

iii. Contimic cl cxpcrimento con diferemcs agrupacioncs dc Uaios. ,-,l lav alguno para 
cl quc cl ajuste por partes sea mcjor? 

h. I’ara cl mcjor ajuste por partes detcmnnc la informaeiòn que sc proporciona sobrc 
los niveles dc dcsprcndimicnto y el dcsplazamicnto horizontal [\ca cl parrafò 
amerîor cn cl subinciso i).] 

c. I scrib3 un informc para la compartia pcirolcra resumicndo su condusion v sus rcco- 
rncndacioncs. 

Vom. Fl metodo descrito vienc dc un arttculo títulado "Fxecss Arca nnd Depth to I Jctuchment" 
ilc Jcan-Luc Lpnrd y Richard Groshong. Jr. publicado en el .Uturican 4n.stKiation of l'ctriUeum 
iìeaJogisix HuUelin, agosto de IW3 (El articulo cstudia tambicn |a mnncm cn quc un ajustc 
euadrútico, para los datos dcl área dc cxccso contra la profundidad dcl mvel dc refercncia. 
indicarían una comprcsiòn. 

12. MAT1 \U contienc un nrchivo de datos dc un curso introductorio dc asironomia quc con- 
ncne tres calificncloncs de cxámcncs parcialcs y la calificaciòn dcl cxamen tlnal i Estos 
datos son renlcs.i El profesor quiere vahcr si poncr un cxamcn final sencïllo atecla lus 
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Si da d comando astest. sc caroara una niatriz de 110 • 4 llamada IX l.as pnnieras 
tres columnas de I) conticnen las calificacioncs dcl cxamcn parcial y la última columna la 
calificación del exarncn finol para los I U> cstudiantcs. Catla calificación parcial cs sohrc 
30 puntos iguat quc la final 

a. Seax»(D(:,l) t D(:.2) + D(:J)K3: Seay = D(:.4): I ntonccs tcncraosquc xconticnc 
cl promcdio dc los exámenes parciales v y la calilicación finaJ. hncuentrc la rccta dc 
ujuslc dc rmntmos cuadrados y gratìqucln (utilicc s = |0:30| ,.1‘nrece la rccla un ajustc 
razonable para los datos? 

Ii. Kl profesor quicrc avcriguar si usar cl valor.t dc la rccia dc minimos cuadrados para la 
calificación dcl cxamcn ftnal (cn lugor dc lu calificacion rcali tendrta un gran efècto 
sobrc la calificación global dcl curso dc cada cstudiantc. 

i. I na medida de bondad de ajuste para la recia seria ver cuantos estudiimtcs recibi- 
rian la misma calificación para cl cxamcn final si se usnra el valor v de la recta de 
rninimos cuadrados en lugar dc la calificación rcal. F sto sc pucdc explorar cn forma 
gràfica tn lu mismu grúficu dc lus dutos v dc lu rcctu dc minimos cuadrados 
grafiquc la rccta dada por los puntos cuyas coordcnadas v son los clcmentos del 
vector s y cuyas coordenadas » estan 3 unidades arriba de lu rccu dc mínimos 
cuudrndos (usc fit + 3) y la rccta cuyas coordenas t estan —3 umdades abajo de la 
rectadc minimos cuadrados (usc fit -3). (Fn cstc ctiso. fit cs c! vcctor dc valorcs 
y cncontrado ul cvaluar In rcctu dc minimos cuadrados para los vaiorcs en s.) 

txplique por qué un estudiante representado por un dato dentro de estas rectas 
rccibiría la misma calificaciôn para el cxamcn fìnal si se usara cl valor t de la rectn 
dc rninimos cuudrados. (Rccucrde quc la calìficación fmal cs sobrc 30 puntos. 
supongaquc lacscalude letrasasignadas paralacalificacit'm cs: 100-90 es A, 89-80 
cs B y así succsivamcnie.) 

^Cuàntos cstudiantes cstán fiiera dc estas rectas?Cuál es el porcentaje de 
estudiantes cuyas califìcaciones en el examen final seria dif'erente si se usara el 
valor.t dc la recta de mínimos cuadrados? 

ii. Quizú una mejor mcdida dc la bondnd dc ujustc de la rccta, p:iranucstrospropositos, 
seacomparar el promcdio global, usando cl valory dc la rccta dc mmimos cuadra- 
dos para la calificaeion final, con cl promcdio giobal usundo lu talificación real 
del examen final. Suponga que los exánienes parciales cuentan el 60%v el exaincn 
linal el 40®... Calculc cl vcctor truc. con los promcdios globnlcs para cada 
cstudiamc usattdo la calificación tcal dd cxamen final. Calcule cl vcctor approx 
eon los promcdios globalcs dc eada csUidiante, usando cl valor.v dc la reeta de 
minìmos cuadrados como la calificación del examen final. (I’rimero ealcule un 
vcctor quc contcnea los valonrs \ dc la rccta de minimos euadrados para eada 
csludiantc; cs dceir. para tada uno dc los valorcs < en x.) Hncuentre truc - approx 
v dclcnnine cuántas dc las componcntcs ticnen un valor absoluto mavor o iuunl 
quc 3. Lstc scrà cl numcro dc cstudiantcs cuyos promedios globales dificran si se 
sustituye el valor.v de la recta de mitumos cuadrados cn lugar de la calificacion dcl 
examen tinal. Encuentre el porcentaje dc cstudiantcs cuvas calificaeioncs scrían 
difercntcs. 

iii. Dcscriba al profcsor sus observ aciones Analicc la preocupación dcl prolcsor sobrc 
si el cxamen final afectadc manera significativa la catificacion de los alumnos. 

c. Experimente para ver si otros tipos de promcdios con las calificaeiones de cxamenes 
parciales (por cjcmplo, »i cl terecr cxamcn parciul euenta màs que los dos primeros) 
pucdcn producir un mcjor ajuste dc minimos cuadrados. 
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4.11 ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO Y PROYECCIONES 

Ks,a scccion ulili/ a los conocimicntos sobne las propicdadcs elcmentalcs de los nûmeros 
complcjos (resumidas en el .ipcndicc 2) y requicrc alguna familiaridad con cl material 
del primer aflo de câlculo, 

hn i.i sccción 1.6 se vío cómo se podian multiplicar dos vectonrs en I *’ para obtener 
un escalar. Fste producto cscaiar se llama también prvduclo mtvrm. Otros espacitrs 
vectortales t.cnen productos intern.is definidos. Antes de dar una deliniciòn general. sc 
ooserva que cn I ” el pnxJucto intcmo de dos vcctores es tin escalar real Ln otro'- 
espacios (vea el çjemplo 2 siguientc) el resullado del producto intemo es un escalar 
complejo. I’or lo tanto. para incluir todov los casos. cn la siguientc detiniciôri sc supone 
tjue el productO intemo es un niirnero complejo. 


DEFINICION 1 Espacîocon producto inlerno Un espacio vcciorial complejo Ksc llamn cspacio 
con producto interno si para cada par ordcnado dc vectorcs um cn l \ existe un 
nûmcro complcjo único (u. v), llomado producto intcrno de u v v. tal quc si u. v y \\ 
están pn l'y a e £. entonccs 

l (v.vj^O ^t 
iiy(v. v) - 0 si y sólo si v = 0 

iii. (u, v + w) = (u. v) •*- (u. w) 

iv. (u r v. w)«Mu. w) + (V. W) 

V. (u. v) ~ (v, u) 

vi. tuu. vl • u(u. v) 

vii. (tt. av) =n(u. v) 

l a b.trra cn las condicíones v) y vu) denota cl conjugado compleio. 

\ota. Si (u. v) es real. cntonces iu, v) tu. v) y se puede eliminar ia barra en v). 

EJFMPLO I l n producto interno cn I " I cs un espacio con producto intcmo con (u. v) = u v. 

Las eondiciones iii)-vn ) estan contcnidas en el teorema 1.6.1. pâgina63, Las condiciones 
0 y/iiestdn incluidas en el resultado (4.9.0), página 393. + 



EJFMPLO 2 


l n producto intcrnncn i n Se detmió un espacio vectorial en 4 " en el ejcmplo 

4.2.13. página 296. Scan x - (x,. xj-x n ) > y*o>.»> ..vjen i ", (Recucrdeque 

esto signillca que los elementos c, y y, son mimeros complejos i Fnionces se tletìne 


(x.y) = X|j ; i +x : y. 4 
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EJEMPLO 3 


EJ EMPLO 4 

I CFIculo I 


EJEMPLO 5 

[cÂìculu 


Para demostrar quc la ecuación (I) define un producto intemo. sc ncccsitan algunos 
liechos sobre los númcros complejos. Si el lector no está tamiliarizado. consulte el 
apéndice 2. Para i). 

<X.Xl=jr,.ï, ’ • + *i.*m = l- r ll 2 + l x á' + - • • + IxJ 2 

Asi, /) y //) se satisfacen ya que LrJ es un número real. Las condicioncs nï) y /V) se deducen 
del hecho de quc r,(r ; + r-,) - r,r : + r,r 3 para cualesquiera números complejos r,. r : y 
r 3 . La condición v) se deduee del liecho de que r : _ r, r : y r, = r, de manera que 
.r, y, =ï|.V|. Lacondición vi) es obvia. Para vii). (u. av) = (uv. u) = («v. ù) = â (v. û) 
= ô (u. v). Aqui se usaron vt) y v). + 


Producto interno de dos vectores cn < J F.n C ' sean x (I + /. 3. 4 3 1 ) y y 

(2-i. -x. 2 + i). Entonces 

(x. y)= (1 + /)(2”-l) + (-3)(-i) + (4 - 3/X271) 

« (1 + /X2 + /) + (-3X0 + (4 - 30(2 - 0 
= (l + 3/)-3( + (5- 100 = 0- 10» ♦ 

L’n producto interno en ÍJu, A| Supongaquea< />; sca L ,= Cftx. el espacio de las 
funciones de valorcs reales continuas en el intervalo [u, h\ y defina 

(/”.£) *J/(0g(0<* (2) 

a 

Se verá que esto también es un producto intemo.t 

0 ( 'f.f ) _ fjHfi dt > 0. Es un teorema básico del cáiculo que si / e C[<i. é]./à 0 

sobrc [u. AJ y \ h J (/) dt = 0. entonces/ = 0 sobre [o. (>]. Esto prueha 0 y ii). ì/i>mï) se 
deducen de Ios hechos básicos sobre integralcs dcfinidas. ♦ 

.Vofí/. Fn C’[a, (>] se supone que los escalarcs son nùmeros rcales y que las funciones 
son de valores reales. de manera que no nos preocupamos por los complejos conjugados. 
sin embargo, si las fùnciones son de valores complcjos, entonces de lodxs maneras se 
puede dcfinir un producto interno. Vca más dctalles cn el problema 27. 


El produeto interno de dos fuuciones cn C]0. I| Sca /(i) - r •- C[0. 11 y e</) - 
(4 - /) e <10.1 ]. Entonces 


(J. í) J r<4 - /) di - J <4r - r') dt= 
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DFFIMCIÓN 2 Sea » f un'«racio con producto intemo> supongaqueu y v están en.f'. Rntonòes 

i. u y v $on ortogonalrs siT(o. v) = 0, 

ii. Lflnnrma d«ì u. dcnotada por estâ dada por 


k\\\ V\\\ \ \\\vvm 


ii % \ 



\ota /. Aqui sc usa la doblc barra cn lugar de una sola p;ira evîtar confusiôn con 61 
valor absoluto Por cjemplo. cn cl ejemplo 7 scn /|| denota la normu de sen / como tin 
“vector en CfO. 2nJ. mientras que |sen /j denota el valor absoluto de la función vm < 

Vota 2. La ecuación (3) tiene sentido va quc (u. u i 0 


tJFMPLO 6 Dos vcctorcs ortogonalcs cn i 2 En « ; los vectores (3. /> v (2.6/) son ortogonnles 
porque 

((3. i), (2.6/)) = 3 • 2 + (-/H6t) - 6 + (-(X-ót) = 6 - 6 - U 
además |J(3. -i)\\ = v'3 • 3 + (-/)(») - VÏÔ. «, 


EJEMPLO 7 


Dos funcínnes ortogonalcs en fl». 2*| Fln (-jO. 2n] las funclones scn / v cos / son 
ortogonales ya quc 

(scn /, cos /) = j sen / cos = \ I sen 2/ dt = - ^ 0 

o - (i 4 . 

■ u 

Adcmâs, 





♦ 


Sl se observan las dcmostracionesde los teoremas 4.9.1 y 4.9.2, páginas 394 v t 95 . 
sc \c que no >c uso el liccho de que I - i- ' 1 . Los mismos tcoremos se cumpíen en 
cualquier espacio con producto interno I A contiuuaciôn se cnumcran. por convonien- 
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DEFINICIÓN 3 


TFOREMA 1 

TEORFMA 2 


LJEMPLO 8 

| C&ltuïn 1 

Solución 


Conjunlo ortonormnl El conjunto dc vcctores (v,, vs, . v„J cs un conjunto 
ortonormul cn V si ^^1 

(v,. v ; ) = 0 para i*j (4) 

y 

^llvji * V< v <- v]j = (5) 

Si sólo (4) sc cumple, se dice quc el conjunto es ortouonal 


Cualquier conjunto fînito de vcctores ortogonalcs difcrentes de cero en un espacio con 
producto intcmo es linculmentc independiento. ♦ 


Cualquier conjunto finiio linealmente indepcndiente en un espacio con producto 
intemo se pucde convertir en un conjunto ortonormal mediante el proccso de Gram- 
Schmidt. En particular. cualquicr cspacio con producto intemo tiene una basc ortonor- 
mal. ♦ 


l na base ortonormal cn P : |0. 11 Construya una base orlononnal para /ÇfO. I ]. 


Secomienzacon la base estándar 11. v. r'. Como /’ : [0. 1] es un subespacio deíjO. I]. 
se pucde usar el producto intcmo del eiemplo 4. Como j', I ~ ctr 1. sc hace ii, - 1 , 

Después v4 = v, — (v : . U|)u s . Encste caso(v : . Ui) = 1), (a - I) dx -. Asi. v] - v - 1 = 

v 'Ç Luego se calcula 


Ihf-ill- 




- ï 


11:2 



I _ I 

i: 2\3 


Entonccs u : * 2%'3(.v - }) = v'3(lv I). Asi, 


\\ v 3 -(v ,. U,)u,-(V,. U;)Uj 

Se tienc (v-„ u,) = J, 1 , r d\ - - \ 

r’ (2v - I) \ix = V3 
*o *o 


(v 


,. u ; ) = V3 {' r llr - I > dx = \3 j (Iv’ - v : ) dx 


Asi. 


V I • 12 V ■ ! ll - C - | . 
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fcJFMPL0 9 

fcáiculol 


IIVjll = 


J (» J - T + dx 




H’2 


dx 



I I 

vTsd 6\Í5 


Cntonccs u, - 6\5(.r* - .v + ì) - 6v I). Por último. una hasc ortononnal es 

{1. \T(2* - I). (6.ir - 6x + I)}. ♦ 


l n conjunto orton<*rnial infinilo en C|U. 2n| hn ( jO. 2a| el conjunto infmito 


S = 


I I 


i • i— scn x. ,— cos ,v. scn 2.v, .— cos 2 v, , 

V 2n Vn V* vrt VÎr 


I I 

—p= sen nv. —=- cos nx. . 
Vji \n 


...} 


cs un conjunto ortonormal. Esto cs cierto ya que si m * n. entonccs 

rî* 


I 


sen nix cos nv 


*-r« 


scn w.v scn rtv 




cos mx cos >u iZi = 0 


Para prohar una de estas igualdadcs se observa que 


i-J* I r 2x 

| sen w.v cos «r <2v = -1 (scn (m + r;)v + sen(rw - o)a | dx 

" - 0 • 


> * 

cos (r» + r;Xv eos (w n).v 


m + ii 


1/1 - ri 


= 0 


va que cos jr es periódica con periodo 2it. Se vio que |sen jcj| = Vrt. Así ||( I Nn) sen v | 
~ 1 • Las otras igualdades sc dcducen de manera siniilar. hstc ejemplo proporciona una 
situación en la que tenemos un conjunto ortonomial infmitn. Dc hccho. aunquc esto está 
mâs allâ del alcance de estc lihro elemental. cs cierto que nlgunas funcioncs en ('fO. 
2n| sepuedenexpresarcomo combinaciones lineales dc las ftmciones en.V. suponga que 
ffi (jO. 2n]. Después. si seescribe/como unacombinación lincal infinitade los vectores 
en .V, se obtiene lo que sc llama la representación por series de Fourier de f. ♦ 
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Proyecdón ortngonul Sca //un suhespaao del espaciocon producto ittlcrm' I'con 

unn base ortonormal {u,?u : .Uj}. si v ei V. entonccs la proyección ortogonal de 

v sobne H denotaila por proy w v. está dada por 

-1 

prpV// v - (v, u l )u, + (v. B,|u : + •••■+ (V. u 4 )u t • (6) 

----- 1 


Las demostraciones de los siguiemcs tcoremas son idénticas a sus contrapartes en 
I-" demostrados en la sccción 4,‘). 


TEOREMA 3 Sea H un subespacio de espacio dc dimcnsión fmita con producto intemo V. Suponga 
que H tiencdos basesortonortnales {u,. u 2 ,. . uj y {w,. Wj,..., }. Sea v e V. 

F.ntonccs 

. (V. U,)U| + (v, u ; )u, + • • • + (v, u* )u 4 

= (v. w,)w, + (v, W,)w, + ••• + (>. w 4 )Wj ♦ 


DEFINICIÓN5 Complcmento orlogonal Sea //un subespacio dcl cspacio con producto intcmo V. 
Cntonces cl complemento ortojjonul de //. denotado por H~, está dado por 


^-{xe V'\ (x, h ) = 0 para todo h ç ff\ 


( 7 ) 


TEOREMA 4 Si H es un subcspacio dd espacio con producto interno V, cntonces 

i. H x es un subcspaeio dc V. 
iL HrsH x ={ 0}. 

iii. dim H l - n - dim H si dim K««<». * ♦ 


TEOREMA 5 Teorema dc proycccióu Sea H un subcspacio de dimensión lìnita dcl cspucio con 
producto intemo V\ suponga quc v e V. Entonces exisle un par único dc vectores h 
y p tales que b e H, p e H l , y 


v = h + p 


(8) 


dondc h = proy//V. 

Si l’ticnc dimensión finita. entoi^es p ' pro> \ 
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Ohxi-rxaciôn. Si se otudia la prucba del leorenut 4.M.7. -e verâ quc 4 81 se cumple 
ittcluso si l'tiene dimensión intinilu. La única dit'erencia es que m In dimensión de I es 
infinha. enlonces H tíene dimensión inlinita (porque // es de dimcnsiún finita). 
cnlonccs. proy /r v no csui detinida. 


TEOREMA 6 


Tcorema de aprotiniación de la normn Sea H un subespacio dc dimcnsión finita 
de! espacio con producto íntcmo l y sea v un vcctar en V. Entonces. en H. proy,, v es 
ia mejor aproximaciòn a v en el siguicnlc sentido: si h escualquier vector en H. entonces 


|v - proy w v(| < ||v-fcJJ 


(9) 


EJE MPLO 1 0 

[ Cáltulol 


Cálcutu de una proyccción sohre /» 2 |0, t| Cotno /' : |0. 11 es un subospacio de di- 
mensión finita de ("fO. I]. sc pucde tutblar de pro» / si f - c]0. 11 Si f(x) r*. 
por cjemplo, se caicula pro» >1() u e\ Como fu. u ; ! u,| - J1. .3(2v I). entonces 

■ (ftv - 6r - I)! es una btise òrlonormal en /N|0. 11, por cl cicmplo 8. > se tienc 

pro» lt , „ e T * («'•. 1)1 - (e*. \Tt2x - 1 ))v'3(lv - I) 

+ (l*'. \5 (fur 6v I - (it + I) 

Pcro ptiedcn ahomirsc los calculos. Lsnndo cl hccho de quc j' . ' dx - ■ l, f 1 u*' </« - 
1 > J' f'diii =»<-2seobticnc (e*. I) ~ c - !.(«**. V3(2r- I M = \'5(i - „•). \ (c‘. 
\5 (6x*-(* - 1)1 = \5(7,- - 16). Por úliitno. 

P ro » |íi i) <’ =(v - 11 - v3(3 - c) V3 (2v - I) 

•*■ \'5("'t’ 10»\S )(fi.v— - ó\ - h 

= (e- I) * (9 - 3c)(2t - I) 

*• 5(7c - I9)(6.x“- 6.v + I) 

* 1.01 < 0.85r + 0.84.v : ♦ 


Se conc I uye esta secciòn con una aplicacion dcl teorcma dc aproximación de lanomta. 


Aproximación por mínimos cuadrados a una íunción continua 

Sea fi ('Jíi. /»]. Sc quiereaproximar/por un polinomiode grado n. /.('uál cs el polinomio 
que hace esto con cl menor error? 

Con el fin de rcspondcr a exta pregunia, debe defimrse el crrnr. Lxisten ntuchas 
maneras difcrentes de definir el crror. A continuación se dan tres: 

E-rror nuivinio -■ mnx f(x)-0x) para v [.?. />] (10) 

F.rror de área = J j/(x) - x(x)! d\ (II) 

* 

Errorcuadráticomcdto= | l/(.r)-«(ï) : d!v (12) 
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EJEMP LO 1 1 

I Ciilculo | 


C'âlculo dc errorcs Sean f(x) ~ .v* y g(x) = i’ sobrc (U. 11. hri |U. 11. v* ^ v’. dc 
manera quc lir - .r’| -\~ - v’. Entonccs 

i. Hrrorrná\irno = ma.\(\--.\ J ). Para calcularcsto.se calcular/ Jviv v’) = 2v 3v : 
= r(2 - 3.r) = 0 cuando .r = 0 y x = 2/3. Hl error maximo ocurre cuando x 2/3 > 
cstá dado por ((i) : - (í)’J = ^ - i = ^ « 0.148. 

ii. Error de área = [' (x 2 - .r’) dx = (v V3 - r 4 4) ' - t = f = 0.083. La tlgura 4.12 
ilustrn esto. 



iii. Hrror cuadrático medio - J', (.r 3 - rV dx - Jò (.r 4 lv < + .r 4 ') dx = (./ 5 - .v"/3 
+ í 7 /7)|J = ì-ì + ì = ^.* 0.00952 ♦ 


I as tres medidas de error son útiles. Hl error cuadrático medio se usa cn cstadistica 
\ otras aplicaciones. Se pucdc usar el teorema de aproximaciôn de la norma para 
encontrar el polinomio ûnico de grado n que se aproxima a una función continua dada 
con el error cuadrático medio más pequefio. 

Del ejemplo 4. Cf<r. b] es un espaeio con producto intemo con 

(f(î)= ] ( 13 ) 

Para todo cntero positivo /i. P n [a. b) —el espacio de polinomios de grado n dcfmidos 
sobrc [</. />]— cs un subespacio de dimensión finita de CI<j. />]. Sc puedc calcular. ptira 
) G fl</. b\ y p n e /’,„ 
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I!/-#»JI 2= V-/V/-Ai) = f l(/(0-/>„(í)K /u> n„u))\Ji 

ii 

= J* /U) - (>„U)\ : Jt - crror cuudrâtico mcdio 


\si. por cl tcorcma 6 


E1 polinomio de grado n que se aproxima a una función continua 
con el error cuadratico medio mâs pequerto cstà dado por 

Pn ■ P«>y rj 


(Ut 


FjFMPIO 12 l.a mejor aproximación cuadrâtica mcdia u c' L)el cjcmplo 10. d polinomip de 
segundo gradn quc mcjor se aproxima a d sobre (0.1). cn d scntido dcl crror cuadrático 
medio cstá dado por 

p^x) * 1.01 + 0.85* - 0.84r ♦ 


PROBLEMAS 4.11 

Autoevaluación 


I. En ( 10.IJ, (r.jr'l - J» 

u - j b - ï 

II. En^l],W»___. 

"* í % h* 5 c * 4 ' , * 5 

I. En €*.«1 + /. 2 -3/). (2 - I + 2i)) = _|_. t 



III. 


-71 2i ' b.. 7 *• c. I - 3; d. 4‘•31 e..-2 ‘3/ 


IV t:nC/|«i w::-ími= _l \ 1 
a. -5 - IOì b I5 ' c. VÎ5 

I \ ' 4 



b. 15 

■■■■ 

Fàlso-verdaderv 

V st/y es nn suhespaciodc dimcnsión linitodet espaciocon prpduct&uuerno 1 y si v e I . 
entonces existen vectorn heí|yp« !!- hdes quc v h - p. 

\ r I. En et prohlemo V. h ♦ proy^ v ỳ p pnoj ^v L \ • 

m %. m. m m m 


Respuestas a la autoevaluadôn 

I. d II. d III. a l\.c V. V \ I. F (verdadcro sàlo m dim I es tinitai 
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Câlculo 

Cilculo 


Cilculo 


| CAlculo 
• | Câlculo 

*| Cáliulo 


I. 


2 . 


/ 


3. 


4. 


5. 


6 . 


7. 

8 . 

9. 


III. 

11. 

12 . 


13. 


14 . 


15 . 


16. 


*17. 


*18. 


19 . 


20 . 


21 . 


Sea />„ cl conjunto dc las matrices diauonalcs dc n * n con componcntcs rcalcs baio las 
operaciones usuales dc mutrices. Si 4 y B cstan cn />„. dcfina 


t.l. B) • U ZZ^Z2 ~ ~ u m^im 


Pnichc que D„ es un espacio con producto intcmo. 

Si .1 c D m dcmuestre que l| = 1 si y sólo si a: + • • * «j, - 1. 

Encucntrc una basc ortunormal para />„. 

h iji 

Encucntre una base ortonormal para O, comcnzando con. I _ j ~ | v B 

Kn € ; encuentre una base ortonormal comcnzando con la basc (1. ;>. (2 /. 3 - 2;). 


-3 "ì 

ll 4 


Encuentre una base ortonormal para /’ 1 |0. I j. 

Encucntrc una basc ortonormal para P 2 (-l, 1J. Los polinomios quc sc obtiencn sc llaman 

polinnmiov nnrmulí/adoN tle l.cgcndrc 

Encuentre utia base ortonormal para P : [a. í>). <r b. 


Si .4 («,) cs una matriz real de n > n. la traza de. I. que sc cscnbc tr. I. cs la suma dc las 
componenles de la diagonal de I: tr I - u u - - + a^. En A/„„ defina (.1. tt) - tr 

t \ff), Demucsirc que con cstc producto intcrno. M,„ es un espacio con producto inlenio. 

Si I e t/„„ dcmucstrc quc |'.4 - _ tr (.1.4') cs lu suma dc los cuadrados de los clemcntos dc 
.4. [Xora aqui t| = |. í. .I) 1 utilicc la noiacidn del prnblema 9.J 


Fncuentre una base orionomial para A/. .. 

Se pucde pensar en cl plano complcjo como cn un cspacíu vcctorial sobrc los rcalcs con 
vcctores bâsicos I. /. Si r = a - ih y n c *- hl. dcfina (r. u) = ac ■ M, I Vmuestre quc csic 
es un producto intemo y quc hil cs la longitud usual de un núniero complejo. 

Scan «. by c ires números reales distintos. Sean p y q cn /'. > dcfina i p. q) = piaìrfla) + 
;h/>W/(/>) +/8ckj(c). 

a. Dcmucstre quc (/>, </) es un producto intcmo cn /’-. 

b. 0 Es {p, q\ - /H a )</(«! • /8/>)</(/>) un produclo ínlcmo? 


( x \ (y ì 

Entr.síx 1 yv .sea(it.v), ar,v, 

rv vv 


intcmo en l ,: 


3.t 2 .v 3 . Dcmucstre que (a. i) es un producto 


Con cl producto intcmo del pmblcma 14. calcule 



En I sea (x. y) r, j , - r,.v,. ^Es Cstc un producto iniemo? Si no lo cs. O por quc? 

Sca I un cspacio con producto intemo. Deitiuestrc quc |(u. v) 1 u \ Hsto sc llnnia 
dcsigualdad dc t auchy-Schwarz. [Sugcnjnaa vea cl teorema 9 de la scccidn 4.9.J 

Usando cl resuliado del problema 17, demuestrc que u * \ < J'uJ v F.sta se llama 

dcsigualdad dcl triángulo. 

Fn /NlO. IJ sea H el subespacio generado por {I. r!. Encuentrc II 

En rj-l, I) sea // cl subespacio gencrado por las funcioncs paics. Demuestre que II- 
consistc cn la funcioncs impares. [Sugervncia /cs impur si /j \) -f(x )y es pnr si / (-.r) 

H /*.(0.11 cs un subcspacio dc /',(0. IJ. Escriha el polinomlo I - Iv - 4r : - r' como hix l 
+ p(. r). dondc /iCri e Hy pix) e IV. 
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'[c.ilcuUi 


C.iltu ln 

C4kulo 



*22. Lncuenire un fiolinomlo dc scgundo gnulo que mejor se aproxmie a sen en cl intcrvalo 
fd, I ] en el senlldo dcl error cuadrálico medio. 


*23. Rcsuelva el pnjblcma 2? parn la funclón cos 

24. Sea I una matriz de m . n con clcmcnlos complejos. Enionccs In irítns|iucsta conjugfldn 
dc A. denolada por I*. estó dcfinida por i 1*1, -Cnlcule i * si 


3 -V) 


25. Sea 4 una malrtz inscrtible dc n ■ n con elcmcmos complejos. I se llnnu unilnrla si .4 
- I* Demuesire que lu siguiemc mairi/ es tmiiaria 

I I 


T "T + T 


V v 




‘26. Demuesire quc una matri/ de n * n con elememos comptcjos cs uniiaria si \ solo si las 
columnas de I cunstiluyen una base ortonominl para < 

27. Sc dicc quc una t'uncion / cs de valnrcs complcjos sobre el mters alo (real l \a. />] si / (x)sc 
puedc evpresar como 

/U) /\{x)~fyxU. x € 1«. /S| 

dondc /1 y /,son funciones dcvalorcs reales. I.a función dc vaJorcs complejos/cs continua 
si /, y /, son continuas. Sea ( I (</. A| cl conjunlo Jc funciones dc valores coniplcios que 
snn comintias cn |a. />| Para/ y g cn ( l [ti, A|. defina 

(f. S) *• I /C*)ift) ub (15) 

II 

Dcmuesire quc (15) define un producto ÌMemo cn <’í"fr/. A] 

28. Dcmucstrcquc / (.t)' sen,v * /cos v y çs.r) sen v- <cos t son ortoconalescn ('l ffì. «]. 

29. Calculc i sen.v - /cosx|| cn < ’l jO. »|. 


MANEJO DE CALCULADORA 

\luchos dc los cálculos de csla sccción se puedcn reahzar cn cast icnlas las enlculadorus que 
»rafic.ui Ln parncular, c.sns calculadoras pueden realizar arilmctìca cornpleja y nprovimar 
micgrales defrnidas. 


TI-85 

T’nra calcular una iniegral defimda. oprima 


2nd 


CALC 


para cntrar al modo de cálculo. 


Dcspués i fv J (fnini)dcsplcgan)fnlni|. Paracalcular | J(x) dx.<ièf\x).x,a.b) 


LVTLR 
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aparecerâ el valorde la inicgral. Hor ejemplo. fnlnt I !\ 5 - A 6. A. 0.1) 


ENThR 


da 


como rcsultadt' .009523809524. Es decir, | t< 1 - 2t' +■ t ) d\ s 0,009523809524 tvca cl 

v o 

ejemplo 111. 


Cj\SIO fx-7700 CiB 

Oprima 


SIIIFT 


/ tf» 


para dcsplegor j t Dcspués calcule la mtegral anterior. de A (la 


tecla 


X. w. T 


p \ ? 4 - 2A\’5 * V\ ? 6. 0. I. 8i para obtcner 000052381. I I 8 indica que cl 


intcrvalo (0.1] sc divide cn 2' =256 subintervalos. Sc puedc dar eualquicr entcro entre I y 9; 
mientras más grandc sea. más cxaetitud se obticnc. Sín cmbargo, cuando n 8 o 9. el calculo 
puede llevar bastante ticmpo. 


MATLAB 4.11 


En MATLAB. vi la matrí/ .4 ticne elctncntos complejos, cntonccs V produce la transpuesta con- 
jueada compleja. Asi. sí u _v v son vectores en 4 1 . sc puedcn reprcsentar por matriccs de n • I 
con clcmentoseomplejos y (u. v) sc calcula con v »ii _v u sc calcuia con norm(u) o sqrt(u »u). 

En MATLAB se construye la variabie i para reprcscntar el número imaginario \-l. 
MATLAB reeonocc i conio tal sietnpte que no se luva usado para otro propôsito 
Para /i dada. si sc quicre gcncrar un vcctor alcatorio cn ( ", dc 
v = 2»rand(n,l )-l -» i*(2«raml(n.l >-l) 


1. (Jcncrc cuatro vcctorcs alcatorios cn C '. Encucntrc la basc ortonormul parn cl espaeio 
generado por estos vectores usando el proceso de Ciram-Schmidt. Verifique que el conjumo 
de vectores ortonormales obtenido con este proceso es nrtonormal y que cada yector en el 
conjunto original cs una combinacmn lincal dcl conjunio dc vccti.rcs nbtcnido. 


2. a. Sea ju,.u .u,.u,i cl conjunto de veclores obtenidoen cl problema I antcrior Sea .l 
l.i matn/[u u u, u,] Sca w un vcctor alcatorio cn 4 ' Ycrifïquc quc 

»v = (». U|)u, ' i». u,hi, 

Rcpiu para otro vcctor w 

b. ( lâpì: v pap*.’l\ iQué propiedud de una base ortonormal para 4 n es expresada en el 
inci.so a)7 Describa cómo encontrar las coordenadas de un veetor en 4 ' respecto a una 
base ortonomial. 


3 . 


Gencrccuatru \cctorcs aleatorioscn 4 '. v,. v : . v, y v.. Sea H = gen |v .v v : .v,J sea 4 
[v t v v, v,| y B orth(A) sea ii la / ásima columna dc tí 
a. Sea vv un vector aleatorio en 4 \ Fncucntre la provección de w sobrc //. |i prov , « 


Calculc z = 


(vr.n i 
<w; ii .) 

(W. »!,) 


!(w. u.l 


Verifiquc quc / 


B '*w _v p 


B«B' *w Repila para otro 


veetor w 
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b. Sca x un vector alcatorio cn « ' y fomie h = .U Enionccs h csta cn //. Comparc vv - 

I’ ) " b'. I<epiin para otrrK Ircs vectorcs \ Escriba una intcrprctación dc su.v 

observ.ictoncs, 

c. Seaz 2v'V, • v 4 . Entonccsf/ gcn {v t .v : . v,,z] (Aquí//cselsubcspBCÌodcscrito 
cn los inctsos anteriorcs dc estc problenta. | ,.Por quc? Sea < - |v , v v zj v l> - 
orth(C’). Entonces las columnas de /> serán otra bitse ortonormnl parn /7, 

Scn w un vcctor aleatorio en I' ( alculc !a provcccirtn dc vv sobte II usando H > 
!a proyccción de vv sobre // usando /). Comparc los rcsultados. Rcpila p.int otros dos 
vcctorcs vv L.scriba una tnterpretación dc stis obscrvacioncs 

4. i«. [Lápizyptjfvft F.xpliquc por quc cl espacto nulo dc ,\ es ortogonal a la ìmaccn de I. 

es Jccir. si H = itnagen I. cntonees cl cspacio nulo de \ H 

b. Sca I una malriz alcatoria con clemcntos complcjos de ? • 4 iSca \ - 2*rund (7,4) 
-I H»(2.rnnd(7,4H) ) Sca B » orth(A)y seaf» null(4 | (Entonccs lascolumnas 
dc // fomtan una ba.sc ortonormal para H imugcn. I y las columnas dc > lomtan una 
hasc ortonormal para II t \erilìque que tas colinnnas de t son ortnnortnnles 

c. Sca vv un vcctor aleaiorio en I Encucntrc h. la provccctou dc vv sobrc II. \ p tu 
provccciòn dc v» sobre II Vcrifiquc que w p * h Rcpita para otros trcs vcctores vv 

5. Si (_> cs una matriz dc n > », con elementos complcjos. entonces U es una matri/ unlturia 

Q*Q “ *>*(")• Sc pucde generar una matri/ uniiaria aleatona (J gcnerundo una matri/ 

alcatnria complcja -I y despucs hacicndo Q = orth( \). 

a. Gcncrc dos matriccs aleatorias unitarias de 4 • 4 como sc acaba dc dcscribir. Verilique 
quc satistacen la proplcdad dc ser unitariaj. y que las columnas fonnan una b.ive 
ortonormal pnra ( 1 

b. Vcrlfique que la invcrsa de cada inntriz es unitaria 

c. Vcritiqiic v|uc cl provlucto de liu matriccs cs unitario 

d. Gencrc un vector alcatorio v en í J \’erifique que cada matn/ umtaria conscrva la 
longitud. cs dccir. Ov v 

e. Rcpita los mcisos a) a d l para dos matriccs ulcatoriav unitarus dc <> ■ i> 


4.12 FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA DE ESPACIOS VECTORIALES: 
FXISTENCIA DE UNA BASE (Opdonal) 

f-n esla sccción sc dcmuestra uno de los rcsuitados mâs imponantcs dcl álgcbru Hneal: 
tudo cspacio vcctorial tienc una busc l a dcmoslracion cs mâs dilkil quc cuulquicr 
olra demostraciôn cn cstc libro; incluyeconccptcis qtie son pnrte dc lcis nmdamentts dc 
las matemáticas. Habrá que esforzarsc para cntcndcr los deialles Sm etnbargo. dcspucs 
Je hacerlo sc tcndrá una apreciaciôn mus profurtdu de una idca mutcmûtieu esenciul. 


Sc comienza por dar algttnas delìniciones. 


DEFINICIÓN 1 Orden pnrcial Sca.V un conjunto, Un ordcn parcùil de c7es una rclaciôn. dcnotada 
por S. que cstá dcfínida para aigunos pores ordcnados dc elementos de S y satisíace 
tres condiciones: 

i- x^jr para todo r e S lcy rellextvi 

http://harcoval.blogspot.com 



452 l.jpi'tul' -I r%pjf'C« Vi't ti irijk-5 



U. Si x s. y y y s x, entonces x -v 
iu. Sixs> y y Sz, enlonccsxS: 


ley antisimétrica 
lcy transìtiva 


Pucdc ocurrir quc existan elcmentos x y y en S talcs quc no se cutnplan xSytà y á x 
Sin cmbargo. si para coda x, y e S, x s y o y á x. cntonces se dice que el orden cs un 
ordcn total. Si x S y oy <, x. entonces sc dicc que v y y son comparablcs. 


Xotación. v < v significa quc x _ y y x - v. 


EJEMPIC) I l'n ordcn parcial cn l l.os números realcs cstan parcialmentc ordenados por í. 

dondc < quicre dccir ‘'menor o igual que”. f.l orden cn estc caso cs un ordcn total. ♦ 


EJEMPIO 2 l n ordcn parcial cn un conjunto de subconjuntos Sca S un conjunto \ suponça 
quc P(S), lîamado cl conjunto potcncia dc S. dcnoia el conjunto dc todos los subcon- 
juntos de S. 

Se dice quc .■I < B si .4 -z fì. I a relución dc inclusiôn cs un ordcn parcial sobre P t S). 
Es scncillo probar esto. Se ticnc 

i. A çA para todo conjunlo .-I. 

ii. .4 s B y B Q .4 si y sólo si .4 - H. 

iii. Suponga que .1 £ fí \ B - C. Si v *- . 1. entonccs v >£ B. dc mancra que v t Ksto 
significa que.-l c C'. 


Hxcepto en circunstancias especialcs tpor ejemplo, si S conticnc sòlo un clemcnto). cl 
ordcn no será un ordcn total. Esto sc ilustra cn la figura 4.13. 



l ieura 4.1^ 


i res posibUldades pant la inclusión dc conjuntos 
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DEFINICIÓN 2 




FJFMPLO 3 


CadetUL, «tta suptrior y demcnto maxitnal Sea 5 un conjunto parcialntcnte or- 
denado por s. 

L Un subconjunto T dc S se llama cadena si cs totalmentc ordenado; es decir. si x 
y y sot) elemcntos distimos de T, cntonces x SỳOy s x. 

il. Sea C un subconjunto de 5. Un clcmento u e Sen una cota superinr para C si 
csu para todo elemento c e C. 

iii. El eJemento m e Ses un clemcnto maxitnal para 5&i no cxiste urui s e Scon/u<s. 

Ohsen'aciôn I. En :i) la cota supcrior para C dcbe scr comparablc con todo clcmcnto 
en C pero no es nccesario quc esté cn C (aunque dcbc estar en S). Por ejcmplo, cl 
mimero I es una cotn superior para el conjunto (0. I) pero no cstá en (0. 1). Cualquicr 
nûmero mayor que I cs una cota superior. Sin embargo, no existe un número cti (0, I) 
que sea una cota supcrior para (0,!). 

Ohsenvciàn 2. Si m cs elemento maximal para S. no necesariamcnte ocurre que 
s < m para toda ,v e $. De hecho, wi puede ser comparable con muy pocos elemenios 
de.S’. La única condición para la maximalidiid cs quc no exista un elemcnto de.S' “mayot 
quc" m. 

BPttfiiHu mm LiHimhhhhhiRi \ iiî, \Hi ^ ui u ,iKi, , „ v,. 1 *,' iMau i« .íiw™,-Wi 1 m ?, 


I na cadena de subconjuntos de E Sea.S = l- : I ntonces /*(.ÇKonsistcensubcon- 
juntos del plano xy. Sea D r - {(.r. >-)• »- + r 1 ); cs decir. O, cs un disco abierto de 

rudío r —el interior dcl circulo de radio r centrado en el origen, Sea 

r» î/; f :r>0ì 

Clanuncntc, T es una cadena. va que si D, v D r están en T. entonces 

D r c D r si r,úr 2 y D, c O r si r z s r, ^ 


Antesde scguir. cs ncccsario una notación nueva. Sea l'tm espacio vectorial. Se ha 
v islo que una combinación lineal de vectores en I es una suma tlmra v u y. - u 


+a,Vj+' • + u„v n . Si sehan estudiado series de potencia. se hahran \ isto sumas infinitas 
de la forma î'. 0 a ir i Jl . Por cjemplo. 



W=U 


= I + X + 


1 

£1 

2 » 



Aqui se nccesita un tipo difcrcnte dc suma. Sea C un conjunto de vcctores en /’.t 
Para cada v t C. si a, denota un cscalar (cl conjunlo de escalares está dado en la 


♦ rnues. ncecvartamenic un íiibcspjcio <tc I 
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4r>4 


definíción de F). Entonces cuando escribimos 

v 

vc( 


(i) 


se enienderáque sólo un nûmero tìnitode escalarcsa, son diterentes de cero y quc todos 
los términos con a, = 0 se dejan fuera de la sumaloria. La suma (11 se pucde descnbir 

como sigue: 


Para cada v e C se aslgna un escalar u, y se fonna cl producto a, v. Entonces 
\ es la sutna del subconjunto tìnito de los veclores a,v para el que a, * 0. 


DEFINICIÓN 3 Combinación lincal, conjunto gcncrador. indepcndencia lincul y basc 

i Sca C’un subconjunto de un cspacio vectorial V. Entonccs cualqutcr vector quc 
sc pucdc expresar cn la forma 0) se Ilama combinacmn lincal de vcctores en 
C. El conjunto de combinaciones lineales de vectores cn C se dcnota por LiO. 
iL Se dice que cl conjunto C gencru el espacio vectorial i si * C L(C). 
iu. Se dice quc un subconjunto C dc un espacio vectorial V cs Unealmente inde- 
pcndicnte si 

H «v v = 0 

V€< 


se cumplc sôlo cuando a, = 0 para todo v e C. 
iv. F.l subconjunto B dc un espacio vectorial Fes una buse para V si genera a I > cs 
linealmcnte independicntc. 

Observación. Si Ccontiene sólo un número f.nito de vectores. entonces cstas defini- 
cioncs son precisamentc las quc sc viemn antcs cn este capitulo. 


TEOREMA 1 

Demostración 


B un subconiunto linealmentc indcpcndicnte dc un espacio vectorial K Entonces 
ì es una base si y sólo si es maximal; es decir. si R 9 D. cntonces D cs linca men <- 
iependicntc. 

îuponga que B cs una bascyqucS V D. Sclcccione * «al que x e D pero x * * Como 
5 cs una base, x puedc escribirsc como una combinacion hneal de vettores cn B. 

* - X a » v 


Si a, - 0 para toda v. entonces x = 0 y D es dcpcndicntc. De olra manera a, * 0 para 
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AXIOMA 


x - £ a „\0 

v« H 

dcmucstra que D cs depcndicnte: |H>r lo tanto B es maximal 

Inversamente. suponga que R es maximal. Sea x un \ cctor en l'que no estâ cn B. 
Sea D - B u {x}. Entonces D es dependicnte (>a que B cs maximal) y cxiste una 
ecuacipn 

11 1 ,, il’". ; ,,i ,111 11 1 i, '■ , "'•,il | ïi ,l ,|il|'!li | 1 ii«i i ' l 'v".Vi.bifllV^'.il'y'., . > ", 

]T u,v + px - 0 

r«jí 

cn la que no todos los cocficicntcs son cero. Pcro p * 0 porquc de otra maneru se 
obtendría una contradicción dc la independencia lineal de B. Asi. sc puede escribir 

X = -P'' Z a » vt 

r»a 

Entonccs, B es un conjunto gencrador y, por lo tanlo, es urui base para K ♦ 


( l laciadóndc lleva todo csto? Qui/à pueda versc ladirecciòn gcneral. Se ha dclînido 
cl ordcn cn losconjuntos y los clcmcntos maximales Sc ha demostradoquc unconjunto 
linealmentc indepcndieme es una basc si es maximal. l-alta sólo un resultado que puedc 
ayudar a probar la cxistencía de un clemcnto maximal. ílse rcsullado es una de las 
suposiciones básicas de las matemáticas. 

Muchos dc los lectorcs cstudiaron la geornctria euclidiana cn la secundaria. Tal vez 
ahi tu\ ieron su primer contaclo con una detnostración matemática. J’ara probar cosas. 
Eudidcs hi/o cicrtas suposiciones a las quc llamó axiomos. I’or ejcmplo, supuso quc la 
distancia m:is corta cntre dos puntos es una linca reeta. Comenzando con cstos axiomas, 
él y sus alumnos dc geotnetria pudieron demostrar muchos teoremas. 

Pn linJas las ramas de las matemáticas es necesario tcner axiomas. Si no se hace una 
suposiciiSn, no es posiblc probar nada. Para çomplctar nuestra demostracion se neccsita 
ct siguiente axioma: 


Lema dc Zorn X Si S es un conjunto parcialmcntc ordenado. no vacio. tal que toda 
cadena no vacia ticne una cota superior. entonces S liene un clcmcnto maximal. ♦ 


t Si los cHaltircì son nûmcfu» rculcv o complqi»N. cnionccs p* 1 I (I 

; Mn\ \ /om i |M06-t493) p,bo \ntio% aAi>s cn b I nivcrsih of ImJiana domie fuc Pmtcw Fmcrito liavta vu 
mucftc cl u dc ni*u/<• Uc 1*^93 Ntlkú sii fjimnso rcxiiltailo cn 1935 | \ Rcnuuk on Mcltind m TranvFtnitc 

\lctf'i.i Liìilï. im .. r th, Ufu f o jn *. /. ,,’S ... /•. -5 I \ i,ir t, <•] 
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TtOREMA 2 
Demostración 


Observacivn. F.I axioma deelecci6n dice. ajirandcs rasgos, que dadoun número(íinito 
o int'inito) de conjuntos no vacios. existe una t'unciòn quc elige un elemento de cadu 
conjunto. Este axioma es equivalente al lema dc Zom; es decir. si se supone el axiomu 
de clección. se puede prohar el lema dc Zom y vicevcrsa. I na demostración de esta 
cquivalencia y otros interesantes resultados se pucdc encontrar cn el excelente libro 
NaiveSet Theoryác Paul K. Halmos (Nueva York: Van Nostrand. I%0). en especial cn 
la pâgina 63. 

Finaimcnle se puede establcccr y probar el resultado central 


Todo espacio vcctorial V ticne una base 

Se quiere dcmostrar quc Ttienc un subconjunto linealmente independicntc maximal. 
Esto se hacc en varios pasos. 

L Sea S una colección de subconjuntos, todos linealmente indepcndicntcs, parcial- 
mentc ordenados por inclusión. 

ii. Una cadcnn cn S es un subconjunto T de 5 tal que si A y B están cn T, A q B o 
bicn B q A. 

iii. Sca T una cadena. Se define 

Mt T) = {j 4 
,ur 

Es evidentc quc Xfì.T) cs un subconjunto de V\ Aq XfìT) para todo A e T. Se 
quiere dcmostrar que Mf 'T) es una cota superior para T. Como A q Afì'T) para 
todo A e r.sóloes neccsario dcmostrar quc SfìT) e 5; cs dccir. debc demostrnrse 
quc M[T) es lincalmente independicnte. 

h’. Suponga que Y a v v = 0, dondc sólo un número finito dc las a, son difercntes de 

de ceno. Se denotan cstos escalares por a|. a^,.... a„ y a los vectorcs corres- 
pondientes por v„ vs...., v„. Para cada /, f« 1,2,.,., n existe un conjunto .4, 
e rtal que v, e A, (porque cada v, estâcn AfìT)yM{T) es la unión dc los conjuntos 
en T). Pcro 7’es totalmcnte ordenado. de manera quc uno dc los conjuntos A, 
conticnc a ttxlos los dcmás (vea el problema 3); ll^pcinos.-í^aestc conjunto. (Sc 

puede llcgar a esta conclusión sólo porquc î^4j. ^..T„} cs finito.) Asi, A, 

Q .Tj para /—1.2. n y v„ v*..., v„ e Conto A k es linealmentc indc- 

pcndicntc v V a ,\,- 0. sc deduce que a, =a 3 ® a. »0. Hntonccs A fìT) es 

<»i 

linealmente independiente. 

v. 5cs no vacio porque 0 e S (0 denola cl conjunlo vacío). Se hademostrado quc 
toda cadcnn T en 5 ticne una cota supcrior. AfìT), que está en S. Por el lema dc 
Zom. 5 ticne un clemcnto maximal. Pcro S consiste en todos los subconjuntos 
lincalmente indcpcndientes de V. El elemcnto maximal B e S es. por lo tanto. un 
subconjunto lincalmente indepcndientc maximal dc V. Entonces. por cl teorc- 
ma I, es una base para V. ♦ 
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PROBLEMAS 4.12 

1. Demucslrc quc todoconjumo linealmcntc indepcndicntc cn un cspacio s ectorial I sc pucde 
cxpandir a una basc 

2. Demucstrc quc todo conjunto peneraJor cn un cspacio vectorial l tiene un subconjunto 
que es una base. 

3. Scan /J|. .1..oonjuntos en una cadena /, Dcmuestrc quc uno dc los conjuntos 

conncne a todos los dcmas. [Sugerencia: como / cs una cndcna. I, I. o bicn I . = 
Lntonces el resullado cs cicrto si n 2. < ontpletc la prucba por induccion mateinàtica ] 


RESUMEN 


» • L'n espncio vectorial rcal r C 5 un conjunto dc objetos. Ilamadoî. scctorcs, junto con dos opcraciones 

Ihtmadas suma (denotadapor * + y)y rnultiplicnciôn |»or un escalur ( dcnotada porn »(quc satisfaccn 

los ìiguicntcs axiomas: 

». Si * e l 'y y « V. eritonccs \ ■* y e V (ccmidura hojo la siunai. 
ii. Para toda y y 7 en I ,(*-*• y) + % x + (y +■ j) (ley asociativa de lasuma de vcctoresj. 
iiL Existc un vcctor 0 e I’ tal quc para toda * « I . * + 0' 0 - » = * (0 cs d idéntico nditlvo). 

iv. Si * e V. cxistc un vector-* cn » tal que * v (-*) u (-* se Jlamn el invcrsoaditivo dc *). 

v. Si * y y están en V, enloncés * + y y ^ x (ley conmutativa dc la suma de vectores l. 

vi. Si xI y « cs un escalar, cntonccs u* e K 1 cerradura bajo la multiplicacion por un cscalar|, 

vii. Sixyy estáncn l yuesuncscalar.cntoncesof* +y)»u*+ny ( primcralcy distributival. 

viiL Si x g Vy a y |l son cscalarcs. entonces (o + U)x u* ♦ [I* (scgimda lcy distribuiiva). 

ix. Si x e Ky u y P son cscaiarcs. cmonces a(p*) ujìi (ley asodarivn dc lu multíplicación 
por un cscalar). 

x. Para todo vector x e l', I* = * (cl cscalar I se llomn idcnlicu muttípUautvo). 

• El espacio t"» {(*,..r^..r s ); x, e R pvai = 1 . 2 ,. ..* n). 

• El cspacio P, {potinomios dc gnulo mcnor que o igual a /»}. 

• E1 espacio C\a. A| =■ {funcioncs rcalcs continuas en d intcrvalo (o. b ]). 

• El espacio = {marticcs dc m x ri eon cocficicmes rcalcs]. 

■ i I cspncio I" {(c„ t'j,..., c m ): c, •& C para 1 * 1,2, ,.. n) i denota cl conjunto dc nùmcros 

complejos, 

• Un subespacio H dc un cspacio veclorial I cs un subconjunto dc I quc cs cn sí un espacio vcclorial. 

• l n subcspacia no vaclo // dc un espacio vcctonal I es un subcspacio dc I ’ si las dos siguicntes reglas 

se cumplcn: 

L Si * e Hy y e //, cntonccs x + y s //. 

II. Si * «//, cntonccs ri* e // para cada cscalar ot. 

• Un subcspacio propio dc un cspacio vcctorial Vcs un subcspacio dc l’difcrcntc dc ( 0 ) y dc V. 

• Una rombinadón lincal de los vcctores v,. v 3 .v. cn im cspacio vcctorial í’cs una suma de la 

forma 

a,v, + u.vj * • + a„v„ 

dondc «,.son cscalams. 


(P 292) 


(p.293) 
tp. 295) 

(p. 295) 

(p. 2%) 

(p. 299) 
<p. 300) 

(p 30!) 
(p. 306) 
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• Sc dicc quc los vcctores v,. .. <, v„ cn un cspacio vcctorial I gcneran a I‘ si todo vector cn I' se 

pucde cxprcsar como una eombinactón lineal de v,. Vj..... v„. 

• El conjnnto gcncntdo por un conjunto dc vcclores v,. v,.v t cn un cspacio vcctorial l 'es el 

conjunlo dc combinaciones lincalcs dc v,. v ; ..... v 4 . 

• gen {v,. Vj__ v 4 } cs un subespacio dc V. 

• Dcpendcncia e indcpendencia lineal 

Sc dice quc los vectorcs v,. v ,.v„ cn un espacio vcctorial V son Uncalmcnte dcprndientcs si 

cxistcn escalares <,, Cj,.... c„ no todos ccro talcs que 

C,V|+C,Vj-C.. +C,V„»0 

Si los vcctorcs no son lineatmente depcndientcs, sc dicc quc son lincalmcntc independicntcs 

• Dos vcctores cn un cspacio vcctorial V son lincalmcntc dcpcndicntes si y sólo si uno cs un múllipto 
cscalar dcl otro. 

• Cualquicr conjunto dc n vcctores lincalmcnte indcpcndicntcs cn V gencra a E" 

• Un conjunto de n vectores en E" cs lincalmcntc dcpcndicntc si n > m 

• Base 

Un conjunto dc vcctores v,. .... v„ cs una basc para un espocio vcctorial Fsi 

L (v,. Vj,..., v„j cs linealmcntc indcpcndicntc 
ii. |v,. Vj,..., v„j gcncra a V 

• Todo conjunto dc n vectores lincalincntc indcpendiente cn t*” es una basc cn t y ' 

• La base canónicn cn t 1 " consiste cn n vcctorcs 





Í°1 

f°l 

[ 

r °l 


0 


1 

l°l 


0 

«t“ 

0 

. c,= 

0 


j.* 

0 


A 


Â 

kl 


1 


• Dimensión 

Si el cspacio vcctorial Y tiene una basc finita, cntonccs la dtmcnsión dc I cs cl nûmero dc vcctorcs 
cncadnbascy I se llama un cspacio vcctorial dc dimensión finiia Dcolramonera l'sc llamacsparlo 
vcctorinl dc'dimrnsión infinita. Si V {0}. cntonccs se dicc quc I ticnc dimcmrión cero. 

La dimcrisión dc Fse denota por dim l'. 

• Si // es un subcspacio dcl cspacio de dimensión fmita V, cntonccs dim H í dim I'. 

• Los únìcos subcspacios propios dc son los conjunlos dc vcclorcs que están cn una rccta o en un 
plano quc pasa por cl origcn. 

• E1 cspacio nnlo dc una matriz A dc n * n es cl subespacio dc U" dado por 

«oi 

• La nulidad dc una mstriz A dc n x n cs la dimcnsiòn dc N A y se dcnota por v(.4). 

• Sca. I una maîriz dc tn * n. La imngen dc A, dcnotado por imogcn A, es cl subcspacìo dc I " dado por 

Imagcn A = {y c *?": .-I* = y para alguna »eP"| 

• EI rango de A. dcnotado por p(^). cs la dimcnsión dc la imagen de A. 
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(p. 306) 

ip. 307) 
(p. 307) 


(p-318) 


(P-319) 
(P-325) 
(p. 322) 


(p. 337) 


ip.337) 
(p. 337) 


(p. 340) 

(p. 341) 

(p. 342) 
<p. 348) 

(p 348) 
(p. 349) 

(p. 350) 
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• E1 rspacio dc ios rcngloncs dc .4, denomdo por R, P es el espncio gcncrado por lûs rcnglones dc A > 

es un subespacio de t- v '. (p. 350) 

• El espado dc las colnmnns dc A, dcnotado por C A' es el espucio gcncrado por las columnas de .-I y 

es un subcspacio dc l+'. (p, 350) 

• Si A es una mïitriz d cm * n, cntonces 


Màs aím. 


C, imageii A y dim R A * dim C A dim irnagcn A = pl.l) 
p</l) + vjC4) = n 


ipp. 350.351) 
<P. 356) 


• El sistema lx = b ticnc al mcnos una solución si y sòlo si pf.-f) = pf.4, b). dondc (.4. b) es la matri/ 

aimientada que seobtiene al agregar la colunmn del vecto» b a A. (p. 358) 


Tcvrenui dc resumc/t 

Sco A una motri/ de n * n Entonces las srguientes afîrmacioncs son equivalcntes: 
i. A cs InvcTtible, 

H. La única soluciòn al sistemn Iromogéneo ,4x 0 es la solurión trivial (x - 0). 
iii. Ei sistema. fx m b tiene unn sotución única pnra todo n-vcctor b. 

Iv. A es cquivjilcntc por rengloncs a la matri/. identidad de n * n, l n . 

v. A se puede expresar como el producto de matrices elemcntales. 

vi. La fonna cscalonada por rengloncs de A ticne n pivotes. 

> iL Las columnas fy renglones) de A son linealmente indcpendientes, 
viiL dct .4 * 0. 
tx. V'(/f) w 0. 
x. P(^)*rt. 

Seafl, = {u,, u ; .. u„} y flj = {v,.v ; .v„) dos bascs para cl cspacio vcUorial I . Si 

x. è Py V’ì', ' |I ,'. 1 1 ' 1 l.|i.,/!,l| i 1 ,. 7 . ijVifip/ò | 

x • />,u, + ■ + bjt „» e.v, f r,V 3 + - • • +• e„v B 


entonces se escribe <x) fl = 




y m. 


C-, 


<• \ 


Supongn quc (u )* 




L Entonces la niatriz dc transiciôn do /3, u fl, es la matrìz dc n x n 


Miis aún, (x)„ =/f(x)^. 



' a u 

'4 |a 

■, dn 



a Zl 

U ZZ 1 i 

. *■ •*> 



rJ„i 

Vi 

a AÎ ‘ 


i r. '‘'i'j |Uy',llr!!r l ’ I',) 1 ' 
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<p. 360) 


ipp. 372-373) 


tpp. 375.376) 
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• St A cs la mntrí/ dc truiuictón de fí, a B& cntomxs 1 cs In matriz dc tronstciún dc ìi, n 0,. 


Sicvi.," 


Of i 


\ a ‘v 


para / »'1,2,..../), «itonccs x t< & 2 .x n son linealmente mdependientes $i y sdlo 


si det,4 * 0. dondc 


.-» = 


«ii a ti 
u ,. n,, 


0„, 0.3 


tì l« 

lU, 


• Los vcctorcs u,, u : ,,,., u, cn fP t'omiiin un conjunto ortoçonul si u • a f - 0 pant r *j. Si adcmás, 
u. u, ~ I p.u.s ï - 1.2,,.,, k, 5C dioc quu el canjunto c$ ortunortnal 

• |v|»|v v| |,3 sc llama longitud onorma dcv, 

• Todo subcspacio dc !■’“ ticnc una basc ortonormal. lìl proccso dc ortonorinalizacidn dc Grant- 
Schmídt se puede usar para construir tal basc. 

• tlna matm ortogonal cs una mntriz Q invcrtiblc dc n x n tal quc Q '' "Q. 

• Unn niatriz de « x n cs ortogonnl si y stVln si sus colunuias forman una basc ortounrmul para W 

• Sea//ttnsubcvpaciodct' , conunaba5eortonormul |u,.u ; ..... u,| .Siv & f. v '.entonccsLiproyección 
ortogonal dc v sobrc //. dcnotada por proy,, v. cstá dada por 

proy w v*jv u,)u,+jv u,|u 7 ’ • • + (v u,)u, 

• Sca // un subespacio de f.-". Entonccs cl coinplementu ortogonal de //, dcnotado por //\ cstá dado 
por 

H • jx u 13*: & h = 0 parn todo h û //} 

• Tcorcma dc proyecciún 

Sca II un subcspacìo de I.“ > sea v e l< r . Lntonccs cxistc uji par único dc vcctorcs h y p tnics que h 

e //. p & /r,y l Wi^'ií , ! V l 

v >» h ■* p proy w v ♦ ptdyV 


• Tcorenut de aprnximaciân dc ía norma 

Sca // un ■subcspacio dc f)" y sea v e 12". Entonccs, cn //. proy H v cs la mcjor ajnoximncidn a v cn cl 
Mguictiic sentido: si h cs cualquicr otro vcctor en H. cntonccs 

|v - proy, f v| < |v - h| 

• Scn (x,,y,L t.v_., >%).(*«.>•„) un conjunto de datos. Si sc quiere representar estos datos por la rccta 

y m\ -*• b\ cntoaccs cl problema «le minimos cuadrndu» es cncontrnr los valorcs dc m y b que 
minimtzan la suma dc los cuadrndos 

lv, — {/> ‘ nu | )J J v l> - 3 - (h nuslp + • ■ • ♦ Lv.- C* + wc„)]‘ 

l.a soluciori acstc problcma cs cstableccr 

f ÌA'À) 1 . 4 'v 


(p, 3Rl) 

(p. 

(p.393) 

(p. 393) 
(p. 399) 
tP. 399) 

(p. 40(1) 

(p. 402) 

tp. 403) 

(p. 405) 

(p. 419) 
(P-421) 
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dondc 


* 


V V M 


y A 



llesuhadctt similarcs sc aplican euando sc cjuicrc rcpreseninr los datoii usando un pdinomló dc 
grado > 1. "i; I, i;; ! i ; l| i l ii |; , | l 1 ’ ! , l , l ’i' l !"i|iiu 

Espado con producio iniemo 

El cspacio vedorìal cocnplcjo Tsc llanra im rspncio con productu intcrnn si pani cada p;u dc vectores 
n y v cn I exïstc un númcrocomplcjo único (u. v>. Ilamndocl produrto intcrnn dc u y v, tal ipic si 
u,v ysv csuin cn l''y a «? II, cntonccs 

i. (y, v|ìD ||||||||| ’ 1 , |j',ll| ||;;!| 'ii'i'ii 1 i 1 jllji'ii 1 |'11!i 

ii. (V. v) = 0 si y sdlo si v 1 0 
iif. (u, v + w) =•(«.») + <■, w) 

K’. (u + v, w) * (u. w) +(», w) 

v. (u. v) (v. ui 

vi. <«u. v) *a(B, V) 
vlL (u.av) “-«(u. v) 


• Prartucto Internu cn C* 


(H. yj 's^y, + .r, v. 


• Sca I' un espncio cott producto intcmo y suponga quc u y v cstàn cn V. lijiuvnccs 

uy v sonortofionnlcssí (u. v) => 0 

• Lnaonnadeu, dcnotada por||ul|. csUi dada por 

(Juj| => V(u, u) 

• Conjunto oriomtrmal 

E1 conjuntodc vectotcs (v,. v,...,,v,) csun conjunto ortonomial cn l'sí 

(v^v.)--O pataívj/ 


IfvJI a vfvjv,) “• I 

Hi sdlo sc cilmplc lu prímcni condicíón, crrtonccs se dlcc quc d conjunto cs ortoçonal 


Proyecciiïn (Htogonal ''"llHl !ii l ' l '| l |l l hl(|i!| fi | |îjW ji||iilil | illilHll 1 

Sea N un svibcspacio dc un cspucío vcctorial oon pcoducto intcmo I oon una bosc ortononnnl | u,, u,, 
.... u 4 ). Si v * I. cntnncès la pro> rccUín ortogonul dc v sobnc N, denotada por proy w v, «tá dadâ 

por |l!', > u, i, ,, ,, 

V*°'ÏNy " t v * B |)«» 4 (*• »»;)■; + • u ’l+ (V. Bí)U, 
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ip, 43?) 

(p. >141) 


<p- 442) 


(p. 4441 






464 Gspftuli i 4 Espactosvvitoriale» 


* î)(ì _ :Mî ”H" -î) 


En los cjcrcicios 37 al 40 encucntrc una basc ortonorma! para el cspacio vcctorìal dado 

37. I?- comcnzando con la base " j. j | j 

38. 0} 39. {(a.y.:) e IP:x-y- r| 

40. {(.t.y.W) e ïï!*: x = : y y = n| 


En los ejercicios 41 al 43: a) calcule proy w v; b) encuentre una base ortonormal para H L : 
c) cxprcse v como h 4 p. dondc h e // y p «= H 1 . 


41. H cs cl subespacio del problema 38; v - 

42. // cs el subespacio dcl problema 39; v - 

43. // es el subespacto dcl probletna 40; v 


-1 

\ 4 / 
t l'» 


tO 

n 

0 

.1 


Ol culo | 
Cálculo | 


44. F.ncuentre una base ortonormal para /*. (0, 2). 

45. I Uilicc cl resultado dcl ejercicio 44 para cncontrar un polinomio quc sca la mejor aproxi- 
maciôn por minimos cuadrados ae* sobre el íntcrvalo {0.2]. 

46. Encucntre la recla que mejor sc ajustc a los puntos (2.5). (-1. 3 1 . < 1.0) 

47. Encucntrc cl mejor ajuste euadráiico para tos puntos en el cjercicio 46. 
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Transformaciones lineales 


5.1 DEFINICIÓN Y EJEMPLOS 

l-n estc capitulo se estudia una dase especial de funciones llamada.N tramfnrmaeiimcs 
HncaU’s quc ocurren con mucha frccuencia cn el álgehra lincal > otms ramas de 
imtetnfilicas. Las transformaciones lincalcs tiencn una uran variedad dc aplicaciones 
importantes. Ames de detlnirlas. se cstudiarán dos cjemplos sencillos para ver lo que 
puede succdcr. 


EJEMPLO 1 Ucllcxión rcspecto al eje x En fc'* sc definc una funciòn T mcdiantc la lormula 

Ceométricamentc. T toma un vcctor cn I- - y lo rctleja respecto nl cjc r. 

E.sto se ilustra cn la figura 5.1. Una vez quc se ha dado la delinición básica, se verá que 
T es una transformacïón lineal de t ,: en I 



V 



E'içura 5.1 


El vector ( t. -v) es la rcflcxión respecto al 
cieidelseslnru.ii ♦ 
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EJtMPLO 2 Trunsformación dc un vcctor de produccúin cn un vcctor dc materia prima Un 

fabricantc hace cuatro tipos diferentc.s de productos. cada uno requicre tres tìpos de 
matcriales. Se dcnota a los cuatro productos por I\. P 2 . P i > Pj, > a los materiales por 
/?,. R 2 y Ry. La tabla siguîente da el número de unidades de eada materia prirnu que se 
requieren para fahricar I unidad dc cada producto. 


Ncccsarios pam protlucir 
I unitlítii dr 


Númrni dc 
unid»dcs 
dc niatcriii 
prima 



/’r 


/N 

Pj 

R\ 

2 

1 

3 

4 


4 


2 

1 


3 

3 

1 

2 


Surge una prcgunta natural: si se produce cierto número de los cuatro productos. 
^cuántas unidades de cada malcrial sc nccesitan? Sean /»,. /*, p } y p A el número de 
artículos fabricados de los cuatro productos y sean r,. r 2 v r } el número de unidades 
necesario de los tres materiales. F.ntonces se define 




P 1 
P: 
Py 

\ P *t 



M 


r 2 1 3 4> 

r - 


.4 = 

4 2 2 1 

l 3 3 1 2 J 


Por ejemplo. suponga que p = 


'lO' 

30 

20 

150 


(.Cuânlas unidades de R\ se necesitan para producir 


estos números de unidades de los cuatro produclos? De la tabla se tiene que 


IX* manera similar. 


f| =P\ • 2 +/> 2 • I +P )• 3 -s/i 4 • 4 

= 10 • 2 + 30 • 1 + 20 3 + 50 4 - 310 unidades 

r, = 10 4 f 30 2 + 20 2 + 50 I = 190 unidadcs 


r 3 = 10 • 3 + 30 • 3 +20 • I + 50 • 2 = 240 unidades 


Fn general se ve quc 


' 3 ->ìP 

4 2 2 I 1 * 

3 3 12 


P' 

^ I p A 
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DEFINICIÓN 1 


o 

.•Ip = r 

Cbto se puede ver de otra manera. Si p se llama el vector de producciôn y r el vector 
dc matería prima. se dcfmc la l'unciôn Tpor r = /p Ip Hsto cs. T cs la función que 
“transforma" el vcctor dc producción en el vectnr de materia prima. Sc dcfinc con la 
multiplicación de matrices ordinaria. Como se vcrá. esta función cs también una 
transformación lineal. ♦ 

Antes de detinir una transl'ormación lineal. hablaremos un poco sobrc las funciones. 
En la sección 1.7 se escribió un sistema dc ecuacioncs como 

Â% « b 

donde A es una matriz de m ■ n. x e I" y hf I m . Sc pidió cncontrar x cuando A y b 
se conocían. No ohstante, esta ccuación se pucdc vcr dc olra manera: suponga que.4 se 
conoce. Entonces la ecuación ,ix - b "dice'proporcione una x en I " y yo lc darc una 
b en I- es decir. .i represcnta una fimción con dominio I '' e imagen en I ”, 

La funciôn que se acaba de dctìnir tiene las propicdades de que .i(ax) = a.ix si u 
es un escalar y .i(x + y) - .ix + Jy Esta propicdad caracteriza las transformaciones 
lineales. 


Transformación lincal Sean Vy If'espacios vectoriales rcalcs. Una transforma- 
ción lineal T dc Ken H r cs una funcHSn que asigna a cada vectorv e Kun veclor ûnico 
7V e H'y quc satisface. para cada ■ y v en V ỳ cada escalar a. 


(1) 

( 2 ) 


7fo + v) = Tu + 7V 
7T[av) = a7V 


Trcs notas sobre notación 

1. Se escribe T: I II para indicar que 7'toma el espacio vectorinl rcal I 'y lo lteva 
al espacio v ectorial real IV; esto es. T es una función con l 'como su dominio y un 
subconjunto de H’como su unagen. 

2. Sc escriben indistinlamente 7V y 7tv). Denotan lo mismo: las do> -.e lecn "T de 
v". Esto es análogo a la notación funcional/(.v). que se lee "f dc v" 

3. Muchas dc las dcfmicioncs v teoremus en este capitulo se cumplen también para 
ios espacios vectoriales complcjos (espacios vectoriales en donde los escalares 
son números complejos). Sin embargo, excepto bre\ emente en la sección 5.5, sólo 
sc manejarán cspacios vectorialcs realcs y. por lo tanto. se eliminarâ la palabra 
"real" en cl anâlisis de los cspucios vectoriales y las transformaciones lineales. 

Terminobgia. I as transformaciones lineales con frecuencia se llaman opcnidorcs 
lineales. 
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EJFMPLO 3 


LJEMPLO 4 


EJEMPLO 5 


EJEMPLO 6 


L ! na tran.srormaciôn lincal dc l - cn I ' Sea 7: I- • - > I dcltnida por 


M- 

( \ 

x + y 


x -y 

v) 

{ 3 >’J 


. Por ejcmplo T 


f -îj 

í-0 


- s 

r 3 J 

H 


Bnlonces 


rr.t,j ft,j 

1 , ÍX, + -Tjj 

• r i + + >j + >': 


= 7' 

*i + r : ~>j ->'j 

LW W 

J Ul + >lj 

. 3 >j + 3v 2 , 


x l ->'l 


" f x +v N 
x 2 + >: 

x, -v. 


3i' 


Pcro 


*l + >j 

^i-ri 

3.V| 


= T 


vl y 

1>|J 


1 1 


‘ Xj + _Vj X 
Xj —y 2 

h'2 


3r, 


•Ti* 2 


Asi 


De manera similar 


7' 

hl 

i+M 

■ rp'ì 

+ T 

f r :j 


y'; 


w 




K)]- r fc)= 


clv + a>' 
ojc - a» 
3av 


^ 1 x + y' 

x-y 
3v 


= nT 


Asi. Tes una transformación lineal. 


♦ 


La transformaciòn ccro Sean í 'v W espacios vectoriales y dclina T. I -> W por 7v 
I) para todo v en V. Lntonees 7\v, + v : ) = 0 = 0 + 0- 7V, + 7V : y 7\av) 0 - a0 = 

aTs-. Bn este caso. T se llama la transformaciòn eero. ♦ 


La transformaciòn idcntiilad Sea l'un espacio vectorial y delina /: I ► I por tx 
v para todo v en l'. Aquf es obvio que I es una transfomiación lincal. la cual se llama 

transformación idcntidad u opcrador idcntidad ♦ 


Transformaciòn dc rcflcxión 


Sea 7T : -> 


I. definida por T 



. Lssencillo 


vcrificar que / cs lineal. Cicométricainente. T torna un vcctoren I ; > lo rcfieja respecto 
al eje v(vea la figura 5,2). 
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tJbMPLO 7 Transformación dc fc* I-"’ tlada por la multiplicación por una matriz dc /// ■ // 

Sca A una matrizdem*«y defìna T: -> l m por Tx - Ax. C'omn -li\ + y) = .lx +./y 
y .-l(ax) = u.4x si x v y están cn l. '’. se ve que Te s una transformación lincal. Ontonccs: 
toda matnz A <ie m x n se puede usur para definir una transformacián lìneul de I-' en 
H jOT . Hn la sección 5.3 se verá que se cumple cierto inverso: toda transformación lineal 
entre cspacios vectortales de dimensión finita se puede representar por una matri:. ♦ 


EJFMPIO 8 Trausformación de rotación Suponga que el vector v = | ' | cn cl plano yv sc rota un 
ángulo 9 (medido en grados o radianes) en scntido contrario al de las inanecillas del 

/Vì 

reloj. Llame a este nuevo vector rotado v' - ' . Hntonces. como se ve en la fniura 5.3. 
si r denota la longitud de v (que no cambia por la rotación). 


Entonces. como se ve en la figura 5.3. 



I- îgu ra 5.3 (x'. y’) sc obticne rotando (.t.y) un ángulo 0 


♦ Lsto se Jciìulc de la defmtción estândjr dc cos 0 ) scn 0 como las cnordcnadas t v>• dc un punlu en el clrcnto 
unilaruv Si (x, y) es un punlo en el ctrculn dc radlo r con ccnlro en el orígen. enlouccs v r cos o > v = r sen <p, 


dondc vjv cs cl .inpulo quc fnrma cl VCCtM ( t, W con el lado posiliv n dtl cjc « 
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Pero r cos (6 + a) - cos 0 cos u - r sen 0 sen a, de manera que 




(3) 

<4> 

(5) 


Emonccs de (3) y t4). se vc que 4„ ' = |I.a transformación lineal T l ; 


delìnida por Tx = 4,. v. dondc A 0 estâ dado por (5). se llama transformación de 
rotación. ♦ 


EJFMPLO 9 Transformación de proyecciôn ortogonal Sea // un subespacio de I La trans- 
formación de proyección ortogonal P" I —> //se delìne por 

Px = prov w v (6) 

Sea { uu ; . u t | unu base ortononnal para II. Lntonces de la delinición 4.9.4, pagina 

400. se tiene 

Px ”(v U )U; +(V • U,)U : + . * • + (v • u t )u A (7) 

Como(V| + Vi)-u = V| u + v ; u y (uv) u = u(v ui.seveque/’esunatransformación 
lincal. * 


EJFMPLO tO Oos operadores de provección Se delìne 7 1 3 -> I por T v = \ Enlonccs I 

r 0 
\ / \ 

es el operador de proyecciôn que torna un vcctor cn el espaeio de tres dimensioncs y lo 

í*ì M 

proyecta sobre el plano xy. Ue ntanera similar, 7' i - 0 proyccta un vector en el 


espacio sohcajei .oliuyt. 


mslomucioncs sc describen en la ligura 5 4. 
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FJEMPLO 11 


LJFMPIO 12 

I CâUuId' 


EJEMPLO 13 

Cjltuio 


ADVERTENCIA 



Hl l’rov L'cciim sobn; cl plano .rr '/ 


/V, 


rv 




♦ 


Operador de transposiciôn Deiìna T: M m „ -» \t m por 71,-n A'. Comc> H ~ B)‘ 

A‘ + ff y (o iA)' ~ aA', se ve quc T. Ilamado opcrador de transposición. es una 
trnnsformación lineal. + 


Operador integral ScaJrCJO. I| -»I dennida por Jf - J.| / < t) ,/v Cnmo 
C UM)~&x)\dx = /„'/(*)<& + í|.t'(.r) Jx y /'n/(.T»cAr = si / y V son 

continuas. se ve quc./es lincal. Por ejcmplo. J(^) = t,./sc lljuna openidor inict;ral ♦ 

Opcrador difcrencial SupongaqueD: C'fO. 1] » q(). 11 scdeiìnepor/3/ -/’ C omo 

</+/.')' = r + g' y (a/ )' =a/’ si /ygson difercnciablcs. se ve quc />es lineal Dse llama 

opcrador difcrcncial. 


No lodd transformación quo se ve lincal es en maliri.id lineal Por ojcmplo. rloíina ì 

* 1 l K)r T.\ = 2t • 3 Entonces la gr.ifica rio { v A .v e l j- es un.i línea rpcla en 
d plano n; |joro T nn lineal porque ’tlx +- M = >(r + n - 1 -r » v + 2) + î v / v + 
ty - i2.r + 1) + <2 1 +- 1) = 2x + 2y ~ fa. Las úrticas Iransform.u iones lineales rle I on 

* -011 tuucionc. tle i.t lorriM / \ - m\ p.it.i .ilgtin numfio ».• Av, .• • r. • t •,1 1 . , . I .,- 
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EJEMPLO 14 


PROBLEMAS 


tunciones cuyas gr.iftr.TS son rrcus, las únicas t|ue son linoalps son aquellas que pasan 
porel origen. En álgebr.i y cálculo una función lineal ton dominio 1 está definida como 
una función que tiene la forma j ,r) = mv + b. Así, se puede decir que una íunción 
lineal es una tiansformación de l en í si y sólo si h ila ordenada al origenl os cero, ❖ 

l'na transformación que no cs lincal Supongaque 7: CJO. 11 -► I- cstádcfinida por 
Tf=f( 0) + I. Entonces T no cs lineal. Para ver csto se calcula 

T(J + g) = </> gMO) + I =./(0) ♦ g(()ì ♦ I 

Tf* Tg -[/(0) + 11 + \g(0)+ '1 =/(0) + íj(0) - 2 

Esto proporciona otro ejcmplo dc una transformaciôn quc pucdc parcccr lincal pero que 
dc hccho no lo es. * 


5.1 


Autoevaluación 

rdlso-verdMhm 

!. Si T cs una tnmsformación lincal, cntonccs 7(3*) “ 37*. 

II. Si 7cs una transfomiación lineal. entonccs T\\ + y) ■ l'x + Ty. 

III. Si 7es una transformnción lincai, entonccs 7f *y) = TxTy 

IV si .4 cs una matriz dc 4 x 5, cntonccs 7* ,1* cs una transformación lincal dc I? 4 cn I? 5 . 
V. Si .4 cs una niatriz de 4 x 5, entonccs T% = .4* es una transformación lineal de E 3 cn t 34 . 


2. r:V-t?:T\' =1' 


i los problcmas 1 al 29 detem 

/ 

9-0 

3. 

;)=(;) 

V 

() 

‘ì fl) 

5. 7: l>' -» t T .» 


C 

r V / 

j 

7 . ' r-r.':;)-;;) 

9. 7: t • 1 7 1J 

) = .rv 


4. /:!)••-.1+7 


M 

v 


6. r ; - 


8 . 


rí*ì f** - 1 ') 


Respuestas a la autoevaluación 

l.\ ll. v m. t l\.ï \ 
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io. i vr 


i 


■X. 


■ l, + 1. * - +,» 



L*J 

13. / 



14. T: At m -* TlA) AB, tlorvdc H « una mairi/. fija dc n • n 

15. / \t m ~* \/„, ÍU) - A’.l 

,6 - 1 •'/«« '/,y. r~( A) = AU. dondc fí cs una matnz fija dc n ». p 

17, /; £>„ -» /)^ /17/) = />-’ < /J„ es cl conjunto dc matriccs diagnnalcs dc « « rn 

18. T:D„ -*D„; 71/»=/+// 

10. /; /*, -» /»,; /líi 0 + a r x + n,r') = ti (( + w,.r 

20. /': fí : -» r(í/„ t fl r r + íjjA J ) a, + «»t 

21« /*i l' —*/*,: /(</) -«/ • ar + ttr' + • • + flt" 

22. T: T-,-* /',; = (/Xj )( : 

23. 7; C[0, 11 -* ( |0. I ]; T/(x) - / -(r) 

2-»- /HIO. l]-*íl0. ll;r/(.*)=/(jr)+ | 

1 Cal \ u l ° 25. I. f |(), l| -+ |. . // - J' /í-ri.i/tn i/i. dondc g cs una lunciôn fijacn i (0. || 

Ltiíí ul, ‘ I 26. /; <''[(). 11 * f 10. 11; // - (/£)', dondc j; cs una funciòn fija cn < '(U. IJ 

27. r.rju. ij-*fii.2j;r/(A)=/(, i, 

28. T: rjo, IJ-+P;/•/=/(!) 

29. T:\t m *t):1\A) det.l 

30. Sca / l/*—» f> dado por /|.r. c) - <-i, -v) Dcscnba / gcunictricumcuic, 

31. Sca / una transfommciòn lineal dc I : • 

*' r (î)» w, {1} 

32. En el cjcmplo 8: 
a. I ricucntrc la matriz dc rotacíón A„ cuando tl r6 

ti. ,-,(/uc lc ocurrc al vector J * ( si sc lc rou un án)»ulo dc tt '6 en la direeción conlraria a 
lus tnanecillas del rcloj? 


'|\ 1 /<«\ 

V Oil que / ' - 2 v T 

vv 3 v 


-4 

0 

V 5 / 


rncucntre; 


33. 


Sca I , 

r- 1 - u» 


cosO scnW 0 

scnO cost) n Dcscriha geomòtricamcntc lu transformacion lincal 

0 0 'J 

http://harcoval.blogspot.com 


/ 


474 Qpitulci 5 Tr.ir^l xm.ii "inrs lifMMl’-» 


34. Contcste lus preguntas cn cl problema VT para t B 


cos fì 0 -scn 0 
u | <> 

scit 0 *' COsfl 


35. Supongaquccnuncspaciovectorialrcal I". T satisface /!*■*■ yl T\~ Tyy Tct\) -uTx 
para « > 0. Demucstrc que T es lincal. 

36. Encuentrc una transformacìón lincal T: t/,, —> V/.,. 

37. Si 7 es una transformación lincal dc l cn li', Ucmuestre que 7ìx - y» = /* - 7y. 

3«. Si T es una transformación lineal de I cn II . demuestre quc 7 0 0 , Son cstos dos vectorcs 
ccro el mismo? 

39. Sca l ’un espaciocon pmducto interno y sca u , ■: I fijo. Suponga que T: l —* I (o < > cstà 
delinidopor /V = (V. u ,i. Dcmucstrc quc 7 cs lincal 
" 411 . Demucstrcquesi l’csuncspaciovectorialcomplcjoconproductóintemoy / :!—»( estâ 
detinido por T\ = (u, v) para un vector tìjo u 0 e I. entonccs / no cs lineal. 

41. Sca l un cspacio con producto interno con cl subespacio dc dimcnsión linita /7. Sca u . 

ii.u. ì una base para II. Dcmucslrequc /’: I -» H definida por l\ - (v. u iu , • (v. u.iu. 

- (v. U| |u, es una transformación lincal 

42. Scan I y ll’dos cspacios vcctonales. Denote por /.(I. II j el conjunlo dc itansformacioncs 
lincales de l cn ll Si 7j y T, csUin en /.(I', II j. dcfina «/, y T, i / ; por(«/ iv -«(/>) 
y (T, - / ; iv T,v + r.v Prucbc quc /.(I . II’i es un cspacio vectoriaï. 


MATLAB 5.1 

Iníormación dc MATLAB: Impresión tle gráficas 

Si cstà usandc VIATI.AB en un sistcma quc licnc acccso u memoria extcndidn o si cstá usando 
V1ATLAB 4.0. dc hclp print para obtcncr las instrucciones odccuadas. Si su sistema no liene 
acceso a ntcmoria extcndida. dê hclp mctu para obtcncr informacion sobrc cóino guardiir una 
pantalla de gràticas cn un archivn Después lea cn cl munual de MAILAB la información sobrc 
el uso dcl programa epp Si csta usando la cdiciòn estudiantil dc MATLAB. la ûnica forrna dc 
obtencr la imprcsión de una gráfìca es con una impresiôn directa (teclas Shift-I’rtScr, o sca. 
Caps-lmpPant) (Antes dc corrcr MATLAB dcbc asegurarsc que cnrgó cl paquete de grnficas de 
su sistema operativo.) 

Precaucìnn. La impresiôn dirccta de la pantallu no Conscrva las relacioncs dc aspecto cn ella; 
asi. los ângulos rectos pucdcn no parecerlo y las longitudcs iguales pucden ser distintas. 

I. (j'riincas cn computadora: crcación dc una fìgura l na figura quc sc quiere graficar sc 
describe usando una malrt/ que contìenc los puntos importantcs cn la figura v una niatri/ 
que conticnc información sobre los puntos que debcn eonectarse con segmcntos dc recta. 

I.a matri/ de puntos La matriz dc punlos cs una matriz dc 2 ■ ». dondc » cs cl númcro de 
puntos. cl primcr renglòn eontienc las coordcnadas» y cl scgundo las coordenadas \ dc los 
puntos. 

I a malriz dc líncas La matn/ dc lineus cs una matriz dc 2 * m. dondc »> cs cl número dc lincas. 
Cada clemento es cl número de una columnn dc la matrìz dc puntos. I .a infomtación indica 
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quc los dos puntos a los que sc hace rcfcrcncìa en una columnas dc la matriz de Imeas 
debcn conectarse por un scgmcnto dc recta. 

Por ejemplo. para describirel primcr rcctangulo dc la sieuientc tigura: 



I.a matnz Ins dice quc el punto 1,(0,0), (colunina 1 dcpir)está concctado con cl punto 2. (2.0), 
(columna 2 dcpts); cl punto 2 esta concclndo con el punto î. (2.5). (columna 3 de/>/s): el punto 
* cstá concctadoal punto4. (0.3). (columna4 dc pVi), y cl punto 4 estáconcctadocon el punto I 
Si se trata dc el segundo rcctángulo dc la tigura antcrior. con las diagonalcs dc csquina a 
csquina. la matri zpts scria la misma y 


tns 


(ì 2 3 4 I 2) 
(2341341 


Para graficar la tigura después dc introducir las matrices pts v Ins. sc usa el archivo grafn s ni 
dcl disco. La sintasis para correr grafics cs graiics(pts. Ins, clr, s> m. M): 


pts la matriz dc puntos 
/m = la matriz dc lineas 

clr = opcioncs dc color. por cjcmplo. ’r' represenia cl rojo: pida con hclp plot 
una descripción de otras opcioncs dc color. 
sym -= o o’ o'+' o 'x' o 


Los punlos cn la matriz dc puntos scrún graficados individualmcntc usando cl simbolo quc se elija 
.1/ cs algún númcro positivo. por lo gcncral, un entero. F.stablcce la escala sobrc los cjcs dc 
la pantalla dc graficas cntrc - M s.u M y -\t < y < w. 

Porcjcmplo, grafics(pts, Ins. 'b’, ’+", 10)graticara cl rectangulodado por el pnmcr conjunto 
dc matriccs./JM y Inx, en azul. con los puntos (las csquinas dcl rcclángulo i dibujados con un signo 
y lacscalade losejes: -10s a: s lOy-IOí.vS 10 
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а. Introduzca las siguientcs malriccs: 

_/0 3 3 8 8 II 11 15 15 tl 8 8 0 10'i 

p,s |o 0 3 3 0 0 7 7 10 10 12 7 7 9l 

. ,_fl 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 ìì) 

,ns |2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 13 ij 

Dc el comnndo grarics(pLs. Ins. r’, V. 20) 

Describa cn palabras la figura producida y dcscribn otras caractcristicas de la pantaila 
dc grátlcas. 

б. Disefle su propia figura. I orme una matriz dc punlos y dc lincas y gralìqucla usando el 
archivo grafìis m. 


2. Suponga quc 1: -* t J es una transformación lincal (como unu rotación respecto al 

origcn) y que se quiere graficar la imagen dc una ficura dcspués de aplicarlc lu trunsfor- 
inación. 

a. (Lâptz \ papt'l) Considcre los puntos y l’ : en el plano. Sca x el vcctor que comicnza 
en el origen y tcrmina en /*, y sca v cl vector que comicnza cn el origen v termina cn 
/’j. Explique por qué el vector z \ - y cs paralelo al scgmcnto de recta entrc /*, y /’ : . 


^i 


Sca T: I : -» una transformación lineal. Entonces el punto terminal dc T\ será el 
punto cn la imagcn transformada quc vicne de /’, y cl punto tcrminal dc 7y será 
cl correspondicntc a la imagen transformada quc vicnc dc /’-. Así, îx /y scrá paralclo 
al scgmcnto que une las imágenes transformadus dc /’, y /’,. Expliquc por qué se puedc 
concluir. a partir dc la lincalidad de T quc cl scgmcnto cntrc /’, y /\. rcprcscntado por 
x - y. sc transforma cn el segmento entre las imágcncs transformadas de /’, y / J > 
rcpresentado por Tx - Ty 

El inciso a) implica quc para graficar la itnagen de una tìgura dcspués de aplicar 
una transformación lineal / sôlo cs ncccsario aplicar la transtormación a la matriz de 
puntos; la matriz de líncas dc la imagcn transformada scra lu misma. Cualquier 
tnmsfonnación lineal T: t- -»se puede reprcscntar por la multiplicadòn por una 
matriz. I dc 2 * 2. Asi, la matrizde puntos dc la imagen transformada scrn A • pts. dondc 
pts es la matriz de puntos dc la iiguru original. 
b. Sc desea graficar. sobre el mismo conjunto de cjcs, la figura dada por lus matrices dc 
puntos y lincas dadas en el problcma la) de esta seccíón dc MATLALî y su imagcn 
transfomiada dcspucs dcaplicar una transformación dc rotaciòn. Rccucrdc quc la matriz 
de la transformaciôn lincal quc rota en el sentìda eontraría a iax manecilìas Jel reloj 
respecto al origcn. un ángulo 0. esta dada por 

J= fcns(«) -scn(0)' 

(scn (0) cos (0)J 
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l.os siguicntcs comnndos grnlican lu figura original (cn rojo) y su roiación posîitva un 
ángulo dc t 2 respccto al origcn (cn .uul) 

ih = -pi/2; A = |cos(th) -sca(lh);scn<th) cos(th)| 
graficstpls, Ins, V, 20) 
hold on 

graficM A*pt>. Ins. ‘b', 20) 

tíold off 

Obscrvc quc sc usa cl comando hold on para que ambas figuras apartvcan en el mismo 
conjunto dc cjes. El uso dcl comando hold off es un bucn habito, cstriclamcn tc hablundo 
cn cste caso no se ncccsita ya que el archivo grafìcs m contienc un comando final 

hold off 

Intcrprclación. En la gráfica. idcntifiquc los cuatro puntos dc la figura original que 
estin en la partc infcrior (sobre el ejc .r) Idcntifiquc los puntos cn los quc se transfor- 
moron. Idcntífiquc algunos scgmcntos cntrc los puntos de la figura originat c ídcntjfique 
los segmentos correspondientcs en la íigura transfonnada Vcrifiquc quc cstos scgmcn- 
los dc la figura transformada scan en rcalidad rotaciones dc z(2 cn scntido dc las 
manccillas del reloj dc los scgmcntos de la figuni ongtnal. Haga lo mrsmo para los dos 
puntos de la figura origínal que estàn en el eje i 

c. Ln cl mísmo conjunto dc cjes. grafiquc la figura original (la quc sc usó cn los incisos 
anteriores dc cste probtema) y la ímagen transformada después de la rotación pmitrva 
dc 2rt/3 rcspecto al origcn. Intcrprctc como sc indicó cn el inciso b). 

d. F.n el mismo conjunto de ejes, grafiquc la figura del problcma lh) de esta sección dc 
MATLAB y la imagcn transformada dcspucs de la rotaeion respeeto al origcn por un 
iinuulo dc su dección. 

3. Considcrc la figura cuyns nudriccs dc puntos y lincas cstán dadas cn el problcma 1 a) 
antcrior. 

n. Utilicc cl archivo graftcs m para graficar. sobre los mismos cjcs la figura onginal y la 
figura despuCs dc aplicar la transformaciôn dada por la multiplicación por la matriz I. 
donde 



Sclcccionc un parámctro A/adccuadoal llamar a grafics para quc ambas figuras sc vcan 
bicn cn la pantalla dc gráficas. (Nccesita cxpcrimcntar con la sclccciôn dc estc p.irametro 
\! Dcspucs dc dctcrminar cl adccuado, dc hold off y rcpita |a sccucncîa dc comandos 
ncccsarios para graficar las dos imágcnes cn los mismos cjcs.) 

Describa la geomctria de la transfomiaciòn 

b. Repita cl inciso a) para las transformacioncs siguicntes; 

•} *"(í 5) 

c. U-òpizypapeí) Describa la gcomctria dc /: I? * l- : dadapor i\x) - Ix. dondc 



pani r 0 y s • 0. 
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5.2 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES: 

IMAGEN YNÚCLEO 

En esta sección se desarrollan algunas propiedades básicas de las transtormaciones 
lineales. 


'H'BBfflfflHl'ii ’" 111 I' "i ,M iï'i'T'. | , i'!|i!|í , | , il ! i- |, i |,| l!L!ill l ( l ill!i ,l ii!lliVl!n!llll!'!' l lill 1 ... > , ■ i , 

TEOREMA 1 Sea T. V ••■► If’ unu translbmiacîón lineal. Entonces para todos los vcctoncs u. v. v,, v 2 , 
- v a en Ky todos los escalares a,. « 2 .a„: 

l 7(0) »0 

I». 7\,u ~ v)« /’u - Tv 

Iii. 7(a,V| + ajV 3 + -• • + a„v„) = a,7V, + a 2 7V 2 + r- • + a^TV* 

A 'ota. En la parte f) el 0 de la izquicrda es cl vector ccro en F. mientras quc el 0 dc la 
dcrecha cs el vector cero en \V. 

Demostración ». 7(0) ~ 7(0 + 0)« /(0) + 7(0). Asi, 

0 - A0) - 7(0) - 7(0) + 7(0) - 7(0) - 7(0) 

ii. 7(u - v) i 7"[u + (-l)vj« 7u + T f(-1)vj« 7u + (~1)7V - 7u - 7v. 

iii. lìstapartc se prucbapor inducci()n (vcael apéndice I). Para n=2 se tiene 7(a,v, + 

a n v 2 )- 7T“i v i) + =7 çc, 7V, +a 3 A',. Asf que la ecuación (l) se cumple 

para n - 2, Se supone que se cumple para n - Jt y se prucba para n - k + 1: 
7|a,v, + ot 2 v 2 +- • • + a,v*+a 4 < 1 v t ,,)«7(a,v, +a,v 2 + • • ■ +« 4 V*) + 7$^*.,), 
y usando la ccuación cn la partc ««) para n = k. esto es igual a (a, 7V, + a 2 7V 2 + 
■ • • + a,7V*) + , /V HI . quc cs lo que se queria demostrar. Esto compìeta la 

prucl». ♦ 


Obsetvación . I a partcs i) y ««) dcl teorema I son casos especialcs de la parte /«;). 

I 'n hecho importanle sobre las transformaeiones lineales es que est:in completa- 
mente determinadas por el efecto sobre los vectores de la base. 


1EOREMA 2 Sea Eunespacio vectorial de dimensión fmitacon hasc (ì = {v,. v 2 ,..., v„}. Sean w,. 

w 2 . n vectores en W. Suponga que 7, y Ti son dos transformaeiones lineales 

de Fen ÍFtalesque 7,^,= 7" 2 v, = w,para i = 1.2,Fntonccsparacualquiervector 
v e V. T,v = 7 2 v; es decir, 7, = Ty 

Dcmostración Como B es una base para V. existc un conjunto único dc escalarcs aa 2 ,.... a„ talcs 
que v - a,v, + a 2 v 2 + • • • + a„v„. Entonccs. de la parie iit) del teorema I, 

7,v - 7,(a,v, + a 2 v 3 + • • + a,,v„) = a, 7,v, + «jf.Vj + • • • + a„7,v n 

= a,w, + a,w 3 + ■ • • + a„w„ 
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De manera similar, 

' V"'" j| ..' 

T 7 \ = 7%(a,v, + «jVj + * • • + a,v„) = «,?>, + ajj, + • •. + aj : \ n 
Por lo tanto, 7'|V = FjV. 


a,w, +a,w ; + - • • + «„»„ 



Rl teoretna 2 dice quc si T: T -» W y 1 ticne dimensión finita, entonces sólo cs 
ncccsario conocer cl efecto dc T sobre los vectores de ia base en V. Esto cs. si se conoce 
la imagen de cada vcctor bisico, se puede detcrminar la irnagen dc eualquicr vector en 

I listo dctermina T por complcto. Para ver eslo. sean v,. v : .v„ una basc cn Vv sea 

v otro vcctor en V. Entonces. igual quc en la prlieba dcl teorema 2. 

rv = a,A|+a : As+ •• + a„A , n 

Asi. se puede calcular Tv para cualquier vector v e I'si se conoccn T\ . Tv>. ., T\„. 


EJfMPLO 1 


Si se conoce cl efecto de una transfortnación lineal sobrc los vectores dc la base, 
entonccs scconoceel efecto sobrecualquicrotro vector Sea 7’unatransfonnaciôn lincal 


/V 


tí°' 

/ c\ 

' 3' 

de 1- ' en I,' v suponga que 7' 0 

= m. T j I = “ 


= 1 * . Calcule T 

-4 . 

0 

l°J ' ‘ 

4 ' l*J 

\~ 3 ) 

5 



í 3 1 


fiì 


r °ì 


o 1 

Solutión Se tiene 

-4 

5 

= 3 

0 

-4 

1 

l°J 

+ 5 

0 

1 

\ / 


Fntonces 



Surge otra pregunta: si w,. w : . w n son n vectores en If’. <.existe una transfor- 

mación lineal / tal que Tv, - w, para / — 1.2./»? La respuesta es si. como lo muestra 

el siguiente tcorema. 
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iittmtuitminmmim 


TEORtMA 3 Sca V un c.spacio vectorial tlc dinicnsión finìta coti basc B - í v,, v 3 __ v„( Sea W 

un espacìo vcctorial quc contîcnc los veclores w,, vis..... iv i( . EntotKes cxiste unn 
transíormación lincal ûnica T: V-* W tal quc Tv f - w ; para / - 1, 2. n, 

Demostracîón Se dcfinc la functón T como sigue: 







i. 7V, - 

ii. Si v = a,v, + a 7 v 2 + • - • + a B v„, cnlonces 

iPÌMlS 

7V a|W, + ajvv, +«„w w 


( 1 ) 


Como B es una basc para V, T cstá deiînida para todo v e V; y como IV es un espacio 
vcctorial, 7V « W, Entonces sólo falta dcmostrar que T cs lineal; pero csto sc deduce 
direciamentc dc laecuación (I). Si n = a,v, + ttjv 2 + • • • + u,v„yv = p,v, + JJ>v 2 + 


+ P« v ir entonces 


'Au * v) - T í(a, + p,)v, + (aj + p 2 )v 2 + ••- + (u n + pjv n j 
= (a, + p,)w, + (a 3 + p 2 )w 2 + • • • ■* (a 4 , + P*)w„ 

* (a,w, + a,w 2 + • • • + a„w B ) + (P,w, + p a w 2 + • • 
- I\l + 7V 




+ p u w -> 


De manera similar, 7|av) - n 7V, así que fes Imeal. La unicidad de T se obtiene del 
teorema 2 y la prueba qtieda completa. ♦ 


INBDI 


Ohscnación. En los teoremas 2 y 3 los vectores « w ; .w r , no tienen que ser 

independientes y. de hecho, ni siquiera tienen que ser diferentes. Más aún. se hace 
hincapicen que los teoremas secumplcnsi I’es cualquierespacio vectorial de dimensión 
finitiu no sólo R". Observe también que ladimensión de W no tiene que ser finita. 


FJFMPIO 2 Definición de una transformación lineal de l? 2 en un subespacio de I. J Encucntre 
tina Iransformación lineal de I.- en el plano 


W- 





X 


.V 


\Tj 


2x-v + 3r-0 


Solución Del ejemplo 4.6.3. página 338. se sabe que W es un subespacio de dos dimensiones de 

I 

31 


1°, 


t ; ' con vectores básicos w , = 2 y w 2 = 3 . Usando la base estándar cn I . v, 






foì 

p-ï 

>• >(i)- 

3 

v / |o 

1 

• 
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Fntonces, çorao lo rnuestra el análisis que sigue al tcorema 2. T está completamentc 
dcterminada. Por ejemplo. 



De manera más gcncral. 


ín\ 

=57 'íi)- 7r (ïj- 5 

'n 

m 

0 


P 5) 

( 

2 

- 7 

3 


-II 

\ / 

J \ J \ / 

0 

V. J 




l" 7 J 


» _y 



< X \ 

2r + 3 y 
V 


♦ 


Aliora sc darán dos definiciones importantcs cn la teoria de transformaciones 
linealcs. 


DEFINICIÓN 1 Núclco e imagen de una transformación líneal Sean Ty It' dos espacios vccto- 
rialcs y sca T: V -♦ W una tmnsformación lincal. Entonces 



I. El núclco de T, dcnotado por nu T. está dado por 


nu T- |v e V: 7V = 0} 


(2) 


ii. La imagcn dc T, dcnotado por imagen /'. csta dado por 


imagen T = (w e fT: w = /V para alguna v e T) 


(3) 


Ohsemnìôn I. Observe que nu T cs no vudo porquc. por cl teorema I. 7 (0) ~ 0 de 
mancraquc () • nu T paraciuilquier transfonnación lincal T. Sc tiene interes en encontrar 
otros vectores cn T quc "se transfomien en 0". L)c nuevo. observc que cuando 
escrìhiinos 71(0) t). el 0 de la i/quierda cstá en T \ cl dc la dcrecha cn il'. 


Ohsemuiàn 2. La iinagen de T cs simplemcntc cl conjunto de "imágcnes" dc los vec- 
Imagcn torcs cn l'hajo la transformación /'. LX* hccho. si w = T\ . se dice que wes la imagen dc 
v ba jo T. 

Antcs dc dar ejemplos dc nûclcos e imagenes. sc dcmostrará un tcorcma dc gran 
utilidad. 
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TEOREMA 4 Si T: V -> W es una transformación lincal. cntonces 

i. nu 7"es un subcspacio dc V. 

ii. imapcn T es un subespacio dc IV. 

Demoslración i. Scan u y v cn nu T: cntonccs T(u + v) = Tu + 7V = 0 + 0 = 0 y 7ì(au) = a7u = 
aO = 0 dc forma quc u + vyau cstán cn nu T. 

ii. Scan w y x cn imagcn T. Entonces w = 7u y x - 7V para dos vectorcs u y v cn 
V. Esto significa quc 7Tu + v) = 7u + T\ = w + x y 7fau) = a7u = aw. Por lo 
tanto, w + x v aw estân cn la imagcn T. ♦ 


EJEMPIO 3 Núcleo c iniagen de la transformación cero Sea 7V = 0 para todo v •: l'. (T cs la 
transformación ccro.) Entonces nu T- í'e iinagen T- (OJ. ♦ 


EJEMPLO 4 Núcleo e imugen de la transformación ídentidad Sea 7V ~ v para todo v e I (7'es 

la transformación identidad.) Entonces nu T- {0} e imagen T = K ♦ 


Las transformaciones cero e identidad proporcionan dos extrcmos. Kn la primera, 
todo está en el núcleo. En la segunda. sólo el vector cero está en el núcleo. Los casos 
intermedios son más interesantes. 


EJEMPLO 5 


Núcleo e imagcn de un operador dc provecciôn Sea T: t 3 -» l>’ delinida por 

rí;ì 




V/ 


y 

v°2 


. Fsto es (vea el ejemplo 5.1.10. página 470). T es el operador de proyección 


de en el plano n 1 . si T 


V 


'x} 


0 

y 


V 

l°J 

= 0 = 

0 

0 


. entonces.r =>• = 0. Asi. nu T- j(x,y.;): 


x - y • = 0} = eje z. e imagen T = {(.v.y. r): r = 0J = plano xy. Observe que dipi nu T~ I 
y dim imagen 7"= 2. ♦ 


DEFINICIÓN 2 Nulidad y rango dc una transformación lincal Si T es una transformación lineal 

de Len fV % entonces se dcfine 



Nulidad de T = v(7) = dim nu T 

(4) 


Rango de T~ p(T) = dim imagen T 

(5) 
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EJEMPLO 6 


EIEMPLO 7 


EJEMPLO 8 


EJE MPLO 9 

[ CilcuitT) 


Observación. Hn la sccción 4.7 sc detlnieron el rjngo, la irnagen. d espacro nulo y la 
nulidad de una matri7. Según el ejeinplo 5.1.7. toda matriz .4 de m >■ n da lugar a una 
transtormaciôn lineal 7 lz" -* l ■' n dclìnida por Tx - .4x. bs evidentc quc nu T = A,. 
imagen T- imagen.4 = C A , v( T) v(4)y p( 7ì = p(.4). Enioncesse veque lasdclìniciones 
de núclco. imagen. nulidad y rango de una translormación lineal son cxtcnsiones del 
cspacio nulo. la imagen. la nulidad y cl rango de una matriz. 


Nûcleo y nulidad dc un opcrador dc proyección Sea /7un suhespacio de I y sea 
Tv = proy /y v, Es claro que ia ímagen T - H. Del teorcma 4.9.7. página 403. se tiene qtie 
toda v t I ' si v - h E p = proy^ + proy,, v Si T\ ~ 0, entonces h M. lo que significa 
que v - p fc H x , Asi nu T- H L . p(7) = dim H. v v(7) - dim -n p(7). ♦ 


Núcleo c iniagen de un operador transpucsto Sea I = M„„\ dclina T: \f„„ ► A 
pnr T(A ) - .1' (vea e! ejemplo 5.1.11. página 471). Si TA =A' = 0. entonces A' es la matriz 
cen> de n ■ m por lo que .-I es la matriz cero de m < n. Asi. nu T = (OJ y e-> claro que 
imagen T= M nm . Eslo significa que v( T) - 0 y p(73 = nm. ♦ 


Núclco e iniagen de una transformaciôn dc P x cn P- Defina T: /’> -♦ l’- por T </>) 
= T(a t) f U| v + ciyx- + UyX 3 ) = cj,, + U|X + Uyx', Entonces si T(p) = 0. a (l +v + uy » : 0 

parat«jda.ï,loqueimplicaquea o = a,=a'.=0. Asinu7= [p + P x :p\x) «fvr’! eimagen 

r«íj,v(2>-iyp(7)»3r ♦ 


Núcleo e imagen de un operador integral Sea T = C[0. IJ y delina J: C[0. 11 ► I- 
por.//= J i ‘/(.v)tZv (veael ejemplo 5.1.12. página 471). l-ntonces nu .7= |/« C[(). IJ; 

| | J/(.t) dx = ()}. Sea a un número real l-.ntonces la función constante f(x) rx para v 
e [0. I ] está en C[0. I ] y j [ a dv = a. C’otno esto se cumple para todo numero real «. se 
tiene que imagen J=f2. ♦ 


En la siguiente sccción se verá que toda transformación lincal de un espacio 
vcctorial de dimensión finita en otro sc puede rcprescntar por una matriz. Hsto permitirâ 
calcular el núclco y la imagen de cualquicr transformación lirical entre espacios 
vectoriales de dimensión linita encontrando el espacio ntilo y la iniagen de la matriz 
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PROBLEMAS 


5.2 

Autoevaluación 

Fálso-verdadero 

I. Sca T: V-* W una transformaciòn lincal. En ocasiones cs posìble enconlrar trcs vectorcs 
difcrcnlcs v, e T’.v.e l'ywe H'talcsquc /V, ■ Tv, - w. 

II. Si 7'v, = Tv j = w como cn cl problcma I, cnlonccs v, - v : e nu T. 

III. Si fcs una transformación lineal dc I en W, cntonccs la imagcn dc T cs W. 

IV. Sca v,. Vj._una basc para I?" y sca w., w,-- w„ una basc pora P^. Entonces 

cxistcn dos transformacioncs lincalcs S y 7'talcs quc Tv, - w, y .S\v ( - v, para / = 1.2. 

• * M 

V. Si T: R* -* P 2 es una tran&formaciòn Irncal y TÌ | • f j. cntonces T es la transformación 

VI. Exisle una transformación lincal 7 dc I? 5 -> t 1 ' con p(7) = v(7). 

VII. Supongaquc T; M u ~» A/j,conp(7) -I. Si T.4 ~ • Jj j. cntonccs .( = 



Fn los problcmas I al 10 cncucntrc rtùcleo. irnagcn, rango y nulìdad de la transformaciôn lincal 
dada. 


r:R î -*R î :/r i = ì; 


y) 1 « 

3. f: B 3 -» R; rjj) m x ~y 
5. T: M 1: -* \l :: : TU)° (R. dondc R ( ' “ j 


2. r: I- ’ vl-H/ 


v 

\~/ 


4. 7: l~ t -»t : : 7 


<x\ 


V*. 




6 . 

•7. 


1 «. 


II. 


12 . 


r:l *7’,:r(u) a * u.v -r irr - ar 1 
T: M m -» M^ T (.41 - .V * . / ! C.dmlo 

/:CfO. IWP;7jr=/<ì) 


8. 7:C"(0, l]-»T'[0. t|; //=/' 


I: l>' -♦ I./ cs una rotación dc rr'.l 

Sea T I • II una transformación lincal, sea |v,.v,.v„] unabaseparn l'y suponga 

que Tv, 0 pam / 1,2, . /i. Demuestre que í cs lu transformación cero. 

Ln cl problcma 11 suponga que II I y /\ V para / 1.2.//. Dcmucstrc quc 7 es 

cl operador identidad 


Respuestas a la auloovaluación 

I. V II. V III. F IV. F V. F VI. F VII. V 
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13. Sea T: ! ► t?‘. Demuestre que la imagcn / es eualquicradc lassiguicntcs. :t) |0), h) una 
rccta que pasa por cl origcn. c > un plano quc pasa por el origcn, d) I 1 

M. Sea /:!• -» I Dctnuestrc que nu / cs uno de los cuatrn cspacíos enutnerudos en cl 
problcma 13. 

15. Encucntrc todas las transformocíoncs lincalcs de I cti l talcs qitc la rccta r 0 se 
transforma cn la recta x 0. 

16. E ncucntrc todas las tnmsformacioncs hncales de I cn l- i: que llcvan n la rccta t - m a la 
recta v hx 

17. Encuentrc una transfomiación lincal 7 dc l -»I 1 tal quc 

nu r = )(.r, y. r); 2» - +? = 0}. 

18. Lncuentre una tninsformacnrn lincal T dc I • I ■' tal que 

tmagen T- [<a, 2x-y » ; 0). 


Cálculn 


19. Deftna /: M m ~* Xl m pot TA 4- V. Dcinticstrc quenu 7 {matriccs simctricasde/t« n) 
c imagcn / [matriccs antisìmcirìcasde tt x «). 

20. Dctlna /: ( ’'[0, IJ -* TJO, 11 por Tf(x) Encucntrc cl nûclco y la iniagcn dc T. 

*2I. F.n cl problcma 5.1.42 sc Ic pidió que dcttiostrara quc un conjunto dc transformacioneí. 

lincalcs dc un espacio vcctorial l'aun espacin vcctorial II. dcnotadas por /.(I. IC) cs un 
espacio vcctonal. Supongaquedim I' - n y dtm II' m r . Fncucntrc dim/.(l'. IL). 

22. Sea//un subcspacio dc I dondcdim // = * > dim I «. Sea ' cl subconjunto dc/.(L. f) 
quc tiene la ptvtptctLul dc quc si T t t'). entonccs Th 0 para lodo It e // 
a. Demucstre que I ' es un subcspaeio dc /.(!’. I ) 
h. Encucntrc dim U. 

•23. Sean .V y T cn /.(I, I i talcs quc SJ cs la transformacíón cero. Dcinucstrc tr contrudtga que 
TS es la transformación cero. 


5.3 REPRESENTACIÓN MATRICIAL DE UNA 
TRANSFORMACIÓN LINEAL 


Si A es una matri/ de m « /; y T: f " -» t’ 1 " cstá dcílnida por 7x = l\. entonces. cotno 
se vio cn d ejcmplo 5.1.7. pagina 469, T es una transformación lincal. Ahora se verá 
que para tniia transformacion lineal de í." en I " existe una matriz.4 dc m ■ n lal quc 
T\- A\ paratodox g U". Este hechoessumamenie iitil. ("omoscdijo cn laobservación 
dc la pagina 483. si /'x =.lx, cntonces nn T = S A e imagen 7 R,. Más aun. v( T) = dim 

nu 7 =■ v(.4) y p(73 - dim imagen T- p(.l). Asi se puede determinar núcleo. itnagen. 
nulidady rangodc una transfonnación lincal dc l ” ► I " deiemtutandocl espacio nulo 
y la imagen dc la matriz cortespondicntc. Todavía mas. una vc/ que sc sabc quc T\ - 
l\. sc puede cvaluar Tx para cualquier x cn I n mediante ttna simple multiplicación dc 
matrices. 


I’ero esto no cs todo. l’omo sc verá. cualquicr transl'onnación lineal cntre cspacios 


Ncctoriale- dc djmcns, 


n tînita sc 

arcovr 


de rc 
- S' 


vnur 

.com 


48í> (jpituli. r Tt.mvtihm>.ìi nmes lin^ali i 


TEOREMA 1 


Demostración 


Sea T': lè" E" una transformación lineal. Entonccs cxistc una matriz única dc m x n, 
A r tal quc 


Tx - A f t para toda x e 1.'” 


0 ) 


Sea w, = Jc,. w : - 7e ; .\v„ - 7c„. Sea.4 T la matriz cuyas coluinnas son w,. w 2 , 

..., w„ y hagamos quc A r denotc también a la transformación de C'" -* H", quc 
prcmultiplica un vector en tS 1 por A f . Si 


cntonces 


a u 

<hx 


\ a ‘”7 


para i = 1,2»_ n 


A T t t 



: w, 


Asi/tjC.^vv, para/= 1,2. n. Pord tcorcma 5.22, página478, T y latransfonnación 

.4, son la misma porque coinciden en los vectores básicos. 

Ahora se puede demostrar que .4; es única. suponga que Tx - A fX y que Tx = B f % 
para todo x e fi". Entonces Aj% = B r x. o estableciendo C T -A T - B r , se tiene que Cj% 

- 0 para todo x p R*". En particular, C T c, = 0 para / — 1.2. n. Pero como se deduce 

de la demostración de la primera parte del teorema, C 7 e, es la columna / de C T Asi, 
cada una de las n columnas de C' r es el m-vector cero y C T = 0, la matriz cero de m * 
n. Esto muestra que .-í r ■ B r y el teorema queda demostrado. ♦ 


Obserx'ación /. En este teorema se supone que todo vector en I." y I- 1 ”' está expre.sado 
en términos de los vectores de la base cstándar en esos espacios. Si se eligen otras bases 
para I." y L" 1 . por supuesto. se obtendrá una matriz .4 r diferente. Para ilastrar esto. vea 
el ejemplo 4.8.1. pâgina 377 o cnseguida. el ejemplo 8. 

Ohservación 2. La dcmostración del teorema muestra que es sencillo obtener.4 r con\o 
la matriz cuyas columnas son los vectores 7e ( . 
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DEFINICIÓN 1 


TEOREMA 2 


EJEMPLO 1 


Solutiort 


EJEMPLO 1 


Malri7 «le transformación l.a matriz A r en el teorema I sc Uama matriz de 
transformación correspondicnte a To rcprescntación matricial de T. 


\ola. La matri/ de transformación .1, csta detlntda usando las hases cstándar tanto eii 
I' ” ‘•‘omo cn l-". Si se usan otras bascs. se obtcndrá una matriz dc tmslbrmaciôn 
diferente, Vea el teorema 3. pagma 400 

Cn la seccibn 5.2 se detinieron la imucen. el rango. el micleo y la nulidad dc una 
Iransformacibn lineal. Hn la sección 4.7 se definicron la iniagen. cl rango. el espacio 
nulo > la nulidad de una matriz. La prucba del siguiente teorema es consecuencia Jel 
teorema I y sc dcja como ejcrcicio (vca el problema 36i 


Sea A t la matriz de transformaciôn corrcspondiente a lu traasformación lineal T. 
Entonces 

L imagen T~ imagcn A = C Â 

ii. p( 0 = p{A T ) 

iii. nu T- .V <f 

iv. v(D“VW f ) 4 


Rcprcscntnción mntricial dc una transformación dc provcccinn Encueturc la 
matriz de transformación. I , correspondicnte a la provecciôn de un vcclor en I sobre 
et plano xy. 



X' 


X 


1 


1 


'0 


0 


'0 



Aquí T 

y 


y 

b 

. En particular, T 

0 

0 

. 


0 

0 

(/ 

. T 

1 

1 ° 


1 

0 

y r 

0 

1 

— 

n 

n 

\ / 


1 (1 o’ 


\ 


l o oVV 


0 1 0 
II II 0 

Obscrve quc i 

y 


0 1 0 * 

"" °À-J 



Rcprcsenlacióu mutneial dc una Iransformaciôn dc t J cn I 4 Dcfinu / I » I 1 
por 



f \ 


V 


x-y 

T 

y 

= 

y + z 




2x-y~; 


f 


x + \ * 2r 

\ • / 


Encuentre a nu /'. imagen T, v( T\ \ p( r>. 
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Solución 


EJfcMPLO 3 


Solución 


rn 


í l ì 

0 

2 


fo’i 


f-0 

l 

-1 


<f 


0 

0 

= 

, T 

1 

0 

= 

. y t 

0 

,1 

= 

V J 


J 





f 




-I T ~ 


f O'' 

1 

-I 

2 


1 -1 0 

0 I I 

2 -I -I 

-I I 2 


. Asi 


Observe (a manera de verificación) que 


' I -1 0 

0 I I 
2 -1 -I 
-I I 2 


y 
\~ / 


x + : 

2x-y-z 
-x + v + 2: 


Aliora se calculan el núcleo y la imagen de A. La forma cscalonada por renglones de 

Hsta forma tiene trcs pivotes. de inanera quc 

y4 quc Pvtl + vCit) = * 

I 

p(/t) = 3 y v(/J) = 3 -3 = 0 


1 -l o s 


'l 

-1 

<f 

0 1 1 

es 

0 

1 

1 

2 -1 -1 

0 

0 

1 

l- 1 1 2 J 


1° 

0 

0 


Hstosignificaquenu T= [0]. imagen iT=gen 


1 

0 

2 

V-'/ 


í-lì 

I 

-1 


' oì 

i 

-ì 

^ 2, 


,v(D = 0 y p(D = 3. 

♦ 


Rcpresentación niatricialde una transformación clc l J cn I-’ Defina T: I »1 

Hncuentre A r . nu T. imagcn T. v(D y p(D- 



'x) 


\ 

2* - y + 3; 

por T 

y 

= 

4.r - 2 y + 6r 




-6r + 3y - 


Como T 


I 

n 

h'è. 


f t\ 


Í0'\ í-0 


p://hàrcova 


r 0 \ f *\ 


y r 


2 

I 3 y 

.blogspot.com 


3 

6 

V -9 / 


se tiene 



' 1 líeprcMMitoartnm.imcMldcunatfansti'fmac^xilirv.^l 48‘J 


FJEMPLO 4 


EJFMPLO 5 


A r = 



-I 

_2 

3 


3' 

6 

-9; 


trotf m.r îu) 

I 

IX*i cjemplo 4.7.4. página 352. se vc quc p(.4 » - p( 7*) = I e iinagen / = gen 
Rntonccs v(7ì - 2. 


í -ì 



lrnrnm.1 Jut 

1 

Para encontrar /V, - nu T. sc reduce por renglones parn rcsolver el sistetna .lx - 0: 


' 2 

-1 

3 | 0' 


' 2 

-1 3 | O' 

4 

_2 

6 | 0 


0 

0 0 | 0 

-6 

3 

-9 | 0 ; 


1° 

0 0 1 0 ( 


Esto signilìca que 




v / 


e si 2x -y + 3r - 0. o sca. v - 2r < 3r. I stahlecicndo primero 


.t - 1 : - 0 v después r = 0 . r _ I, se obtienc una base para .V,: 

nu r=A'^ = gen 


rn 

(0 

2 

3 

0 

V y 

1 

/ 


Rcprcscntación matricial dc una transformación cern Es fácil verificar que si 7 
cs la tnmsformación ccro de l." -> C". cntonces .4, es la matri/ cero dc m * n. De igual 
manera. si T cs la transformación idcnlidad de I?" -> cntonces A r = /„. ♦ 


Represcntacifm matricial dc una transformación dc rotación Sc vio en el ejcm- 
plo 5.1.8. página 46‘J. que si T es la función quc mta a todo vector cn I. - un ángulo 0. 

entonces A r = í tosfl "^ 0 '. 

\scn8 cos0 ♦ 


Ahora se generalizara el concepto dc reprcsentación matricial a cspacios arbitrarios 
dc dimensión finita. 
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TFOREMA 3 Sean Funespaciovectorialdcdimeasiònn. ff’unespacioveclorial deditnensión «iy 
T: V -* If'tma transformaciôn lineal. Sea tì { - {T|. v 2 . . £ . v„l una base pttra Vy sea 
5 : = ... • \* m } unabasepara W Cntonces cxiste una malriz ûnica .1 r de m x« 

lal que * •< T 




( 2 ) 


Ohservunón I. La nolación (2) cs lo notación de la sección 4.8 (vea la pàgina 375). 

YJìmÊÊ 

Si x c V* CjV, +• c ; v 2 + •/ +*c„v K . entonces (x) tf| - * -- 


. !. Sea c : 


n 


l ■, entonces A, c 


cs un w-vector que se denotará por d - ! 

VI 

V 

• 

f . ¥ § 

. La ecuación (2) dice que (fx)^ - 

ífl 

•r, 

L * 

f///f///// 


////////J 



Ls decir. 


Tx- í/,h , + djé 2 +# • +• d m ys m 


# 


Observación 2. Comoen cl teorcma 1, la unicidad dc ,{ r es relativa a las bases B\ y 
/ij. Si se cambian £ts bascs. .-t r cainbia (vca los ejemplo 8 y 9. y el teoretna 5). Si se 
usan las bases estándar. entonccs esta>4 7 cs la^ r dc ladetinición I. 

Demostración Sean 7v, - y,. 7V 7 = y ; . & . ,T\„= » Comoy, c Hse tiene qtiepara/- l.2,f..i.n 

y, = à\ ,w, + djwj +• / r a m ,w m 

para algûn conjunto (único) dc escalarcs a 1( . 05 ,. a mr y se escribc 

'mlllll 



J m. 1 




Ui 


esto significa, por ejetnplo.quey t 3 o,|V%♦••..* + a m v/ m Ahora sedefine 


§ § 


*T 


<$h a nr '§ ‘ít* 
a I £ a 2) 'f‘ §2»! 

1 m m m f m J Ì : ' ijt 

§ / / / f /"•' f> r 'tr> 
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, Mu .. ilrifth 


U I1 «12 "l«' 0 

<h\ a ì’ ••• «:. 0 


áx&h. e ' I 

U,| u, ; • • • <i„ 


/ . I “ï. 


Si x eslâ en V, enlonccs 


l î *L* a tmt ! I () i 


X-C,V, +<S V J+ --+C„V„ 


flkN* 


Ki «11 ••• «I. c» «||C. + + 


, , . _ «21 «:î «:» L ': _ « 21+1 ‘ «& c 2 + 

<<rW# = ,JF = . 

^ iáf : ! / 

«„1 ««3 ■ <wULJI l°»i c i,- , -«E c 2 + - *'-C. c J 


\ u *l u «2 


«M ' !«ll «I- 

t,+' • ..•r.+- 


#i)«, + c j%>fl J + ; ^ - a (y„\ 


De tnanera similar, li = ÍTf|' - , + ^ + • ■ • ~ = c,7v, + Cjfxs + • + ÇjJỳ* = 

c l>'i + c 2 y; + * Jp c n>V de manera que ni) B . = (c,y * csy, + ••• + Mr.jïj = 
c i<> i>tt, + c i(>:)y», + * * * + * ••(/(')«,• Asl. = /l,(x) r La P™eba de la 

unicidad es e>.jctamente 4’ ua ' ^ ' a pnJ-rtia de unieidad en el teorema 1. ♦ 


http://harcoval.blogspot.com 




Cipi'Iulii 5 TMnonmuciones llneales 


TEOREMA 4 


EJFMPLO 6 

Solución 


EJEMPLO 7 

Solución 


El siguiente resultado útil es consecueneia inmediata del teorcma 4.7.7, pâgina 356, 
y generaliza el teorema 2. Su demostración se dejacomo ejercicio (veael problema 37). 


Sean Vy H'cspacios vectoriales de dimensión llnitacondim V=n. Sea T: V -* H 'una 
transformación lineal y sea ,-lr una representación matricial dc T respccto a las bascs 
D | en Vy 6 2 cn W. Entonces 

i. p(r) = p(4 r ) 

iL v{T) = \ìA t ) 

iii. v(7) + p(D=/i ♦ 


,\ota. i) y ii) implican que p(4 r ) y v(4 ,) son independientes de las bases Zf, v B 2 . 


ILepresentación tnatricial dc una transformación de P 2 en P 3 Defina T: P 2 -> P. 

por (7/7 Kï) *= xp(x). Encucntrcj4 r y ûsela para detcrminarel núclco y la iinngen de T. 


Ulilizando las bases estándar B\ - {l,x, .trj en P, y B z - {1. x. r\ .t J J en P x . se tiene 

. Asi. A T — 





f 0' 

r ( 

(7TI)) flj = (x) Bj = 

1 

0 

. ( T\x))„ = (x 2 ) Ni = 

0 

1 

y (7'(x J ))« j = (x 3 ) fl; = | 





J 

(0 0 0) 




í (0) m 


I 0 0 
0 1 0 
0 0 I 


. Es evidente que p( I) - 3 y que una base para R 4 cs 


l 

0 


0 

I 

% 


'o^ 

0 

0 

0 / 


. Por lo 


tanto. imagen T- gcn J.r,r..r , ).tomovU) ~ 3 p(.-l) = 0. se ve quenu T= (0; ♦ 


Reprcsentación matricial de una transformación de P 3 cn P 2 Delina T: P-, —» P 2 

por T\a u + t/,x + u 2 r ; + u } r') = </, + ayxr. Calcule A, y ûsela para encontrar el núclco v 
la imagen de T. 

Usando las bases estândar fl, = {I. x. x\ .r 1 ) en P\ y D, - ' I. v. v 2 } en P 2 . de inmediato 


sc ve que <7T I » rt = 

0 

0 

, (7\x))„ = 

(í) 

0 

. (7"(r í ))„ = 

í°ì 

0 

y (T<x% l; = 

V 

0 


0 


0 

^ > 

í 

w 


0 
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EJEMPLO B 


Solución 


■d i — 


(0 I 0 O'l 
0 0 0 0 
0 0 10 


lì 


. Es evidente que p(,-i) = 2 y una basc paru A’. cs o 


que imagcn T~ gen {I. .r|. Enlonces. v< I) - 4 2 = 2. j si 4 T 


i»J 


•f 


de mancra 


\ 




ss 

ol. 

) 

0 


u, - 0 s u : - 0 . Por io tanto u n y son arbitrarios 
manera que {1. .r 3 ! es una base para nu T. 



1 

í 0 



0 


n 



0 

1 

0 



,0 


lij 



es una base parn ,\ , de 

♦ 


En todos lo cjcmpios de csta sección sc lia òbtenido la mairt/ . 1 , usando la ba.se 
cstándar cn cada cspacio vectorial. No obstanle. el teorema 3 secumple para cualesquic* 
ra bases cn í’y U. F.l siguiente ejcmplo ilustra esto. 


Reprcscntación matrieial relativa a dos bases nu eslándar en I : Detlna T 
-» C^por 7'|'j = | | |. Usando las bases ZT, = B : - | _J , . calcule.d r . 


Sc ticne 7’ 


. se encucntra que 


"(-!)"(") y r ( l ) = )' Como ( 5 ) ” ■*(-:11 " )• 

|il = i ^ | De raancra similar, 1= I7l_ J | (-(,[ I por loquc| = ! ’ |. Asf. 
V“/«, \ ~J V - ' V V l \~^Jn t \ 6 

J-i “ | *gj- l > ‘T’a calcular, por ejemplo, r| “íjj primero se escribc | - -|? J 

V !;■'*«’ * - ■ - 

“(-ì 's = Po.loamo, T = 2 7j J| * s I. OlMítveque 

T I ” 7 ] = |_4 + 7 j = J _|'| j. losquc vcrilîca los cilculos. 
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EJEMPLO 9 


Solución 


Para evitar coniusión, a menos que se establezca otra cosa explicitamcnte. siernpre 
secalcularálamatriz,4 7 respectoa labasccanónica.t Si T: V-* f'es una transformación 
lineal y se usa alguna olra base B. entonces se hará rcferencin a /f r como la matrizdc 

transformaciòn tlc T resf*ecta a la hasc B. Así en el último ejemplo, .-I / ~ | ^ 


la matriz de transtonnación de T respecto a la basc 


K-iHDI 


es 


Antcs de terminar esta sección. dcbc respondcrse una pregunta ohvia. ^Para qué 
molestarse en usar otra base que no sea la estándar cuando los câlculos son. como en el 
ejemplo 8 . bastante más complicados? La respuesta es que con frecuencia es posible 
encontrar una basc B* en C" para la que la matriz de transformación respecio a B* es 
una matriz diauonal. Ls muy sencillo trabajar con matrices diagonalcs. como se verá en 
el capitulo 6 . existen muchas ventajas al escribir una matri/ cn forma diagonal. 


La represcntación matricial dc una translormación lineal respecto a dns hases no 
cstáodar en t ;2 puetle ser diagunal Defina T: t’ : -* E 2 por f ' j ^ ] s r ì 5 , 

Lncuentre .1 ,■ rcspecto a las bases B\ = B 2 = J | _ J . ]•- 

r (-ìì-(l y *ii) +0 (-3}“' (4 ,'(*) Dc 

manera similar. | 'f, | “ 11 .- J (.j} ^ J l>nrlolamo ,1,- ‘ _“j. 

Lxiste otra manera de resolver este problema. Los veclores j y _” | seexpresan 
en têrminos de la base estândar S= | ^ J. | ^ -. Esto v’s | _ j | “ I, q| + (-1 )| | ] > | _ jJ 

= 2^ +(-3)| < ] , j.Entonceslamatriz.4= _[ " es lamatrizcuyasprimera\ segundn 

columnas representan las expansioncs de los vectores en B { cn térrninos dc la base 
eslándar A partir del procedimiento descrito en la pdgina 377. la matriz .4'' = 

' “ es la matrizde transición de• < < a B>. De manera similar. la matriz.4 es In matriz 

l ” 1 -'J 

de transición de B , a S (vea el problema 4.8.38. piigina 3851. Ahora suponga que x esta 


t, 


t Esto <s. cn cuatquier espacio cn d quc sc haya defuildo la hasc estâmlar 
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TfOREMA S 


exprcsada en términos de B\ Entonecs A\ es e! mismo v ector ahora escrito en términos 

dc.S.Seat = _|, j- Entonces C.4x — 7\.4x)es la imagende.lxcscritaenténninos 

de S. Por último, como se busca 7ì.-lsi en terminos dc /?, (êse era el problema). se 
premultiplicaporlamatrizdctransictôn4' 1 paraobtcner(Ts) tí -M.r'c. Esdecir. 



10 

-13 


)(-! > 


3 2' 

2 

~ 6 )-. 

2 

°1 

[-1 -1, 

• 

9 

\° 

-3 


como antes. Este resultado se resume a continuaciôn. 


♦ 


Sea T: t v ' I?" una transformacion lineal. Suponga que C cs la matriz de tntnsfor- 
mación de 7 respcícto a las bascs estândar .S, y S m cn R" y l,'". rcspectivamcnte. Sea 
A\ la matriz dc transición de B\ a la hase S„ en I?" y ,sea .4-» la matrizdc trnnsición de 
B : a la basc S m en Rf. Si 4 r denota la matriz de transformación de T respecto a las 
bascs B\ y B : . entonces 




' ■ 4 


(3) 


l.n el ejernplo 9 se vioque al observar la transformaciòn lincal T respecto a la nueva 
basc. la niatriz de transformación.4 r resulta ser una maîriz diagonal. Se regrcsará a este 
procedimiento de "diagonalìzación" en la sección 6.3. Se verà que dada una iransfor- 
mación de I. " en I. 1 ". con frecuencia es posible encontrar una base B tal que la matri/ 
de transformaciòn de 7’respccto a B es diagonal. 


Geometría de las transformaciones lineales de I J en I 

Sea T fc* -> I- : una translòrmaciòn lineal con representnción matncial A r . Ahora se 
demostrará que si ,4 r es invertible. entonces T se puede cscribir como una sucesión de 
una o más translòrmaciones especiales. Ilamadas expansiones. compresiones. rede- 
xiones. y cortes. 


Expunsíones a lo largo de los cjes x oy. Una expansión a lo largo del eje .v cs una 

transformaciòn iineal que multiplica a la coordenada x de un vector en I- • por una 
constante c > I Esto es 
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Entonces T 


01 0 


y T j * ] = | ^ . de manera quc si A r = J '* j. s 

3-4)-(î Wl -® 


se ttene 


De manera siniiiar, una cvpansión a lo largo dcl cjc v es una transformación lineal 
que rnultiplica la coordcnada > de todo vcctor en f. : por una constantc c > I Como 


si T 11 ] - | ' , cntonces la represcntación matricial de T es .-I r = I ^ 1 | de 

(i 9 6 H 4 


martcra que 



a> Sc comicrara t>) txpansinn en Ij c) f vpansnm cn la 

con estc axtúnguln Jtrecciòn de x cun c 2 direcciòn de i c.ni c - 4 


Figura 5.5 l)os cxpansiones 

4 

Compresiôn a lo largo dc los cjcs x oy 1 na compresión a lo largo dc los cjcs x o v 
es una transformaciôn lineal que multiplica a la coordenadax o.v de un vcctor cn t * por 
tina consmntc positi va c < I. La representación matricial de una coinpresión cs la misma 
quc para una cxpansiôn cxcepto que para la compresión 0 - c < I mientras quc para la 
expansión c> I. F.n la ligura 5.6 se ilustran dos çompresiones. 



«> Sc comfcnzu «m estc h » 0 U * ljí «° del c) C,,mpresi " n a ,Jfê ° dc ‘ 

rcelángulo çje.tcoor-| eicxconc-t 

Figura 5.0 Dox c.’mnrcstoncs 
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Rencxiones Ilxisten tres tipos de reflexiones que scran dc intcrés f n el eìemplo 5.1.1 
pagina 46> se vio que la îransformación 

rcfleja al vector cn I : respecto al cje r (vea la ligura 5.1). En el ejemplo 5.1.6. página 
>68. se vio que la transformación 

iHiì 

refleia al vcctor en I - rcspccto al cje v ívea la flgura 5.2). Ahora 

(; -®-M - (-; $)•(-;) 

dc mnnera que | f es la represcntaciôn matricial de la reflcxión respccto al eje x \ 

f-l 0' 

0 I cs ,a ro P rt -^ L *ntación matrlcial de la reflexiôn rcspecto nl cje y. Por ultimo. el 

mapeo - | . que intercambia ,v y r . tienc el cfecto de rcflejar un vector cn I- : 

rcspccto a la recta j- =.t(vca la ftgura 5.7). 


> = • 



t-4. li 


4- / 




/4 


a> 12. ?) sc ntincnc rellcundu 
(>,rcspectit j |j rccta i =j 


+ • ( 1 . - 4 ) 


b) ( 1 . 11 >c obiicnc rcflciandi* 
t 4 1» rc.pc.-ld u la rccla i v 


Figur.i 5. Rcflcxíón dc un vcctorcn I rcspecio a la rccta i t 
Si T 


y ' l.cj' l - >n,ynccs 1 ( 0 , | j. y /j | | - ! ^ . Je manera qtic la representación 

inalricial de la Iransfortnaciôn lineal que retleja a un vcctor cn I • rcspecto a la rccta 

•’’ — (? i} 
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Cortcs. Un corte a !o larno dcl ejc.ves una transiormación quc toma al vector y 


loconvierte en un nuevo vector 


.v -*• ey 
y 


, donde c es una constame que puede ser positi va 


o negativa. En la figura 5.8 sc ilustran dos cortes a lo largo del cje ,r. 



jl Crnncn/amos con cslc 
rcdiingulo 


b) Cortc u lo largo dcl cjc.« c > ( onc a *° lar * 0dc ' c > e * 

comc--2 


licura 5.8 Dos cortes a lo largo del eje .t 


Sea T un corte a lo largo del eie x. Hntonccs 


r ô l = 


y T\ 


dc manera 
c = 2. asi 


fl-rr'M;) 

que la representación matricial T es j ^ l | F*or ejcmplo. en la ligura 5.8/), 


*-(ì î)» *®-(í Í)M 

En la figura 5.8c. c = -2, asi. A T \ ^ ” |. 

'■(;)■(; D0-M 

*(:)-(: i)(;)-(i) 

Observe quc À T Jj = | ^ ' J j = ^ |- Es dccir. un corte a lo largo del eje ,r dcja sin 

cambio a los veciores con coordenada y igual a cero. 
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I ii corlc a lo larno dd cjc .i' e;» una tramlbmiación quc tonta a un vcctor > lo 
convierte en un nuevo vector | ^ ' v ^ j. donde c es una constante que puede ser positiva 


convierte en un nuevo vector | j. donde c es una constante que puede ser positiva 
o negativa. En la figura 5.9 se ilustran dos cortes a lo largo del eje y 



.0 Sc cmtttcnzu eun 
ole rccUitgijlu 


b) Cnfte u Iti largu dcl 
ejc.vooa* 3 


y 



c)Cortealo largo Jcl 
cjc i con c -3 


Fieura 5.9 Dos cortcs a lo largo dcl çjc i 


Si 7' es un corte a lo largo del eje y, entonces 

r ( ò )"0 y r (?)'0 

de manera quc A, = ' j. Por cjcmplo. en la llgura 5.9 h. c - 3. ;isi 

"■(!!) - "!!)•(! M-(!) 
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C)|tiìu)n 3 Tr.ins(i rmi»i.n 01-, lintMh» 


I o\ 

3 I 


®‘( 4 ) 


En la figura 5 .9c, c = -3. asi 

?)(<)■(>] y '*’'(•)*(-. 

Obscrv'cquc.-í r j = 1 ^ ( j = j jj. Estoes. loscortesa lo largodel eje vdcjan sin 

canibio a los vcclores con coordcnadas x igual a cero. 

En la labla 5.1 sc nrsumcn estos tipos de transforniacioncs lincales. 


Tabla 3.1 Transformaciones lineales especìales de I en I * 


Iritnfdriniicinn 

kfpiesrni.ii.iiiM rrulriciul dc lu Ininsfnrmación: A r 

Expansiòn a lo largo del cjc t 

(n î) c> ' 

Lxpansiòn a lo largo dcl eje« 

(J 

C’ompresiôn a lo laruo dcl ejc t 

(î 

Comprcsìon a lo largo del eje i 

(í î}''-"'' 1 

Rcflexión rcspccto a la rccta > = t 

(ïi) 

Retlexión respecto al eje jr 

n o 

l" 

Rcllc.xión rcspccto al cjc y 

*(-i?) 

C'ortc a lo targo dcl cjc r 

ft c' 

,U 1 

Cortc a lo largo dcl cjc.i 

(iî n 


fcn la sccción 1.10 >c cstudiaron las malrices elcmeniales. La multiplicacion dc una 
matriz por una matriz clcmcntal ticnc cl efccto dc rcali/ar una operución clemcntal con 
renglones en esa matriz. I a tnbla 5.2 cnumera las matriccs clcmcntalcs cn I- 
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Tabla 5.2 Matrices elementales en I ' 


OptrsciAn rlrmcriiul 
cnn rcncluncr 

Mnln/ 

clcmcni») 

lluttraciûn 

| ÍC, -* eff, 

-- - 

(;?) 

c OY* y\ _i'iî» t)' 1 
l.o • :U »* j [ - «'J 

R, —» cR j 

(i?) 

(2 1 H* 4 

M, - * /?| * cJt. 

(2?) 

j. 1 ! f,.cr y+ cw \ 

,0 l.\i »*J ( r wj 

N, -* K. + cR , 

C?) 

[1 OVt vl J * >ì 

1 *} - r» «• • n j 


(îí) 

ffi lYr >'ì _ í- »•', 

1 0 U n I.Jt .1 ) 



1EOREMA 6 Toda rnatriz eleinentnl E de 2 • 2 es tim* dè los siguientes: 

L la represeqtáción mafricial <ie uru expansidn a lo lanjo del cjc.x o v 

ii. Lareprcseniaciónffialricial de unacompresión 41 lo largoddcje xov 

iii. L.i representadôii matrica! de una reflexion respecta a la recta v -x 

iv. La rcprescntación marricial dc un cortc a io iargo dc) eie x oy 

v. La reprcscntaciôn matricial dc una rcflcxidn respecto del eje x c *y 

vi. Li producto dc la reprcsentación nutricial dc una reflexión rtspedo al ejc x o v 
>• ln representnción matrieial dc una cxpam.iAn o coinprerión, 

Se har.i relerencia a las tablas 5.1 y 5-2. 

É$ta cs la representacion ntatricial de 
una cxpansión a lo largo del eje v si e > I o tina 
Compresión a lo largo de! ejc ,r si () <c < I 


A 


t 


Demostrarión 


c 


Caxo I: E - 


Caso 2. E 




HyH 

c Oj 

0 


, c< 0 






t 






Caso 2a c = -1 


Entonccs E = 


‘ t ° y 


â 


que es la representacién 


/ 


matriaal dc tlna reflcxión respccto al ejey. 


c < 0. c * -1. Entoncetí -c > 0 v 


*Caso 2b: 
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TEOREMA 7 


EJEMPIO 10 


que tís el producto de la reprcscntación inolricial dd una rcfìcxión respecto al ejc y i 
la rcprescntación inatricial de una cxpansiòn (si ~c > 1) o comprcsión (si 0 <£-c < I) 
a lo largo dcl cje x. 


'' j. <?> 0 

C'aro 4:AE = ^ c < 0 

r « o5 ;ì 

Casot Ejy c "j 


Lomismoqueelcaso 1 conelcje.ycn lugardcl 
cjc x. 

Lo misino que el caso 2 con los cjcs intercam- 
biados. 

I-Isla cs la rcprescntación matricial dc un corte 
ak> largodel ejcx. 

Ésta cs la rcpresentación matricia! de un cortc 
a lo largo del cje>'. 



Ésta es la representacíón matricial dc una refle- 
xión rcspecto a la recta y -x. . 


F.n el teorema 1.10.3. pàgína 130, se dcmostró quc loda matriz invertible se puede 
expresar como el producto de matrices elemcntales. En el teorema 6 se demostró que 
toda matrí7 elemental en I- : se puedc cxpresar como el producto de representaciones 
matriciales de expansiones, comprcsioncs. cortes y reflexiones. Por esto. se tiene el 
siguientes resultado. 


Sea T: ~» tr una transformación lincal tal que su repfCsentación jnatricinl es 

învertible. Entonces T se puede obtencr como una sucesión de expansioncs. compre- 
siones, cortcs v rcflexiones. ♦ 


/S'nta. Por el teorema de rcsumen cn la página 360. .-í , es invertiblc si y sólo si p(,-t,) - 
2. Pero por el teorema 4, p(.-f r ) = p( D. Fsto significa que .1, es invcrtible respecto a 
todas las bases en l- : o no es invertible rcspecto a ninguna. 


Descomposición de una transformaciôn lineal en I- 2 cn una sucesión dc cxpansio- 
nes, compresiones, cortes y reflcxiones (,'onsidere la transfonnación T: t -» I- - 

con representación matricial A r = \! | Usando la têcnica de la secciòn 1.10 (sea el 

ejemplo 3 de la pâgina 131). A T se pucde cscribir como el producto de tres matrices 
elementnles: 

(S i)-C :)(I 
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Ahora 



'l OÌ fí oVl OÌ 

0 -2) ~ (o -l> 2j 


represcnta un conc a lo laruo dcl eje i' (con e - 3> 


representa un corte a lo laruo dd cje v (con c - 2) 

rcprcscnta una expansión a lo largo del eje i tcon r - 2 1 
seguida de una reflexión respccto al eje v. 


Asi. paia aplicar /'aun vector en se ticnc que 


i. Cortar a lo largo dcl cje x con c = 2. iii. Reflejar respecto al eje ». 

ii. Expandir a largo del cjc.v con c = 2. iv. C'ortar a lo largo del eie.v con c - 3. 



.i) Se conucn/a con 
cìc \ cctor 


Observe que estas operacioncs se realizan en cl orden inverso cn que se escriben las 
matrices en (4). 

Para ilustrar csto. suponga que v = 

Entonces 



A =,v - 



Usando las operaciones (i) a (h ) se tienc 


i ï i. (i m (ì îK'i)-('!) 

En la figura 5.10 se bosquejan estos pasos. 




b) Vectnr ohtcnnln por el 
cortc a lu larpn dct cjc » 
con c - 2 


c) Vector ohtenuio nl 
espandir a lo largo 
ctcl eie v cun c = 2 


v 



it) Veclor ohtcnido 
al reflcjnr respecto 
ul cjei 



ct Vcctor ohtcnulo por 
el corte n lo largo 
dcl cjc r am r = 3 


rígura 5.10 


Descompostctrtn de la uamformacidn lineal / (- 2)^(3 4] (-2 i cn una 
succsión de cortes. expansioncs > reflcxioncs, 


♦ 
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PROBLEMAS 


5.3 

Autoevaluación 




I. Si P. I.’ 1 t 4 cs ia trmslonnación lincal 7' 





( 


n. 


o i o) ( 0’ò \\ J 

0 0 I b. -i" OjCI 

i /o oj ê Í[t 0 i o 


cntooccs^; -/ > 

//// 


«1. | 0 I jO 
-I 0 ol 


II. __ repitscntBin) unacxpansión a lolargo ddejcy 

màtm afl 

i2 di jdn> 11 f 

a. 


i'i " 

4% 'Â 



c ' [t> i'j 

' r/ll ; • 



I n los problcmas I al 30 cncucntrc lu rcprcseniación rnatricial .1, Jc la transformación lineal 7. 
nu 7, imagcn T. v(/1 y p( T). A menos quc sc cspccifiquc otracosa. suponga que /7, y li. son bascs 
canónica 


I. : 




2 . 1 : 1 - 



x-y 
i- 3v 


3. 


4. 


/; t -♦ R’; / 



2-*) 


r: R : -♦ R : ; T 



5. r:r : -r;r 


V 


y 

vv 


6. r:ií , -*t , ;r 




r jr - y + 2r 
3-t * v + 4r 

-x + 2y * 

2.t - 4t - 2c 
-3.t ♦ 6y + 3; 


Respuestas a la autoevaluación 


I. h II.. III. i. J 
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7. r v-*t.hr\ ’ = 



Jr - y + 2r ♦ ï» 


3 M ‘ 4 -+3« 

4* f»r + 6vt 


' .i t - v 4* 2r + h' 

8. /: -» I. *; 7 ’ = "■* + ’ * 2m 

; t - 2» * 5r * 4iv 

. M 7 2x - l- + - - u' 

V - J 

II. /: !?*-* I.'-: rl' ( í lt+ > + -ì; 

L l. y- ì:) 


| (t I [I 

By 0 . I I ; H. • 


i,:« i 


13. T: P, -» />,; /(<j , f a»v n»» 2 ) = rj, - * a^x 

14. T: I -► P., /|<j| a • (ix- <«- + <;r' 

15. /:/’,-* U; Tla,, • íí,.t + ,/vr : + «yr') - a : 

16. T: f\ -» P /(,;, - «,\ f <Kr' * a y x'' ) - (a, + <;,)r - ,;. 

17. /: /’, -» /*.; /id, ** aj r • «,r'| - («„-«, • 2a : - 3«,) + 

(<;, • 4«. + 3,;,lr - (<j„ + 6</. - 5<;,)r : 

18. /: I/., .(/.,: T I" *ì -\ a ~ h * 2c + (/ + 2 +' + 2 <* 

l L * 1« - 26 +• 5 ch- 4</ 2a - ò + c — </ 


t t ; ^i - 


n í»ì ro í 


' l' 


10. T: \/, 


\5 *v 1/* ~ 26 +• 5 c 4 4</ 2« - 6 4 c - d 

\f • r\ a /' | _ í<; + 6 + c + </ <j»-i> + r' 

v c r/ j U+ 1> a J 


C.tlculo 

* jc.ikuki 

* |C4ltulo 

* IC.tlculo 


* !( .tlculo 


20. i:P 2 -*f\: T\p(x)]- xpixY.Bi = {1.(1 + .vì. < I vL(l-.ri’) 

21. D:P t -*P$T)p(x)-p'(x) [Cáltulul 22. T:P t -*P A .rp{.x) \p\x)- r {x) 

23. r>.f\~* D/HTl r'íx) [ciltulol 24. />; /*,-♦/',; Dp(.\) p"(r) 

25. 7 /*, -» P A . Tpix I p"(x) * .r/>’(.r) + 2//(r) 

26. -* r„. t : Dp{x) f+'Hx) 

27. Tp(x) = .x ,, p'\x)* xT^" '(r)- - y>%x) +/*(.rl 

a) 

28. J■ P n -*• tì Jp )' /,(r) </r 29. T: I- 5 -* /* ; : T h u-hx * cr 
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30. 1: /’, -♦ T 61 ,, * a x x - açr * - «, + *<, 

31. Defina T: A/.„ -» \f im por TA •)'. F.ncucnuc . I r rcspccio a las bases canomca cn A/„„ y 
A/ 


*32. Dcfina f: C ; 1 : por / j | J ( ( ' * ' l _ J Encucnirc A 


[cauulu| 33. Sca I’ gen î I. sen.r, cosaì Fncucntre.l,,. donde D: T-♦ I esuidefinida por/>/(x> 

/\x). Encucntrc imagen D v nu D. 

Ic.ilculoì 34. Conteste las pregunlasdelproblema33 dado I gen |c'. u ,, ..vc'!. 

35. Dcfinn / ►C : por7'» proy w *. dondc // = gcnjl IAv'2 HI./)}. Encuenire .4,, 

36. Dcmucstrc el teorema 2. 37. Dcmuestrc el teorcma 4. 

En ios problemas 38 al 45 descrìba cn palnbras las transformaciones linculcs T: I -» I quc 
ticnen la represcntaclón matricial .4,. 

°;ì * '*<-(; -*i 


38. ^r = jo | 

39. 1,- 

4 ‘* • 4 > (i î) 

42. ,l 7 

**■ ' ,ri (-5 l! 

45. A } = 


- U 1 


En los problcmas 46 al 55 escriba la rcprcsentacion malricial de 2 ■ 2 de tn transformación lineal 
dada y bosqucje la región obtenida a! aplicar esa transformación al rectangulo dado. 

46. Expansidn a lo largo del eje » con C 2 



47. ( omprcsiòn a lo largo dcl eje v con c - - 


(-3. 4>t 


48. Cortc a lo largo del ejc » con c 


( — 3.0> 0 
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1 % 



’ 1 2 1 . 

0 


L. i 


1 



î t Rcp*rvcmjh<in matrirUI rff unatranstomi,Ki '<i tjnyal 507 


4'). ('ortc a lo Inrgo dcl cjc y con c = 3 
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54. Rctlcxión respecto a la recta \ x 


55. Rcdcxión rcspccto a la rccta y - x 



Fn losproblcmas 56 al 61 cxprcsc cada transfonnacitin lineal con matri? de transfonnaciôn dada 
I,., como una scccsión dc cxpansiones, comprcsioncs. reflcxioncs y cortcs 



MATLAB 5.3 

M[ Fn los problemas dc csta scccion sc hacc refcrencia al archivo grafics de MATI.AB; se supone 
que trabajó los problcma dc MATLAB 5.1. 

I. Considerc cl rcctángulo cn la figura 5.8a». Dcsarrolle una matriz de puntos y líncns para é! 

a. Sca / la transformacion que expandc u lo largo de c|c y por un factor dc .1 y comprime 
a lo largo del eje r por un factor dc Fncucntre su rcprcscntacíón matricial v. sobrc los 
inismosejes, gratìquc cl rcctángulooriginal \ su imagcn transfomiada usando cl archivo 
grofìcs, 

b. Llsondo las represcntaciones adccuadas y el archivo grofìcs. rcprodu/ca las imagencs 
dc las transformaciones de corte en las figuras 5.8b) > 5-8c). 

c. Con la reprcscntnciòn malricial ctirrecla > cl archivo grajìcs. en los nurnos ejes 
coordenados. grafìquc cl rectingulo original v la imagen después dc aplicar una 
transfonnución dc corte a lo largo dcl cjc y con c = -2 
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2. Larepreseniación matricial deunacomposiciòn dctransfonnatiùnes linealesc-5 cl produao 
dc las rcprescntaciones matneialcs dc las transformacioncs indívtduaîes en e! onlen 
adecuoJo, Si 1 I »I- : con feprcscntaciòn matncial .-I > S: f * I eon rcprcsentacton 
matricial H, entonccs 7'|.S(\)I = , )Hx. 

a. (iápiz \ papel) Encucntrc la matri/. R quc rcpresenta la rotactón positiva (sentido 
contrario a las manccillas dd relojì alrcdcdor dcl origcn, un ángulo n 2 v lu matriz £ 
quc rcprcscnta la expansiófl a lo largo del cjcjr por un iactor dc 2. 

b. Introduzca las matriccs de puntos y Ifneas para la ficura dada en el problcmn ia> dc 
MATLAB 5.1. I sando el archivo grafìcs, en los mismos cjcs. graliquc la figur.i. la 
imngcn dc la íiçura dcspuês de r-'tar pnmcro > luego cspandir. y la Imagcn de la íigura 
dcspués de expandir primcro y luego rotar l'tilicc un eolor difcrente > isimbolo pant 
cl puntoi para cada gráfica. Ncccsitará la instrucción dc hold on despues dc cada 
llamada ografîcs. Tendraquc ajustarcl parnmetro Ual llaniar#ra/7(.> hastuque lastres 
ftguras se ajustcn bien cn ia pantal la. No guardc esta grafica. Lo que importa es cncontrar 
la M adccuada. 

Con esa St cncontrada. cn cl rnismo conjunto dc cjes. grafique la figur.i v la imagcn 
de la roiación primcro v dcspucs la cxpantiòn. Etíquctc csta grática, asegur.indosc dc 
dccir quc irnáccnes sc gratìcaron. (Lsc la ay uda para exploiar los comandos title i título), 
vlabcl ictiqueta x) > ylabel letiqueta > ).J Rcpitn para la ligura > la imngen con la 
cxpansibn primero y la rotacion después. 

Describa la comparación entre las dos gráficas, Expliquc al menos una caractcris- 
tica de ta geomeiría de lus gráfícas quc pcrmita saher quc tipo dc tnrnsformacifm se 
rcalizó primcro. 


3. Proyecciones Sca v un vcctor cn I con longitud I Sea / I 1 -► I " dada por 

1\t )" proy, x - |v x)v 

a. (Lápizypapel) Dcmucstrt que T es lineal. Dcmuesirc que la rcprescntaciòn matricial, 
/’. dc / (respecto a la basc canónical, cstá dada por 

P —|W|V V.V t-„V) 

Aqui v sc refiere a la componcntc / de v Rccuerde quc se ha supucsto que v tìene 
longitud I. 

b. Suponga quc v es un vector dc longitud I en f - dado por v = 1 1 ())' 

L L tilicc cl archivo grafics para encontrar la matriz /* que rcpresentu l.i prnyccción 
sobrc v Introduzca las matriccs dc puntosy lincas dcl problcmu laf dc MATt.-\B 
5.1. Sobrc d mismo conjunto dc cjcs, grafique la figura original v lu imagcn dc la 
figura después dc aplicar la transformación /’. Lisc colorcs y o simbolos distintos 
Para cada punto clavc cn la figura origmaJ. idemifiquc cl punto dc su imagcn 
dcspucs de aplicar la transformncibn Haga lo mismo pnra dos de los segmcntos 
dc rccta dc ia figura original. 

II. i Lápiz i pupet) Utllicc P para cncontror utia base para el núclco y la imagcn de 
la transformacìón Dcscriha Ia forma cn que In gcomctría de lu provccción sobre 
v explíea estos rcsultaflos. 

c. Rcpita las instrucciones del Inciso b) para cl vector v dc longítud I en In dirccción dc 

w (I 1)'. (Paraencontrarv. divida w entresu lonçitud.) 

d. Rcpita las instnicciones del inciso b) para cl vector v dc longiiud 1 cn la dirccción dc 

w i-l I) 

c. Rcpita los ìncisos bi a d) para una figura crcada por usted 
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PROBLEMA 

PROYECTO 


4. ILrflcxioncs Sca > tin vcctor en I de longitud 1. La transformacion que retleja un vector 
dado x en l> a través dc la recta dctcrminnda por v es una tmnsformación lincal. Por lo 
tanto, tienc una represemación matricial Se llamara /■ a esta reprcsentaciòn. 
u. {l.tipi: y papct) Lxplique por qué 2proy, x \ * l \. usando cl siguicnte dingrnma 
Con csto, dc un razonamicnto de por quc /• = 2/’ /. donde /’ es la rcprcscmación 

matricial dc la proyccción sobre v c / es la matriz identidad de 2 * 2. 


rceta ddcmunada 



I». Rncuentre la matriz F, como cn cl onâlisis antcrior, representando la transformación dc 
la rellexiòn al otro ludo del cjc ,r. Aqui \ - (I ())'. 

Usc la matriz dc puntos y lincas del problema lat de MATLAB 5.1 y cl archivo 
gra/ìcs para dibujar, en los mismos ejes, la tìgura original v su imagcn dcspucs dc aplícar 
la rcflexiòn dada. Para cada punto clave cn la lìeura originai. idcntifiquc su ìmagcn bajo 
la tTansformación. Haga lo mismo para dos scgmcntos dc recla dc la figtira original. 
Vcrifiquc quc las imâgenes son las rertexioncs dadas dc los scgmcntos originales. 

c. Repita las instrucciones del inciso bt para la rcflcxtón rcspecto a la rccta t =-v Aqui 

e| vector v cs cl vector de longitud I cn la dirccciòn de « ( I 1 1 

d. Repita los incisos b) y c) para una tìgura creada por usted. 

5. Crcc un diseilo o una tìgura usando una o dos figuras origtnalcs y aplicándoles varias 
transformaciones Utiliccgrtr/ú ' y la instrucciòn bold on.tNecesitarádarel comandohold 
on dcspués de cada llamado a grafics ya quc cl archivo incluyc un comando final dc 

hold off.i 

Si gratìca una tìgura transformada quc dcctde desecltar. la puede "borrar" volvicndo 
a graficarla usando la opción dc color invbible 'i' al llamar grafìcs L ! n problcma. sin 
embargo, es que puede boiTar partcs dc las iincas dc otras tìguras quc si quicra conscrvar. 
Si es asi, simplementc v uclva a grafìcar las quc quiera conservar quc fucron afcctadas. 

Si dcsca tnisladaruna figuraa unidadcscn cl ladirección x v h unidades cn ta dirccción 
t y tiene n puntos. utilicc la matn/ dc puntos dada por ncsvpts = pts + |n*oncs(1.n): 
b-onest l.n)J, donde pts es la matriz dc puntos ortginal para la figura. 


6. Sca T: 1. 1 -♦ I 1 una transformauón lincal definida por 


1 


r î 


2 


2' 

0 

3 

= 

-1 

7 

. T 

-1 

4 

- 

0 

ft 

1-lJ 


2 


{ 3J 


t-2 
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3' 


r t 


/ 4 ' 


í 5 Ì 

2 

0 

3 

-1 

1 

r 

2 

1 

3 

1 

17 

l-2j 


l 4 


li 


-• 0 i 


a. Vcrifiquequc cl siguiente conjunto (v,. v ; . v . v,( cs una base para 1 4 > por lo tanto T 
cstá bien definida 



b. Encuentrc la rcprcscntación rnairicial. C. dc / rcspecto n las bascs canonlca Reeucrdc 

que nccesíla cncontrar T(t,) para i - I..... 4 y quc 7|e,l cs una contbinación lincal dc 
{77v, >. . . 7«Vj>J. dondc los cocficicntes dc las cotnbmacioncs lincalcs son las 

coordenadas dc c, rcspccto a la base | v,. v,. v,. v 4 [. 

c. Sea.l lamatríz |v, v, v, v t j v sca H In marri/cuyas columnas son los ladosdercchos 
de la igualdadcs en la dcfinición de /. es dccir. 

5 

I 

17 ‘ 

10. 

Verifiquc quc la rcprcsentacìon matncial, C, dc !a transfbrmación T satisface Ç = 
/f.1 _: , E.xpliquc por quc esto cs cicrto usando losconccptos dc coordcnadas y matrices 
de transieion. 

«I. I sando C, encuentrc una base para cl núcleo v la imagcn dc / 


B = 


3 2 I 

-I 0 -I 
7 6 I 

2-2 4 


7. Sea / : f - -► f- una transformacion definida por una rotacion negaiiva de n 4 rcspccto ol 
•'rigcn. dcspucs una cxpansiòn a lo largo dcl cjc v por un factor dc 2 y una expansion a U> 
largo dcl ejc i por un factor de 3. seguidas dc una rotación posiiiva dc tt 4 rcspccto 
nl origcn. 

ii. Encucntrc la rcprcsentación matricial dc T rcspccto a la basc canóniea 
b. Encucntre la reprcscntación matricial de T respecto a la base. 



c. H.xplique la manera cn quc se puede describir la gcomctrin dc T ùnicamcntc en terminos 
dc expansioncs cn ciertas dircccioncs 


5.4 ISOMORFISMOS 

En csta sección se introduce una terminologia importante \ despucs sc dcmuestra un 
teorcma que dice que todos los espacios vectoriales dc n dimensioncs son ”cn cscncia" 
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DtFINICIÓN 1 


TEOREMA 1 
Demostración 


tltMPIO 1 


EJEMPLO 2 


DEFINICIÓN 2 


EJEMPLO 3 


Transformación uno a uno Sca T: V -> »'es un;i transformnción llneal: cntonces 
Tes unoa uno. cscrito l-l. si 


7V, * /V 2 implica que v, = v ; 


(1) 


Es decir, T cs l-l si'y sôlo si todo vcctor w cn la imagen de T cs la imagcn de 

exactamente un vcctor en l'/ f 


.Xota. Una transformación l-l se llama también inyectiva 


Sea T: W una transformación lincai. Entonccs T es l-l si y sólo si nu T= |0}. 

Suponga que nu T= {0} y 7V ( - 'i\ 2 . Entonces 7V, - Tv 2 - 7T.v, - v 2 ) = 0. lo que 
signiftca que (v, - v 2 ) e nu T = {0}. Ast v, - v 2 = 0. por lo tanto v, = v>, los que 
muestra que Tes I-1. Ahora se probará que si Tes 1 - i. cntonces nu T- \ 0). Suponga 
que Tc s 1-1 y v e nu T. Entonces 7V = 0. Pero también T0 = 0. Asl. como fes 1-1, 
v = 0. Esto compteta la prueba. ♦ 


Una transformación l-l dc I.: 2 on t 2 

scncillo encontrar.T/ = j | ~ J y p(.l r ) 
tanto 7'es 1 -1. 


Detina T: H- -* t : por r "> > . Es 


2; asi. v(A,) = 0 y A , = nu T = {0}. Por lo 


♦ 


Una transfnrmación de I. : en 1 

2t -2y í' Emonces (ì li/ 


2 que no es 1-1 Defma T: I- - -» por 7 1 = 
p( -U) = I y v(.-f, | - l; por lo tanto. v( /) = | \ T no 


es 1-1. Observe. por cjemplo. que T = 


( 0 - 



♦ 


Transformación sohrc Sca T: V-> W una transfomiación lincal. Entonces se dice 
que T cs xobrc IF o simplcmentc sobrc. si para ttxlo w t W existc al menos una v e V 
tal que 7V = w. Es decir. Tes sohre Wsiysólosí imagen T — W. 


Xota. (Jna transformación sobre se llama también suprayectiva 


Cómo detcrminar si una transforinación es sobre En el ejemplo 1. p( I,) = 2: 
entonces imagcn T - I?* y 7 cs sohre, En el ejemplo 2. pM;> — I e imauen T - uen 

| = li : ; por lo tanto. T no cs sobre. 

♦ 
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TEOREMA 2 


Demostración 


TEORFMA 3 


Demostración 


EJEMPLO 4 


Sea T: V W uiuì iransformación lineaJ y suponga que dim V- dim W - „. 

i. Si T cs I-l entonces T es sobrc. 
it Si 7'cs sobro. cntonces T cs 1 -1. 


Sea -^ irna represcntación matricial de T. Fntonccs si Tes 1-1, nu 7 - {0} y v(A )Z 
, oqucsigni ica quc p(7') - p(.4 r ) = n - 0 = nde manera que im ngen T~ Jf'.Si Tes 
sobre. cntonccs p(A r )~ n. por lo tanto v(7) = v(,4 r ) =0y 7'cs 1-1. 4 


Sea TU -* iFunatransfonnación lînca!. supon&aquedim ?'=nj dim »? r = «r.Enlonccs 

i. Si/r>w. Trmcs l-l 
ii* Si rn > n. Tn o cs sobrc. 

1 V. •' una base P ara r ^ = 7V. paru= 1.2./r y obscrve 

e conjunto ,S . . . . »•„}, Como m => dim JK < n. cl conjunto S es 

Imcalmcnte dqjendtente. Así. existen cscalares, no todos cero. talcs qucc,» , + 

ÌìLVi 7 C ,” W *Â ° S ? a ' " í ' ,v ‘ + C 2 V - + • + c B »v Corno tos elementos v, 

son ltneaJmeme mdcpendrentes y ctmto no todos los cocficicntcs c, son ccro sc 
v« .|,.e v . 0. Pcro 7V = 7,c,», jv, * c.rv,! . “ c n 

c,» | +■ c : hs + ■ • • +c,w„ = 0. Por lo tanto, v e nu Ty nu T* (0|. 
s ' v 6 r ' • Cftonccsv-o,» -o 2 v 2 +- ir„v„ para algunos escal.ircs a s .a, . 

‘ \ r tì " 7V " = f ,W; ‘ * • + w ASI. |w„ w, 

.... »„> , /V|, /v,. .. 7v„) genera a la imagen de T. Enlonccs. del probleina 

1 P ág,na 346 ' M ; dim ,ma ? cn T £ /r. Gomo m > esto mucstra quc 
imagen T * IV. Entonces T no es sobrc. ^ 


tt 


Gna transfnrrnación de t 3 -* 


fj 2 3] 


l d 5 6) 

1 y 


W 


Aqui n = 3 y //? = 2, 


f.r) 

1 no « M Sea T 1. 1 - R2 dada por T , = 
dt inancra quc / no es 1*1. Para ver csto, observ e que 






Í 3 Ì 


i-s dficir. dos vectores diferenies en I- ' iienen fa misrna imagen en I : 
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EJEMPLO 5 l?na transformación dc C” cn I? 3 no cs sobre Sea T: -* I- ' dada por T\) = 

ri 2 \ 

3 4 

5 6 

\ 4 

debe encontrarse un vectoren l- 'quenoesté en la ittiagende T. Un ejemplode un veçtor 


. F.n cste caso n = 2 y m = 3. por lo que T no es sobre. Para demostrar esto. 


asi es 


o ' 1 



'o' 

0 

. Esto es. no existe un vector x = 

' | en l- tal que I\ = 

J ) 

0 

w 



1 

V / 


. Lsto se prueba 


suponiendo que T 


( \ í°ì 

0 ‘(: 


Es decir. 


I 2' 


0 


3 4T « 0 o 


v 5 6JVJ 11 

Reduciendo por renglones se tiene 


x + 2y’ 


'0' 

3.t + 4y 

= 

0 

5.t + 6v 

v • V 


1 


(\ 2 \ 0 \ 
3 4 | 0 
5 6 | I 


I 2 | 0] 
0 -2 | 0 
0 -4 | I 


I 2 | 0 
0 - 2|0 
10 0 I l) 


La última Hnea se lee 0 • x + 0 • y - 1. por lo tanto. el sistema es inconsistente v 
está en la imagen de T. 




K l J 


no 

♦ 


DEFINICIÓN 3 Isomorfîsmo Sea T: V > H'una transfonnación lincal. Fntonces T es un isomor- 
flsmo sijT.es 1-1 y sobre 


ISÍutiL Una transforinación que es I -1 y sobre se llama biycctiva. 


DEFINICIÓN 4 F.spncios vectorialcs isomorfos Se dice que los cspacios vectoriales f'y Mson 
isomorfbs si e.viste un isomorfismo T de V sobrc W. En estc caso se cscribc Vm W. 

Ohsenación. La palabra “isomortismo" viene del griego ìsomorphos que signitica 
“de igual forma" (iso - igual; morphos ~ forma). Dcspuês de unos ejemplos se vcrá la 
relación tan cercana que tienen las “formas” de los espacios vectorialcs isoinorfos. 

Sea T: 1 "y sca A r la rcprcsentación matricial de T. Ahora bien. T es 1-1 si 

y sólo si nu T - |0>. lo que sc cumplc si v sólo si v(.4 ; ) _ 0 si v sólo si det A r *■ 0. 
Entonces se puede cxtcndcr cl tcorcma dc resumcn (visto por ûltima ve/. en la página 

>60) en otra dirección. 
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Teorcraa dc rcsomcn (punlo dc vislji 7) Sea .1 una malriz de n < n; entonccs las 
11 aftrmaciones siguientes son equivalentes, es decir. cada una iraplica las otras 10 (de 
manera que si una es cierta, todas son ciertas); 

i. A es inveníble. 

ii. La ûnica soluciôn al sistema liomogéneo A\ = 0 es la soluclón trivial (x » 0). 

iii. Kl sistema Ax^ b tienc una solución únicu para todo n-vector b. 

iv. A cs equivalentc por rcnglones a b matriz identidad /„ de n x n. 

v. A se puede escribir como el producto de matriccs elementalcs. 
vL La forma escalonada por rengloncs de A tienc n piyotes. 

vii. Los rengioncs (y columnas) de A son linealmente indcpendicmes. 

viii. dct.4*0. 

ix. v(/4) —0. 

». w 

li. l.il tnmsfonnaciôn lincal T4t fc' cn r'dcfinldn por Tx - .1* ts un isomorfîsm* 

nraannNimu ,:l',tHiHnWlfflllll!IIHMHmlWrn!t!l,tl ii'i' i' 1 


III 




Illi 

111 


Ahora se verân algunos ejemplos de isomorfismos entre otros pares de espacios 
vcctoriales. 


FJEMPL0 6 ( nisomurnsmocntrcl J yP 2 Deflna T: I. ; -> P-, por T 


verificar que 7"es lineal. Supongaque 7" 








VV 


a + hx Essencillo 


- 0 - 0 + 0x + 0.«r. Fntonces o = 7> = c = 0. 




I:s docir. nu 7 - 10} v / es I -1. Si p(x) = a 0 + a,x + ajx 2 . entonces fA v) - T 
significa que imagen T~ l\ y Tcs sobrc. Por !o tanto. D 3 s /\. 


V% 


Esto 

♦ 


dim I - = dim 7’ : = 3. Entonces por d teorema 2. una vez que se sahe que Tcs 
l-l. tamhien se sabe que es sobre Se veriticô que eru sobre, pero no era necesario 
hacerlo, 


EJEMPIO 7 

( altMtol 


l'n bomorlismo cntre dos cspacios vcctorialcs dc dimcnsión intinita Sea í = j / 

^ L [(*• 13-/(0) = 0| y If - C(0, 11. Sea D; V —» II cstâ dado por DJ~f Supongaque 

Df - [)g. F.ntonces /' - g' O (/ -jri' - 0 > 7(vl - g(x) C. utu constante Pôro 
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TEOREMA 5 


Demostración 


/(0) = g(0) = 0. de manera que c = 0 y /= g. Hntonces D es 1 -1. Sea .e e C(0. 11 v sea 
/(; x) = dt. Entonces, por el teorema lundamental de cálculo./e C'fO. 1] > /).») - 

í?(.v) para todov € |0. 11. Más aûn. como j'' g(t) dt = 0. se tiene que /(0) = 0. Por lo tanto. 

para todo g cn H'existe una / e V tal que Df = g. Asi. D es sobre y se ha demostrado 
quc V s W. ♦ 


Hl siguiente teorema ilastra la similitud de dos espacios vectoriales isomortos. 


Sea T: V -+ IV un ìsomorfismo: 

L Si v,. v : .v„ genera a V, entonces Tv,. 7Vj,-7V„ generu a IV. 

ii. Si V,. vj,.... v„ son lincalmcntc independientcs en V. entonces 7v t . TVj..... 
Tv„ son linealmente indcpendicntcs cn IV. 

iiL Si {V|. Vj..... vj es una bnsc en V. cntonces {7V t . Tv 2 .7V„) es ima base en IV. 

rv. Si Hiienc dimensión finita. cntonces H tiene dimensión finita y dim V -dim W. 

L Sea w g IV. Entonces como T cs sobre. existe un vector v e V tal que 7V = w. 
Como los vcctorcs v, gcncran a V. se pucde escribir v = a t v, + a 2 v 2 + • • • + a„v„ 
de manera quc w = 7V = u, 7V t + a 2 Tv 2 + • • • + a„Tv m y esto muestra que {Á’,. 
7vj, .... 7V„) genera a IV. 

iL Suponga que c t 7v, + c 2 Tv 2 + • • • + c„7V„ = 0. Entonces Tfqv, + c : v 2 + • • • + 
c„v„) = 0. Asi. como 7es I -1, t t v, + c 2 v 2 + •■••* c„v„ = 0. lo que implica que c t 
= c 2 - ■ * ■ = c„ = 0 ya que los vcctorcs v, son indcpendicntcs. 

iii. Esto se deduce de las partes /) y ii). 

iv. Esto se deduce de la parte iii). ♦ 


En general es dificil demostrar que dos espacios vectoriales de dimensiòn intlnita 
son isomorfos. Sin embargo. para los espacios de dimcnsiòn finita es sorprcndentcmente 
settcillo, E1 teorema 3 dicequesi dim l'#dim Tf', entonces l'y If'noson isomorfos. El 
siguiente teorcma muestra que si dim I' - dim W. > si t'y II son espacios vectoriales 
reales. entonces l’y íf'son isontorfos. Estoes. 


Dos espacios reales de dimcnsiòn finita de la misma dimensión son isomorfos. 
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TEOREMA 6 
Demostración 


!kvm Ky tV dos espacios realcsf de dimensió» finita con dim V< dim IV. Entonces 

Sea | v, v : . v ) una basc para Vy sctt (w,. w, .una basc para fí'. Dcfina 

la transfonnación Imoal T por 


para 1 = 1,2 ./» ( 2) 

Por el tcorcma 5.2.2. página 478 existe exactamente una transformación lincal quc 
sattxface la ccuación (2). Suponga quc v 6 Vy Tx • o. Entonccs si v = c,v, f tl v, f 

" * L " v - w ,icnc <n* 7V = ^|7V| + c 2 Tv 2 + • • • + C n 7\„ - CjW| + C 2 w 2 + • • • f cCw! = 

Q. Pero como w,. w,.w„ son linealmcnte independiemcs. c> = cì = ■ • ■ - c «0 

Por lo tanto. v«©y Tes l-l. Como Vy H'tiencn dimensión finitay diin dim fí’. 
T cs sobre por el tcorcma 2 y la pnicba queda complcta. 4 . 


Este úllimo rcsultodoes uno dc los rcsullados cscnciales en álgebra lincal. Dice que 
si sc conocc un cspacio roal vectorial de dimensión »». sc conoccn todos los cspacios 
vectoriales reales dc dimcnsión /» Es decir. si se usocían todòs los cspacios vectoriales 
isomortos. cntonces I. ' es cl único cspacio de dimenston n sobre los reales. 


PROBLEMAS 5.4 

Autoevaluación 

Falso-ivrdàdern 

I. Una transformarion lincal de l' I » con * , « no pucdc ser l-t y sobrc a la ve/ 

II. Si dim I 5 y dini »t - 7, cs posiblc enccntmr un isomorfismo fdc l 'en tV. 

III. Si Tcs l-l, cntoncesnu T * {0}. 

IV. Si rcs un isoniorfismo dc un csjurio vectorìai t cn $?, entonccs ptf) = 6. 

V. Si A, es tma matri/ dc tramfomiaeiPn de un isomorfismo dc IS cn I?', entonees d« A 
— 0. 


Rospuestas a la autnevaluación 
I V II. F III. V IV. V V. V 


t., ixrscsaria Ifl p-iUbra rc.ilc., p«->ri|uc c» impc'ttantc i|uc los ínitiimliis dc cscalorc. cn I'v M *can ct niiuno 
Mc "t'.i mancra, Ij sondictón /tuv) «/> pucdc no cumpiirsc p..rquc i - I , í\ II , , u v ,..i A pucdcnrsi 
otnr dcttmdj* I I lciucma (< cs ucrv>,! >c omltí U pjlabra tu.nl s cn >u lugai imponcn l.o cnnditrones dc 
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Cáltulo 


| Çjlculo 


MATLAB 5.4 


1. Dcmucstrc quc T: A/ m „ —» A/„ m detlnida por TA - A' cs un isomorfismo. 

2. Demucstrc quc /: l- 1 " —► I " es un isomorfismo si y sólo si A, cs invcrtiblc 

*i. Scan l'y II dos cspaaos vcctpriales reales de dimetisión n y scan /î, y li 2 dos bases para 
l y ll’. respcctivamcnte. Sea l r la matriz dc transformacidn rclativa u lns bases //, y fí,. 
Demuestre que / I'-» H'es un isomorfismo si y sólo si det A * 0. 

4. tncucntrc un isomorfïsmo entrc /las matriccs diogonales dc n * n con elementos rcalcs. 
y t- / '. \Stigerancia Analicc primcro el caso n 2.) 

5. ,.Para quê valor de m es isomorfo a !■" cl conjunto de matriccs simétrica.s de n ■ /»? 

6. Dcmucstre que el conjunto de motriccs simctricas de n ■ n es isomorfo al conjunto dc 
matriccs triangulares supcriores de n x n, 

I. Sea I y II'= \p e P f : />(0) 0). Demuestre que 1= ll'. 

8. Dclina /: /’„ -* P„ por Tp p + p'. Dcmuestre que T cs un isomorfismo. 

9. Encuentrc una condición sobre los numcros m. n.p. q tales que ,\/ m , = A/ /v 

10. Dcmucstre que D„ = /’„ ,. 

II. I’ruebc quc cualesquiera espacios vectorialcs complcjos dc dimcnsión finita l y H'con dim 
I' = dim II' son isomorfos. 

12. Detìna /': t'|0, l| -* rp. 4| por lf{x\ = f(x- )). Dcmucstreque / es un isomortismo. 

13. Sea H una matriz invcrtiblc de n x n. Demucstrc quc T: M,„ -* M„„ definida por / ! Ifí 
cs un isomorfLstno. 

14. Dcmucstrc quc la iranslormación Tp(x) = xp’(x) no es un isomorfismo dc /’„ cn P„. 

15. Sea // un subespacio del cspacio I de dimcnsión finita con producto íntcmo Dcmucstrc 
quc T: I -♦ // dcfinida por /V = proy w v es sobre. t.Bajo quc circunstancias serâ I -1 ? 

16. Dcniucstrc quc si f: I —* H'es un isomorfismo. cntonces existc un isomorfismo .S: H' -* I 
tal que S'( 7'v) = v. Aqui S sc llama transformación invcrsa de / y se denota pi>r T 1 . 

17. Dcmucstre que si 7:1. -> t.'' cstá dcfinido por T\ - A \y si T es un isomorlìsmo. entonces 
,4 cs invcrtiblc y 1a transl’ormación inversa 7"’ está dada por / v — r'x. 

18. Encuentre T ' para el isomorfismo del problema 7. 

* 19. Considerc cl cspacio C \- ; o + ib, donde a v h son númcros reales er - 1J . Dcmuestrc 
que si los cscaiares sc toin.ui como reales. cntonccs (. i D" 

*20. C’onsiderc cl cspacio « j, = [(c,. c,.c„t: c e C y tos cscalares son realcsj Dcmuestrc 

quc ( , - t| Sugetvnaa. vca el problcnui 19.] 


I. Sca T\ l- J -♦ t- * una transformaciòn detinida por 7(v i « para » 1. . . 4. dondc 


[v,. v ; .v,.v 4 } = 
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"• Veriflquc que cl oonjunta <v,. v : . v„ v,} es un.i base par.i |. 4 v. por lo tanlo. que / esla 
bicn dcflnidiL 

h - Vertfique quc cl coniunto !»,. » ».. vv j C s una busc para I : . ,.1'or qué s C pucdc 
concluir que T es un isomorfisrno? 

c. l'.ncucntre la reprcscntación matricial. .-I, de / rcspccto ;t la base canonica (Vca cl 
problema 6 dc \1V11_\B 5.3.) L'tilicc la rcprescntación matricial parn encantrar una 
basc para cl núcleo y la itnagen dc T v vcrífiquc asi, quc T cs un isomorfïsmo, V'crifique 
que I cs invertiblc. 

d. Supongaque.S B ‘ —* I 'cslatransforntacióndefinidapor.SÌ» i =v .parat I.. .4. 

Encuentrc una representación matrlcial. fí. dc .s' v veritique quc fí A 


5.5 ISOMETRÍAS 

Hn esta sección se describe un lipo especial de Intnsfortnación lineal entre espacios 
vectoriales. Se comienza con un resullado sumaniente ûtil. 


TEOREMA 1 Sca A una matriz de m x n con elemcnlos reales,t Entonces para cuakst|uient dos 
vectores * c R" y y e K>": 


Dcmostración 




Rccuerdc dc la sección 4.9. página 399. que la matriz Q con clementos reales es 
ortoRonal si Q cs invcrtible y Q 1 - Qf. Hn el teorema 4.9,3. página 399. se dcmostró 


1 *-slc rv-Mi.'Ud.t ve puedc evtendct liicilincnlc a malruc • cn iï.mp.ment.-c ...tmptcij'. Vw |>i- l>k-rti.t : 1 
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DEFINICIÓN 1 



TEOREMA 2 


Demostración 



que Q es ortogonal si y sólo si las columnas de Q forman una hase ortonormal para I 
Ahora sca Q una matri/ ortogonal de n * n y sea T: 12" -» I '' una transfonnación lineal 
delinida por T\ - Qx. Entonccs. usando la ecuación (I). se calcula 


(Tx Ty) - Qx Qy = x • (Q'Qy ) ~ x • (fy) = x y 
En particular. si x = y. se ve que Tx ■ Tx ~ x x o sea 


para todo x en 


7x|- x\ 


J 1 '. ;u" " 'ji'i'u i iMul |, ' 1 l ii ii *ri ,j*mj jiiuur r - ,, Cltt ïn.frlAtffl.VÀïliV "7? TiV"T' ' : T!! ,, V ,, i i'NV 1 ’ 1 

Isometria Una transformación lineal T: C" -> t?' 1 se llama una isometría si para 
cada x en K". 


|7Yt| - ixt 


( 2 ) 


Debidoa laecuación(2)se puede decirque: unaisomctria en lc"es una transformación 
lineal que preserva la longitud en f-Note quc (2) implica quc 


|Tx - Tyí = |x - y| 

[ya que 7x - Ty = T(x - ) )] 


(3) 




Sea r una isometria de E" -* C" y suponga que x y y están en !.'". Entonces 


Tx - Ty - x y 


!!«» 

Hlllf ì 


(4) 


Esto es, una isometría en I/" preserva el producto escajar. 

|7* 7M J «(7* - 7V) • <7Tk - 7>-) - |7ìt| 3 -2Tx Ty + \Ty\\S) 

|x - yp «(x - y) ■ (x - y) = \x\ 2 - 2x • y + [y| 3 (6) 

Como \Tx - TVf 2 = |x - y[ 2 . ITVp = |x| 2 y |7y[ 2 = typ. las ecuaciones (5) y (6) muestran 
quc 


-2rx • ry = -2x • y o Tx -Ty -x y 




En el desarrollo de la ecuaciôn (2) se demoslró quc si la represcntación matricial 
de 7'es una matriz ortogonal. entonces T es una isometria. Inversamente. suponga quc 
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Jes unn isomeiria. Si A es la reprcsentación 
\ y y cn I-" 


matricial de T. cntonces para cualesquiera 


dr 


rt* Iti 


J J 

x y = Tx J\-..íx ,ly = x A'Ay 

X ■ y- X• A'Ay =0 o x (y-.l'.-/y) = 0 
Entonces (vea la pâgina 402) 


y - A'Ay = (l/V = (()) 

Se ve que para toda y e l' / ’ 

y = A’Ay 

tsto implica que A'A — /, de manem quees ortogonal. 
Se ha demostrado el siguiente teorema: 


TEOREMA 3 Una transfomtación lineal T: !*•" 
matricial de T cs oriogonal. 


| m r, , lllillii lJiì*l\\ltlil llliniH'llllJllill'i 1 H 1111 1 ,j 1 11 

una isomctría si y sòlo si la rcprcsentación 

♦ 

iHllWill.iUnHi.ili .'iHlii 'i ii 'Ii.Ji i! 1 1 1 i i , j|iH*i '| 


Isomctrías de I * 

Sea T una isometria de l ; -* t : . Sca 


»■=- r (î) 


Entonecs u, y u_. son vcctorcs unitarios |por la ecuación (2)] \ 


dei4l 

J, 

U| u ; = 


í • I 


= 0 


Por lo tanto. u, y u : son ortogonales. De la ecuación (3.1.7). pàgina 215. existc un 
número 0. con 0 < 0 < 2n tal quc 


C onio U|VU; son ortogonalcs. 



Dirección de u : = dirección de u, ± ^ 
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TEOREMA 4 



Hn el primer caso 


En el scgundo caso 



Con lo qtic la representación matricial dc Te s 


í* 


COS0 

sentì 


-scnO 

cos9 ; 


o — 


costì 

senO 


senG 

-co.eG 


Del ejemplo 5.1.8. ptigina 460. se ve que 0\ es la representación matricial de una 
transt'onnación de rotación (un ángulo 0 en el sentido contrario a las manecillas del 
reloj). Es fácil vcrificar quc 


jcosG senGì fcosG -sen0 | 
IscnO -cosflj \se: 


scnO cos0 


1 0 
0 -I 


pcro la transformacion T: l- : -> l : dada por 


■H 


es una reflexión dc ' | rcspccto al eje x (vca el ejemplo 5.1.1. páginn 465). Hntonces se 
tiene el siguiente teorema. 


-.7 ur&' .. t --- 


Sca 7: C 2 -> una isometria. Entonces T es 


i. una transformación de rotación 
obten 








ill 






il unu reflcxión rcspecto al cjc x scguida dc una transformaciòn dc rotación. ♦ 

BMlfâM'MnHTOl iiiiMHÍ5«BuWlPTOWiMfflfflBMBWwÌRliii tHniniKi 1 ■>' il\i 


1 n.s isomctrías tiencn algunas propícdadcs interesantes 
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TEORtMA 5 Sca T: 13" -> t>" una isometria. Entonces 

í. Si ti|, u : .u„ es un conjunto onogonal. entonces 7~u,, 7'u > .... Ta„ cs un 

conjunto ortogonal. 

U. 7‘cs un isomorfismo. 

Dcmostración i. Si i*j yu, u,-0. cntonccs(fu,) {Tuj) => u, • u ; - 0, loque pmcbar). 

iL Sea u,. u>_u„ una basc ortonormal parn C. Enlonces por la parte /j y el 

hechode que |7’u,l - uj = I. sc cncuentra que 7u,. 7u ; ,.... 7u„ cs un conjunto 
orlonormal cn l y '. Por el teoretna 4.9.1, páginíi 394. estos vectores son lineal- 
mente indcpcndicntes v por lotanto fonnan una hasc para t". Entonccs imogen 
T- 1-’'". lo quc prueba que nu T = r {0} |va que v( 7j + p( 73 = «]. ♦ 


Se concluyc esta sccción con una descripción de cóino cxtender cl concepto de 
isoinetria a un espacio arbitrario con producto intcmo. Recucrde de la pduina 441 que 
en un espacio l’con producto intemo 

IMI = tv.v)' : 

(Recuerde que con el lln de evitar conlusiones. se usan dobles bnrras paru Jenotar una 
norma.) 


DFFINICIÓN 2 


Isomctria Sean V y if' dos espacios vectoriales rcalcs (o cotnplejos) con producto 
intemov sea T: i' -> îl’unau’ansformaciôn lineal. Entonces T es una Lsometrin si para 
todo v e V 


IMIr 

-||7V||„ 





( 8 ) 


Los siguicntcs dos hechos son consecuencia inmediata; prhnero, como T (\ v,) 7V, 

T\ : . se ticnc quc para todo v | y v 2 en I' 


' ■ 7v,||„ - |v, > 


Segundo. 

TEORFMA 6 Sea T: V -» if'una isometría. Entonces para todo Vj y bv : en V 


(7V|. 7V,) - (v,. v,) 


(9) 




Es dccir. una isomeiria prcserva los pnxluctos intemos. 

La demostración dcl teorema 6 es idênlica a la prueba del teorema 2 con productos 
mtemos en V y W en lugar de produeto cscalar cn t>". ♦ 
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DEFINICIÓN 3 Espacios vectoriales isométricamente Lsomorfos Se dice que dos cspacios vccto- 
riaïes Vy IF'con el mismo conjunto de escalares son Lsomctricamcnte isomorfos si 

existe una transformación lineal T: V-* H'que sea tanto isometria como isomorfismo. 

1 1 " ',íii 1 ' 


TEOREMA 7 Cualesquiera dos cspacios reales dc dimensión n con producto intemo son isométri- 
camente isomorfos. 

Demostración Sean {u ( , u 2 .u n ) y {W|, w 2 , .... w„J dos basc ortonomiales para V y FF, 

respectivamcnte. Sea T: V-+ If'la transformación lioeal definida por 7)1, = w„ i = I, 

2. n. Si sc puede demostrar que T es una isometria, entonces la demostraciôn queda 

completa, ya que siguiendo en razonamiento del teorema 5 se llega a que T es también 
un isomorfïsmo. Se;m x y y en K. Hntonces cxisten conjuntos de nûmeros reales cj, c 2 . 

.,,. c„ y rf,. íf 2 . d n tales que * = c,u, + c 2 u 2 + • - > + c„u B y y = <V,u, + t y ;U , + • • 

+ 6/„u„. Como los u, son ortonormales. (x. y) = ((c,u, + c 2 u : *-•••+ c-„n( í/,u, + e/ 2 u : 
+ < • +í/ n u„)) = c t j| +c 2 c/ 2 + - < • + c,fl w Demanera similar. como Dc = c, Ai| +c 2 7u 2 
+ • • • + c„Ta„ = c,w, + c 2 w 2 + - - + c„w m se obtiene ( Tx. Ty) ~ ((c,w| + c 2 w 2 + ••• + 
c„w„), (J,w, + d 2 w 2 + • • • + d n w„)) = c,t/, + Ct</ 2 + • • • + c rt d n porque los w, son 
ortonormales. Esto complcta la prneba. ♦ 


EJEMPIO 1 


Una isometría entre K J y P : |l). 1 1 Este teoremase ilustra mostrando que I ‘y r 2 lO, 11 


. En se 


son isomctricamcnte isomorfos. F.n I- - se usa la base eslándar 


usa la base ortonormal ! I, \T(2x- I), V? ((ar— 6t + I)},(Veael ejemplo4.11.8. págtna 



rr 

0' 

<>' 1 


0 

1 

. 0 



l°J 

l°J 




V 


442.) Sea s - 




V V 


\k 

Çh 


dos vcctores en I- \ Entonces (x. y) - \ y </|ti 2 + 6,/’ ; 
+ c,c 2 . Recucrde que en /^[O. 1] se definió (/>. i/> = | t | p( v)</(.v) dx. Dcfma 7’| 01 = 1, 








y/3(2x- l).y T 


' 0 ' 


v 1 / 


v c / 


= v’5(6.r : - 6r + I); por lo lanto 


= u + b\} (2r - 1) + cV5 (6r- - 6.r + 1) 
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PROBLEMAS 


>■ 

(Tx. 7y) = J lt/, ♦ií> | \ f 3(2r-|) + c,V5(6jc i -6x+ 1)| 

x [« 2 + b 2 \ I(2r - 1) > rW5(6.^ - 6r + 1)) Ux 
f' f' 

- £ì,ín J dx + h,h : 3(2.v — | )• + J CiCjlStfix 2 - 6x + 1) ] dx 

J 

+ (d,6, + u,6.) J >3(2* - I )d\ 

0 

f' I— , 

+ («)C, + a< ( ) J \' 516 *-’ - 6* + I) 

0 

r 1 r» 

+ (ò,*r, + 6 ï C|) J [>3(2* - Olf-fóf&r 2 - 6.t * I)] cZv 
-a,u, > /*|/>,+ c,c, 

Aquí sc ahorró tiempo usando el hecho de quc 11, Vî(2v- I). V5(6.x~ - 6* + I)} es un 
conjunto ortonormal. Por lo tanto. T: i. 5 -» P : [(), 11 es una isometria. ♦ 


5.5 


Autoevaluación 

Falso-verdàdcro 






I. La transformación Racal T: l> -* V cs una isoroctrfa si || 7Wi - ||*|| para todo * en I?. 
II. Latransformactón lincal T : I -* t-”esuxm isomctriasi las columnas <lc su rcpresentación 


inatricial son ortogonolcs por parcv 


' L-U ' 

líl. La transformacián lineal i: l" « una isonietriasi las coluinnas dc su rcpresentación 

mmricial son ortogonalcs por parcs > cada columna ticnc norma I. 




i3 


M\\ 


csortogonal a 


IV. Si T: IP I?e& una isomctria, cntonccs T [ 

V. Si T: —» R" cs un isomorfismo. entonces T es una isometria. 
VI. Si T: l ' -» l' es una isomctrra, cntonccs Tcs un isomorfismo. 






mmmi 

«11 




Respucstas a la autoevaluación 

I. V II. F III. V IV. V V.F VI. V 
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[Câltulo 


I. 


Demuestrc quc para cualqnier nûtncro rcal 0. la transformucíón /: 
Tx = Ax, ilonde 


A 


scnll conO o 
cosO -scnO 0 
0 0 1 


I 


cs una isomctría. 


2. Haga lo mìsmo pani lu iranslormacion /'. donde 


.1 = 


cosO 0 -scnO 
0 I o 
senO 0 cosO 

V / 


I dcfinida pnr 


3. Sean -) y If matrices ortogonolcs de n * n. Dcmucstrc quc T: I " —♦ I " definida por 
Tx = Afíx cs una isomcirin, 

4. Encucmre A,si I cs la transformaciòn de I I dcfimda por 



23 


1 \2 


13 


-1 Vfi’ 


' 2/3' 


1 \? 

T 

13 

s 

\sï 

r 

23 


i sv; 

T 

-23 

= 

1 •? 


1 - 23 , 


{ 0 


[2'3 


1'xT, 


1/3 


!\3 


Dcmucstrc quc A r cs ortogonal, 

5. Dcmuestrc cl tcorcma rî 

6. Sea î: l — I una isometria Dcmucstrc quc T prescrva los ânçulos Es dccir. (ánuulo 
cntrc \ > yi - (ángulo cntrc Ixy Tyi. 

7. Dc un cjcmplo dc una transformaeión lineal dc I - sohre I quc picserve los áneulos y no 
sca una isomctria 

s. Parai. y c K"con sy v * 0. dcfina: (ángulocntrc x y > ) - /L U. y> = cos |ix y i \ y | 
Deniuestrc quc si l I " -• I ‘ cs una isornctria. cntonces T prcscna los ánçulos 

•). Sea T I -r I una isometrlay sea ìx = .!x. Dcmucstre que .S\ i \ cs una isomctn'a 


Ln los problcrnas 10 al 14 encucntrc una isom etria cnta - los parcs dcespacios dados 

10. /»,[-1.11,1? * I CilculoI II. />,[-1.11.1? 

12. * 1 Cilculol 13. A/y. />jl-1. 11 

14. D B y l> (D,,- conjunto dc matriccs diagonalcs dc n * n) 

15. Sca. I una niatriz dc n • » con clcmentos complcjos. I.ntonccs la transpucst» conjugada 

_ 1 | ♦ | —4 2l ì 

dc A. denotada por I*. está dcfinida por IA* )„ = u Calculc .1* si f ^ 6 - T, 

16. La matriz complcja A dc n * n se llama hermitianut si I* , 4 . Demuestrc quc la nuuriz 

.4 - I 4 - 2| 1 cs hermitiana. 

\3 ♦ 21 6 j 

17. Demucstreque si A es hemiiiiana. cntooccs las comprmentcs de la diaçonal dc ! son realcs. 


t I lam.rdaasl cn honordcl inalcmatico francís ('harlcs llcmiitc 1 1822-inoi) 
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18. La mnin/ complcja.I dc n ■ n se llrntia unlíaria si I* | 1 Ocmucstre quc la 

I <u 3-2i ì 
2 v26 

1 + / -3+2/ 


quc la matru 


/I = 


cs unuaria. 


\15 


l , ‘ ^ c J'“ cs,rc ^ ue 1 cs unitar,n *> > *^lp ii 1« columnas de .-I fomuut una basc ortonormal 


20 . 

21 . 


* 22 . 


Dcmuestrc quc si -l cs unitaria. cntonccs dct l I 

Sca .1 unu matriz de n * n con componcntcs complejas. Lti f ", si * 
y <</,, //,.. . . </j, dcfina cl produclo intcmo (*. >) . ♦ 

cjcmplo 4.11.2) Prucbc quc (.•(*. y i | *. 4 *y f 


f*V c Xsz •f,)y 

* «‘X- lVcJ «I 


pemucstre quc ouilesquicra dos cspacios vcctoriaics complcjos con producto íntcmo Jc 
la misma dimcnsion (finîtal son Isomctricamcnte isomorCos 


MATLAB 5.5 


I. ». ihipizypapej) Considcrcla dt/lnìrìán dcìsomctríayexpliquc.usandoaeomeiria.por 
quc la roiación rcspccto al origen v la reflexíón a truscs de una rccta detcrminada por 
un vcctor de longitud I en I ; son Lsomctrias. 

I». Llija Ucs valnres pura un angulo tt y verifiquc para coda uno quc la reprcscnlacirin 
inatnci.il (rcspecto a la basc canónica) de la rntacion positiva por un anculo rt C s una 
matn/ ortoconal. 

Gcnere trcs vcctores alcatorios > de longitud I Para cada uno. vcrifiquc que la 
reprcscntacion matnctal ircspccto a ln base canónicnl de la refic.xión a través dc > e> 

una matn/ ortogonal. Reficrase ul problcma 4 dc NLM LAB 5.3 para el analisis dc la 
rcfleMón 

c. i / apt: i pa/ml) Prucbc en gcneral quc la represcntacion matncial dc una rotncíón cs 
una matri/ ortogonal y quc la rcprcsenlación matricial de una relle.Mon es un matriz 
ortogonal 

d. I.a teona de isomctrias dc l : en implica quc una rcllcxión ,i travcs dc un xcctor v 
dc lungilud I debc scr una reficxión a travcs dd cjc t scguida dc una rotación 1 ri 
vector de lonuitud I sc pucdc rcprcscmar como (cos (ul scn («)V. Gcncre un vcctnr 
aleatorio u v divldalo cntrc su longitud para producir uu vcctur \ dc longiiud I 

I ncucntrc„ mcdiantcalpha = » tan(v(2)/\(!)).(Si lapnmeracomponcmedcv esceru. 
entonces a 7.) E.ncucntre ia reprcscntacítìn matriclaj F dc uns reficxión u traves 
dc \ y verifique que F = R\. dondc /( cs la rcprcsentación tnatrlcial para utm rotacinn 
positiva de 0 2„. y.Ves la reprcsentación matricial de una rcflexión rcspedo al ejc.t 
Rcpita para utrus dos vcctorcs w 

c. ( làpt. vpapeh Pruebc cl rcsuitado dcl incisod) Sugerencia encuemrc unaexprcsîón 
gcneral para Fea términos dc u y utilicc las idcntidadcs trigonomdtrtcas 

2. Trabaje el problcma 4 antcrior. Ademls. vcrifique quc la transfbmuición / mnpca unn basc 

• •nun.>rmal MOM una hasc onunorm.il ,.fcs siemprc cicru. esto narj un , igomctri i Por 
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RESUMEN 

• Transformachin lineal 

Sean I > If'doscspacios vectoriolcs. Una tramformación linral / de l en ll es una furKÌón qite asigna 
a cada vccior v e I un vcctor úitîco 7V e W y que satisface, para cada u y v cn I y cada escalar a. 

/i(u + v) = Tu + /V 

y 

7\aV) “ uTv 


(p. 467) 


PropieJadcs hásicas de las transformaciones lineales 

Sea T\ V~> W una transformación lincal. Entonces para todo vecu>r u. v, v,. v,.v„ en Vy todo 

cscalaru,u„ 

L no )=o 

U. nu~ v)- 7u - T\ 

íiL 7\a,v, +a 3 v 2 + • • + a (1 v B )»»a,7V ( +aj7V 5 + • • • +a„7V, 


(p. 478) 


Súcleo e intagen de una transformación lineal 

Sean Vy W dos cspacios vectoriales y sea T. V -* W una transformación lineal. Entonces cl núcleo 

de T, dcnotado por nu T. cstá dado por <PP- 481,482) 

nu T= {v e V\ /V * 0) 

La iniagen de T, dcnotada por imagcn T, está dada por 

imagen T= {w e If': w • 7V para algûn ve I) 
nu 7’cs un subespacio dc t'c imagcn T es un subcspacio dc If'. 


• Nulidady rango de una transformación lineal 

Si T cs una transformactón lincal dc l cn W, entonces 


(p.482) 

nulidad de T • v(D * dira nu T 
rango de T = p< 7) = ditn imagen T 

mmMm 


• Matriz de transformaciún 




Sca T\ K yi -> lí" una transfonnactón lineal. Entonces existc una matri/. únicu dc m * n,Ap tal que <pp. 486.487) 


Tx » A pant loda * e I? 1 

La matriz^, se llama tnatrb. de transformuclón de T. 

Sca A l.i matriz de transformación correspondiente a una transformación lincal 7. Entonccs 

1. imagcn T* R Á m C. 
iL p<71 - p</l r ) 
iiL nu T * Vj 
iv. v(T) = v(/í r ) 
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• Repn>sen tación matricial de una transformacùin lineal 

Sea' ® spwc .!° vectori “! rca ‘ dc dimensión »> 'fun espacío vectorial real dc dimensión wy ni' 

z k * '~*r am se “ *.-(»..»»•••. »,tI» (». r»*,» i,„ r" ,; 

una base para H, Entùnces existe una matriz ûnica <4 r de m x w, tal quc * * 

A * sc l,an,a represcnracidn nutricial dc / rcspecto a las bascs H x y /JL,. 

• Scan r y If dos cspacios vcctorialcs dc dimcnsión finita con dim »' » Sca P I' -» w ,.«•. 
transformación lincal y sca ,-l r una re|>rcscnración malricial dc T. Entonces 

i. p(r> *■ p(A T ) 

H- HT) - s(A,) 

Hl. v(f) ♦ p(T) « n 

• Transformacion uno a uno 

Sca r;K-»fm transfomiacián lincai, Sc diccque Tcs uno a uno.escrito l-l.si /V,« /V, implica 
quc v, - r a . Esto cs, / esMsi todo scclor h cn el imagen de/ cs la in.a E cn dc cxactamcnic un vLor 

• Sea n T~* R una transformación lineal; cnlonces Tc s 1-1 si y sólo si nu 7*= {0| 

• Transformactôn sohre 

Sca T: r~* /I'unatransformación lincal. Sc diccquc / cs sobrc irosimplcmcntcsobre. si pam todo 
- e H'existcalmcnosunve rtnlqueTV - «. Esdecfr. Tessobm Vsiysálori ima^n 

• Sca f: f —► W una transformaciòn lincal >• suponga quc dim I ’ = dim IF* «; 

i. Si f es 1-1, cntonccs T es sobrc. 

IL Si T essobnc. cntonces T cs 1-1. 

• Sca /: K-+ M una transformaciòn lincal. Suponga que dim Y*> ny dim m. Enlonces 

I. Si n > m, Tnoes M. 
il. Si m > n, T no cs sobre. 

• Isomorfismo 

Sca /': I H una transformación lincal. Se diceque / cs un Itomorfismo si / es M y sobrc. 

• Espacios svctoriates isamorfos 

Sc dicc que los cspacios vcctorialcs Vy W «m isomorfos si existc un isomorfismo T dc V sobre W 
En este caso, se cscribe V a W. ' 

• isomorfbs^™ *** VeC,0rÌa,CS rcí,cs dc dlmcnstón e «n la misma dimcnsión son 


• Teorema de resumen 

Sca A una matriz dc n * n. EnUmccs las sigulentes 11 afirmacioncs son equivalentes 
i. A cs invertibic. 

íL La ûnica sofución al sisiertia.'lx 0 c$ b solución trivûtl (x « 0). 
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iii. El sistema -ix = b tienc una solución ûnica para catia n-vcctor b. 

iv. . t cs cquivalcnte por renglones a la matríz idcntidad de n x n, 

v. A sc pucde e.xprcsar como el producto dc matrices elementalcs. 

vi. La forma escalonoda por rctigloncs dc A ticne n pivotes. 

vii. Los rcngloncs (y columnas) de.l son lincalmcntc indcpcndicntes. 

viii. deiA * 0 

is. v(ri) = 0. 

x. pM) = n, 

sL L.a transfbrmación lincal fdc t^cn 15*' dcfìnida por Tx = .1» cs un isomorfìsmo. 

• Sea T: K-v H'un isomorfismo: 

l Sï v„ Vj,., v. genera a K, cntonccs 7v,. /V : ,-7V„ genera a W, 

II. Si v,. V,’.... , v„son lincalmente indcpcndientcs cn i .cntonces 7V,, 7Vj,..., 7V„son lincalmcntc 
independicntcs cn W. 

iiL Si |v,. v 3 .v B ) es una basc cn V, cntonces (7V,. /V,,.... 7v,J cs una basc cn If'. 

|v. Si la dimmsión de i' cs finita. entonccs la dimcnsión dc IK es finita y dim K= dim IV. 


• Isometrfa 

lina transfomiación lineal T: C*’ -> l?"sc llama isometrín si para todo x cn C'’ 

|Tx| = |s| 

• Si / cs una isometria dc I?" -> !>’. cntonccs para uxJo x y y en B", 

\Tx - Ty\ = ;* - y| y Tx 7y = x -y 

• Sea T: C>" -» K" una isomctria. Entonccs: 

i. Siu,,u.,....u„csunoonjuntoortogonal.cntonccs Tu,. Tu,. I'u„ esunconjuntoortogonal. 

ìi. T cs un isomorfismo. 

• Una transformación lincal T: C v ' -> C" es una isomctria si y sólo si la rcprcsentacitìn matricial de 7' 
cs ortogonal 


• Isometria 

Scan V y IV dos cspacios vcctorialcs rcalcs (coniplcjos) con producto intemo y sca /': I -♦ II una 
tnmsformación lincal. Entonces T es tma Uomctria si para cada v e I 

ïï'Mn 


• Espacios vectoriales isométricamente isomorfas 

Se dice que dos espacios vcctorialcs V y II' son isométrlcamente isomorfos si cxistc una trans- 
Ibrmación lineal T: I' -> IV quc cs tanto un ixomorfismo como una isomctria. 

• Cualcsquicru dos cspacios reales de dimcnsión n con producto inlcmo son isornétricameme isomorfos 
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(p-516) 


(p. 520) 


(p. 520) 


(p. 523) 


(p. 521) 


(p. 523) 


lp. 524) 
(p. 524) 
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EJERCICIOS DE REPASO 

Ln lns cŷercicios I al 6 detentilne m la transformaeión dada dc I n II es lincal 

>• r: t : -♦ irix,.vt-( 0 . -v) 2 . r i ru.t.;) . 

T: t : -»I. T t*. y) ~ xív 4. /: /', — P : . i //iM.rl 

5. T:P Z -+ P<ttpnx) - I • pixì (,. I. ( *[0,1] --» r jO. ]|; /'/(.tI f\ I) • 


Ln los efereicios 7 nl 12 cncuentrc cl nûclco. imngen. rango y nulldad de l.i transfonmicifm lincnl 
dada 



II). /:/’ i.Tl' » ; /»t.ï| 


11. T: Mjj —• \Ul\, II tfí, donde fí 

12. /: ( |0.11 -» I ; // /(I) 


Lii los ejertícíos 13 al 18 cncuentrc la rcprcsentacidn niutriciul dc In tranHfijrmacion Imeni dada 
y cncncntrc su nucleo. irnagcn. nulidnd y rango. 

13. r.t--»!^: TLx. H = (0.->) 14. t’ -* l-': TLx. i.íi - u.cl 

15. /: l- J — l /(.». _v, r. n i l»-2c,2t-3ui 
l(i. T: V -*/',; UpMxì t/mtI 

17 . T: \t :: \/. s TA Afí. dondc fí= 1 “ 


18. T: V r - /ix. vi i r - y, 2» + 3y);= 




Lti lov cjcrcicios l f » nl 22 dcscriba cn palahras la transformación lineal / I 
rcprcscntación matriciol l dada 



— I •' con la 



bn los cjcrcicios 23 al 26 cscriba la rcprescntacion matricial dc 2 • 2 dc las transformacsoncs 
linealcs dadas \ haga un bosqucjn de la rcgión obtenida cuando sc upiic.s la Iranslònnación al 
rcctanatilo dado. 


23. Lxpansión a lo largo del eje » con c 3 


(0. 3) 


<4. 3i 
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24. CcmpreMon a lo largo dcl cjc v con t i 




[ 

1 — , C 1 > 





, _ 9 _ i , , 

0 


, , t _ I 

l A IJ 1 





25. Rcflcxión rcspccto a la recta v = r 


v 



1 ( 2 . 

1 ) 





' 14 . 1 ) 

0 






_ 

' 14 . 


< 2 . 

“ 3 ) 



26. Cortc a lo largo dcl cjc x con c 3 


1-4, 6» 


(-4. 2» 


1 - 1 . 6 ) * 


1 - 1 . 2 ) 


0 


En los cjcrcicios 27 al 30 cscriba cada matriz de transformacion .4, como una succsîôn dc 


cxpansíoncs, compresiones. rcflcxìoncs v cortes. 

V7. a. a r -(j j) 

# 

«• J 7-|ì J) 

31. Encucnlrc un isomorfismo T: /\ -» t 

Cilculo 32. Encuentre una isometria /': 1 -♦ P,[— 1. 1 ]. 
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Eigenvalores, eigenvectores 
y formas canónicas 


6.1 EIGENVALORES Y EIGENVECTORES 

Sea T: V-* J' una iransformación lineal. En muchas aplicaciones (una dc las cuales se 
da en 1a sijruiente secciôn) cs útil encontrar un vector > cn Ttal que 7V \ \ son paralelos. 
Es decir. se busca un vector v y un escalar /. tal que 

Tv-\\ (I) 

Si v ; (I y /. satisface (I). entonces X se llatna un cigcnvalor de T y v se llama un 
eigenvector de T correspondiente al eigenvalor X. El propósito de este capitulo es 
investigar las propicdades de los eigenvalores y eigenvectores. Si I' tiene dimcnsión 
finita, entonces T se puede representar por una matriz A ,. Por esta razón se estudiarán 
loseigenvalores v eigenvectores de las matrices den* n. 


. 

DEFINICION 1 Eigenvalor y eigcnvector Sea A una matriz de n x n con componentes realest. El 
nûmero X (real o complejo) se llama cigcnvalor dc A si cxistc un vector chfcrente de 
cero v en C" tal que 



■Iligil 

El vector v/Osc II 


Av = kv 


lliiiMlliUlmr 


u> 

* 0 se llama eigenvector de A correspondienie al eigenvalor X. 


+ E>l« Jcfínición cs v aiida si .4 ncnc onmponcnlo complc)a>. pcro cnmo las malriccs quc cc mancìurán tienen, cn 
mi mayorla, citmponcntef rcalcs. la Jcfìmcion cc suticicnic para miesuos ptopôsílc's 
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i\oia. La palabra "eigcn" es la palabra aletnana para "propio' Los cinenvalores tam- 
bién sc llamiui valnres pmpios o valorr» caractcrislicos y los cigcnvcctores reciben el 
nombrc de vcctorcs propios o vectores característicos 

Observaciún. Como se vcrâ (cjcmplo 6 > nna matri/ çon componentes realcs pucde tcncr 
valores y vcctoa*s prupios complcjos. Por eso. cn la dctmición, se asegura que v e €". 
No sc usarán muchos hcchos sobre los númcros complejos cn cstc libro. Ln el npéndice 
2 sc liace una prcscntación de unos cuantos dc cllos quc si sc nctesiian 


10 — 18 

EJEMPLO 1 F.igenvalores v cigenvcctorcs dc una matri/. dc2 ■ 2 Sea .-f- . Entonces 

. ft -IIJ 

t ~ = | “ = |“j. Asi. Â, - I es un valor propio de.-l con el correspondientc 

vector propio v, = * . IX* ntanera similar. 1 1 = | || * = = -2\ ì, \ 


de manera que k : - -2 es un valor propio de A con el correspondiente vector propio 




Como sc vera enseguida. estos son los tinicos valores propios de A. 


EJEMPLO 2 Eigcnvalorcs > cigcincctorcs dc la matriz identidad Sea.l Aentonccs paracual- 
quier vel *. Iv = /v = v Asi. I es el único valor propio de. I v todo v * 0 í *' es un 
vector propio de I. ♦ 


Sc calcularân los valores y vectores propios de muchas ntatriccs cii csta sccción. 
Pcro primcro cs ncccsario probar algunas tccnicas que simpliltcariin «sstos cálculus. 
Suponga quc ?. es un valor propio de A. Fntonces extttc un vcctor difcrente de cero 


\ 


* 0 tal que.-lv - >.v = /J\. Rescribiendo cslo se tiene 


\ x 


n 


/ 


(.4 - /J)\ = 0 


(3) 


Si A es una matriz dc n x n. la ccuación (3) correspondc a un sistcma homogênco de n 

ccuacioncs con las incógnitas v,. v : .v„. Como se ha supuesto que el sistema tiene 

soluciones notriviales. seconcluyequedet(.l - >./) = 0. Inversamente, si det(.-l - >./) = 0. 
entonces la ecuaciôn (3) tiene soluciones no triviales y /, es el valor propio dc .4. Por 
otro lado. si det (.4 \l) * 0. entonces la única soluciôn a (3) cs v - (I dc mancra t|uc 

>. rta cs un eigenvalor de. i Resumicndo estos hechos, se tiene el siguiente teorema. 
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TEOREMA I 



Sca A una inatrizdcnx n. Entonces >. es un valorpropiode A si y sólosi 


Ppt) = det (A - X/)~0 


t-í) 

♦ 


DLFINICION 2 Kcuación y polinomio caractcristicos La ccuaciòn(4) se llama la ccuación carac- 
tcnstica de ,•(; p(\) sc llama el polinomio característico dc A. 

" w •'''• 1 ‘u.mKWuiuMWli)W\>-i\'•i,t;viiiliUi^í'•>' : ’ 1 , ,v 


C omo será evidcnte cn los ejemplos. ;>(/.) es un polinomio de grado n cn >. Por 


ejemplo, si A = [" 

, . emonees ,■»->./- \ a ^ 

:ì-P * 


[c < 

‘ì l,e (1 

f i 1» > 

J l c d-\) 


det t A - >.f) - (a - X) ui - >.) - hc = - (a + </)>. + (ti,/- 


Segûn el teorcma fundamcntal dd ál R chra. cuajquicr polinomio de prudo ,, eon 
coeticientcs rcaJes o complejos tiene exactamcnle /i raíces (contando multiplicidades) 

' ; 5, o s, « n ' r,Câ * P° r ejemplo. que el polinomio (X - I )< tienc eincn roicc.s. todas iguales 

, nu,t1ero 1 Como t ualquier eipcm alor de A es una rai/ de la ccmteión caracteristica 
de A. se concluvc que 


C 'ontanJn multipHciàades. toda matriz dc n • n tiene exactamttnte n eigcmalnres. 


I[ORFMA 2 dc - ■ - - v sra £ * - *- -»»• ^ - 

Dcmostración Si Ax = Xv. entonces (.4 - >J)\ - o. Asi E } « el cspacio nulo de la matriz A - X/, que 
por el cjemplo 4.6.10, página 343. es un subespaciot dc € " ♦ 


Dtf INICIÓN 3 Espacb propi.. Seo P. u> v.llor propio de A. El «ubrapocio E, s« llam,, eíp.clo 
prcpiof de .3 coRospondtenle al valor propio 


l-n cl c|cmpki -I f. 10 , paçmj sc v 10 .|w V, cs un Mihcipxlo i)c t ' v. (« uiu maln/ reol I 4 cMentiún de 

e*ie rcsultado ,t i * rt» • prcttfito diflcttlUiicy 
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TEOREMA 3 


Demostración 


Ahora sc probará otro resultado úlil. 


Sca A una matrìz dc n x n y sca X,, Xj,..., \ m valores propios distintos de A (cs decir. 

X, * \ f si i * j) cott vcclores propios corrcspondicntcs v,, Vj.-v m . Entonces v,. v^, 

..., v m son lincnlmcntc indcpcndicntcs. Esto es: lox veclorex propios correspondientes 
a valores propios distintos son linealmente indcpendientes. 

Se hará la demostración por inducción matemática. Comenzando con m~ 2, suponga 
que 

c i v i + C 2 V 2 * (5) 

Multiplicando ambos lados de (5) por A se tiene 

0 = ^(C,V, + C 2 V ý ~ C^V, + CytVj 
o sea (cotno A\, - > v v, p:ira i = 1.2) 

c,X, v ,+c 2 \ 2 v 2 = 0 (6) 

Se multiplica (5) por \, y sc resta de (6) para obtcner 

(c,\,v, +C 2 \ Î V 2 )-(C,\| V , +Cj?.,V 2 ) = 0 

osea 

cj(7.j - \,)vj = 0 

Como v 2 1 * 0(pordeiiniciónde vector propio) y como se concluyeque c 2 - 0. 

Entonces susthuyendo c 2 = 0 en (5), se ve que c, = 0, lo que pruebti el teorema en e! 
caso m ~ 2. Ahora suponga quc cl teorcma sc cumple para m = k. Esto es. se supone 
quc k vectores propios corrcspondicntcs a valorcs propios distintos son linealmente 
indcpcndictitcs. Ahora se prueba el teorcma para m = k +1. Así que se supone que 

c,v, + c 2 v 2 + • • • + c*v* + c^v,,, = 0 (7) 

jk 

MultipUcando ambos lados de (7) por A y usando el hecho deque.-iv, = \v r sc obtiene 

c,\,v, + CjXjVj + •■••'+ c x X k v k + c i+ ,X 1 + , v i+1 = 0 (8) 

Se multiplican ambos lados dc (7) por , y sc resta dc (8): 

cA\ - h »i) v i + c 2 (.\ 2 - \ k .,)v 2 + • • + - \» .i)v* = 0 

Pcro por la suposición de inducción. v,, v 2 ,..., v, son iinealmente independicntes. 
Asi, c,(\, - \».|) =c 2 (X 3 -\*.|)■*••'• ~c k (\ k - X„ +l ) = 0; y como \, '*■ X*., para i = 
l,2...,,iÊ,seconclu>'equcc, =c 3 = - ■ •=c t =0.Pcrodc(7)estosigniíícaquc c k+ , =0. 
Por lo tnnto el teorcma se cumplc para m = 4: + 1 y la prucba qucda complcta ♦ 
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Mulhpticiifcui 

alyctiruica 


Si 


entonccs 


.4 = 


p(\) = det (.-I X» 


«1 

1 a t2 ’ 


a : 

i <*:: • 


f 

t 

« 


< 

* 

l tí «t a :« • 

•* a m J 


u„ - >. 

«12 


Oji 

u,- - X 

a 


•* 





• 



a n l 

««2 


'i« 


> /KÀ) = 0 se puede escribir en !a forma 


pO.) - (-1 )"(>." + h H + /i,>. + h { J = 0 


(9) 


La ccuación (9) tienc n raiccs. aJgunas de cllas rcpctídas. Si >... . . >. M SO n las 

ditcrentes raices de (*>) con multiplicidades r . r... ., r m . respcctivamcntc, cntonces (9) 
se pucde lactorizar para obtener 


(-J)*/Kà)=(à - - >..)'< <>. x w ) r . — o 


<i«) 


l.os núincros/•(./•>. r <nSc llaman multiplicidades ulgchraicus de los valorespropios 

>-i. Àj, . X w . respectivamente 

N hora se pucden calcular los valortes propios > sus espacios propios corrcspondíen- 
tes l'ara esto sc rcaliza un pri^cdimiento de tres pasos: 


Procedimiento para calcular valores propios y vectores propios 

i. Se encuentra/H>.) = det (A - >./). 

ii. Se encuentran las rnïces >.,. >. 2 .>. <n de/»(X) - 0. 

íii. Se resuelve el sistema homogcneu <.-1 - À^/iv _ 0. correspondiente a 

cada valor propio >. r 


Ohservaciòn I. Por lo general el paso it) cs cl mâs difìcil. 


Ohservacìón 2. Hn los problemas 35 > 36 se sugiere una manera relativainentc •.encilla 

... . 
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FJEMPIO 3 


EIEMPLO 4 


4 

Ciilculo dc valorcs y vectorcs propios Sea .■ I - j ^ 7 Fntonces dct (.J X/) = 

= (4 - \)(3 - X) - 6 = X : 7X + 6 = (?v 11(/. - 6) = 0. Enlonces los 


4 — Â 2 
3 3-X 


valorcs propios dc .4 son = ]>).= 6. Para X, = I se resudve (.1 - D\' = 0 o 
/3 2V*iì 

jj ^ | v | = f( . Esclaroquecualquier vcctor propio correspondícntc a X - 1 satisface 


3.t | + - 0. Un vcctor propiu !e cstc tipo cs v, = | “ , Asi. £| gcn | “ 


. Dc 


ntancra similar. la ccuación (.4 6 f)v ~ 0 significa quc “ ” 


j)i 


O .V, = ,T ; . 


Entonccs v 2 = | ] cs un vcctor propto correspondientc a X, - 6 y E„ ~ gen [ 
Observe que v, y v : son linealmentc independienles ya que uno no cs múlliplo dcl otro. 


A 'otu. No importa si se establece X, = I v X ; = 6 o X, = 6 v X , = 1.1 os rcsoltados son 
los mismos. ♦ 


L na matri/ de 3 • 3 con valores propios distintns 


del (.4 X/) 


l-X -l 4 
3 2 -X -I 

2 I -i-X 


Sea I - 


1 -I 

3 2 

2 I 



. Entonccs 


= -(X 1 - 2X : - 5X + 6) = -(X - IXX + 2XX - 3) 


Por lo tanto, los valorcs propios dc .4 son X, = I. X. = -2 y X, = 3. Para X, = I se tiene 



0 -1 4' 

(x 1 

• v l 


0 

(.4 - D\ = 

3 1 -1 

Jfj 

= 

0 


l 2 ' - 2 J 

ï' 


1°. 


Reducicndo rcngloncs sc oblicnc, succsivamenie. 


0 -1 

4 

o' 


0 

-1 

4 

oì 

3 1 

-1 

o 


3 

0 

3 

o 

l 2 1 

_2 

0, 


•> 

0 

2 

°J 


0 

-1 

4 

°ì 


0 

-1 

4 

Qì 

1 

0 

1 

o 


1 

0 

l 

o 

l 2 

0 

2 

°J 


,0 

\ 

0 

0 

0 
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Asî. jr, = -x v 
sc tiene f A - ( 

Esto lleva a 


Rntonees 

/ 

í\ : ~ gen - 

y 


Por lo tanto. ,v 3 


x : = 4 .ï 3 . un vector propio es \, - 

4 

2A)|v = (.1 + 2/)v - 0. o sea 


'3 -1 4 

x \ 


ÍOÌ 

3 4-1 

X. 

— 

0 

1 





'3 -1 4 

0 

(3 

-1 

4 

0 

3 4-1 

<> 

„ J5 

0 

15 

0 

í - 1 1 

°J 

1 5 

0 

5 

II 


'3 -I 

4 

(T 

f-1 -1 

0 

tl 

1 0 

1 

0 

-- 1 0 

1 

0 

l 5 0 

3 

«J 

1, 0 (1 

0 



-1 


> Jt'i - gen 


'-l' 
4 
I 


Pnra >., = 2 


x 2 ~ ~ x u x i ~ _ -»’i > un veclor propio es v, = 


Por últinio, para X, = 3 se tiene 


( I' 

-I 

C l / 


Entonccs 


(.4 - 3 /)v 


- 2-1 4 | 0] 

3 - 1-11 0 
2 1-4 0 


-2 -I 4 
3 -1 -I 
(2 \ -4 à 


(f 

*! 


0 

x : 

— 

0 

K 


0 

V / 

_2 

-1 

4 

5 

11 

-5 

0 

0 

0 


r _2 

-1 

4 

0 


/ 2 

-1 

0 

0' 

1 

0 

-1 

0 


l 

0 

-1 

0 

, 0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 


'l' 

-ï 


v i.x ; -2r, y v , 12 [ de manera que E 3 - gen 
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Observuciòn. F.n esic y otros ejcmplos exlstc un número infinito de mancras de elegir 
el vecior propio. Se selcccionó arbitrariamente uno sencillo haciendo una o más de las 
v, igual a un número conveniente. En este caso. una de las.v, se htzo igual 1 < )tra elección 
común es escalar el vector propio para que sea unitario. 


FIEMPLO 5 Una matriz dc 2 * 2 con uno dc sus valores propios ipualcs a ccro Sea .4 


í 2 ~'l 

[-4 2 j 


Entonces det (.1 - XA - 


2 - X -1 
-4 2 - X 


= _ 4 >. = X(X - 4). Así, los 


eigenvalores son X, = 0 y X : - 4. El espaeio propio correspondiente a ccro es simplc- 

2 -I 
-4 2 


~ 11 * 1 | = j J! |. de manera que 2r, = r ; y un 


inente el espacio nulo de .4. Se calcula 
eigenvector es v, = | \ j. Por lo tnnto. E 0 = gen \ . Al analizar lo que corrcsponde a 

x : =4sctiene '\ \* (|| j. de manera que E À = gen j | _\ j j. ^ 


LJEMPLO 6 Una matrtz dc 2 • 2 con valores propios conjugados complcjos Sea 


: 


Entonces del (.4 - X/) = 


3 - X -5 
l -1 - X 


= X-’-2X + 2 = <i y 


. -4-2>±\4 -4<l>(2) 2 ± y í-4 2 ±2 i 

^ i 2 " 

Asi. X, = I -1 v Xi = l - i. Se calcula 

y se oblienc (2 - ijr, - 5x : = 0 y x, + (-2 - 1 \ t; = 0. Entonccs .v, = (2 - />> lo que lleva 
alvectorpropiov, = l 2 *'J y £,„« gen j 2 ( ' Dc manera similar. |.4 -11 - i)/|v 

= i 2 * ' ~ 5 j = o I O x, + (-2 + /)*2 = o. lo que llcva a r, - (2 - /lr> v : - 

£..,=8={( 2 r')}- 


t 


Obscrve quc Us columnas de c>u umtru SOO linealmcntc Uepcmltcntcs porque 



■ (-2 - li 


[2 - 1 ) 

• j 
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Obsenaaón /. F.ste ejcmplo ilustra que una matriz real puede tener valores v vectores 
propios compleios. Algunos libros definen los valores propios de matriccs reâles como 
. n ' aUs dc la ecuación caracteristica Con csta definición la matriz del ûltimo 
cjcmplo no tiene valores propios Fsto puede hacer que los cálculos sean inás sencillos 
pero utmbtén reducc mucho la utilidad de la tcoria dc eigenvalorcs v eigem ectores L n 
lu seccion 6.7 se vcrá una ilustración importante del uso dc fos valores pronios 
complejos. H K 

Observaaón 2. Notc que X 2 = I - / cs el conjugndo complejo de = I * ,. Adenris. 
las componentes de v, son conjugados complejos de las componentes de \ Esto no es 
comadencia. Hn cl problema 33 sc pide que sc pruebc que 


Los valorcs propios de una matriz real ocurrcn en pares conjugados complejos 
los vectores propios correspondientes son conjugados complejos entre si 


Antes de d;ir más ejernplos. se demostraro un leorema que en aluunos easos 
cspccitilci» simplifica los calculos dc los valorcs propios. 


1EOREMA 4 Los valores propios dc una matriz tna/igular son las componenlcs diagonules de la 
matnz. 


Demostradón gj ^ 


tt 


"ii "i 
0 "íî 


0 0 




«u 

ii « 


L cntonces A - XJ < 


°lt ~ 

0 a z ,-X 

* • 

0 0 




a \m 

a ìn 

* 

« 

a,„ - X 


y como el determinant» de una matriz triangular es igual al producto dc las componen- 
tes de la dtagonal (vea la página 178). se vt; que det (A - ll) = («„ _ ? v Xû ; , 

("rn - >■)con cerosí,, a w U demostración para una matriztrianaular inferior 

es prácucamente idéntíca. 

♦ 


FJEMPLO 7 \alorts propios de una matriz triangulur Sea A = 


(.4 - X/) = 
2.-3y5. 


(2 5 6} 

0 -3 2 
0 0 5 


Lntijnccs det 


2 - X 5 6 

0 -3 - X 2 

0 0 5 - X 


XX-3-X)(5 X)conceros(y valorespropios) 


Ahora se daran más cjemplos del cálculo de los valores y vectores propios para 
matrices que no son triangulares. 
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FJEMPLO 8 


LJEMPLO 9 


fclfcMPLO 10 


l na matriz dc 2 * 2 con un valor propio y cios vcctorcs propios lincalmcntc 

|4-?l 0 


indcpcndicntcs Sea A 


■(::) 


Entonccs dct (.-) - >./) - 


4 — 


= (>. - 4) 3 = 


0; asi. k = 4 cs un valor propio dc mulliplicidad algcbraica 2. Como -I 4/. sc sabe que 
.4v = 4v para todo vector v e I- : dc mancra quc E x - l ' : - gen 0 


llna matrir dc 2 * 2 con un valor propío y sólo un vcctor propio lincalmcnte 
indcpcndicntc Sea.‘ 


::) 


Entonces dct (.•) - >./» - 


0 


4-X 


o. -4i*’ = 0: 


asi. > =4 es un valor propio de multiplicidad algcbraica 2. Pero csta vc/ sc tiene (. I 4/)v 
= òì I t' | = 1 0 I Por *° !anto ’ x * = 0 ‘ V| = Ò ! ^ un veclor propio y E x = gen' ^ ■ 


L'na matri/. dc 3 ■ 3 con dos valorcs propios distintos > tres vectorcs propios 

Í 3 2 4 Ì 

linealmcntc indcpcndicntcs Sea 4 = 2 0 2 

4 2 3 


Entonces det (.-) >./) = 


= ->.-* + 6>. : + I5>. + 8t = -<>. + I ) : (>. - 8) = 0 de manera que los 


3 2 4 

2 2 
4 2 3-Xj 

valores propios son >.| - 8 y >. ; = -1 (con multiplicidad algebraica 2). Para >., = 8. se 
obtiene 



'_5 

2 

4 1 

í ïl l 


0 

- 8/)v = 

2 

c 4 

-8 

2 

2 

-S 

/ 

x 2 


0 

0 


o reduciendo por rengloncs. se tienc 


-5 2 4 

2-8 2 
4 2 -5 


-5 2 4 | 0 ì 

-18 0 18 0 
9 0-9 0 


-5 

2 

4 

1 « 


0 

2 -1 

I « 

-1 

0 

1 

1 o 


-1 

0 1 

1 û 

9 

\ ‘ 

0 

-9 

1 0 


l û 

0 0 

1 °J 


t t-'vU: câlculo uo c> ol'vio So vc d.in l».»s dclatlcv algcbraicos pars Utl dctciniiiuntc itc .1 ■ 3 î)c jvìui cn jdclunlc 
sc 'ïcçuìij csta política 
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f JtMPLO 11 


! nionces.x 3 - 2 tj y x, -,r 3 yseobtieneel vcctorpropiov, 


>*2 - -1 se tiene (A + f)v = 


(4 2 4ìM fV 
2 I 2 
4 2 4 


- T i 

Xi 

\* 3 / 


h 


2 

1 

> En^een 

1 

** 

\J 

•» 

1 “ 


. Para 




lo que da la ecuación única 2 x ( + .ti 2 


0 o t : - -2t, - 2t,. Si t, = 1 y * 3 = o. sc obticne v, = 
obtienc v 3 


0' 


r 1' 

r 0' 


_2 

. Por lo tanto, £ , - gcn 

-2 

-2 | 



1 

°J 

'J 



4Xv 

< 'ì 

-2 . Si t, = 0 v .r, = I. sc 

H 


venicntes para los vectores propios. por ejemplo. v = 




r«/ 


I xistcn otras elecciones con- 


cst.i cn A‘_, ya quc v - v 3 - v,. 


I na matriz dc 3 * 3 con un \alor propío y sólo un v 

f-5 -5 -9' 

* 9 18 


indcpendicnte Sea .4 


-5 - k -5 _9 

8 9-X 18 

-2 -3 -7-* 


(-2 -3 -7 


eetor propio lincalmentc 

entonces det (A - /./) = 


V I - -(/.+ 1)^ = 0. Asi,>.=-| csunv 


alor 


propio de multiplicidad algebraica 3. Para calcular se establece (.4 + /)v = 


-4 -5 -9ìt, 

8 10 18 Xj 

-2 -3 


-4 -5 -9 | o') 

8 10 18 | 0 

,-2 -3 -6 | 0 


o > m' reduce por renglones para obtener. succsivumente. 


0 I 3*| 0' 
0 - 2 - 6|0 
~2 -3 -6 | 0 ; 


0 13 0 

0 0 0 | 0 
-2 0 3| 0 J 


Lsto conduce a x 2 = -3x 3 y 2 t, = 3x 3 . Estableciendo t 3 = 2 . se obtiene sólo un v 


f 3) 


ector 


propio linealmente indcpendientc: v, = I. p or | 0 IanIOf E ( = gen 


2 
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EJEMPLO 12 


DEFINICIÓN 4 


l'na matri/ dc 3 x 3 con 
indcpcndicntcs Sea .4 = 


un valor propio y dos vectorcs propios lincalmcntc 

f -\ -3 -9^ 

0 5 18 

0 -2 -1 


-1 - X -3 -9 

0 5-X 18 

0 -2 -7 - X 


entonces dct (.4 - X/) 

= -<X + 11 5 = 0. Asi. igual que en cl cjemplo 10. /. ~ -1 es 


un 


I " i 

valor propio de multiplicidad algebraica 3. Para encontrar se calcula (.4 1)\ = 

f 0 -3 -9ÌW fOÌ 

. Por lo tanto. -2x : - (u , = 0 o .v 2 = -3.v,. v x, cs arbitrario. 


\ 

r*.ì 


'o 


x : 

= 

0 

/ 



1° 


0 6 18 

l" - 2 - 6 J 

Hacicndo ,t| = 0. Xj ~ 1. sc obticnc v, 


' 0^ 
-3 

V U 


, Ilacicndo v, - 1. v, = I. sc llcga a v : = 


1 


O'j 

\) 

-3 

. Dc esta manera £_, = gen 

-3 . 

-3 

l u 

v 




En cada uno dc los ûltitnos cinco cjcmplos se encontró un valor propio cori una 
multiplicidad algebraica de 2 o tnás. Pcro como se vio en los ejemplos 9. 11 > 12. cl 
mimero de vectorcs propios linealmcntc independientes no necesariameme cs igual a la 
niultiplicidad algebraica del eigcnvalor (como fue cl caso en los ejemplos 8 \ 10). Estn 
observación llcva a la siguiente dcfinición. 


Multiplicidad geométrica Sea X un valor propio de la matriz .4; entonces la multi- 
plicidad gcomctrica de X es !a dimensión del espacio propio correspondiente a X (que 
es la nulidad de la matriz A - X/). Elsto cs, 



Multipiicidad geométrica de k = dim = v(/t - kl) 

— 


Fn los ejemplos 8 y 10 se vio quc para los valores propios de raultiplicidad 
algcbraica 2 las multiplicidades gcométricas cran también 2. Ln el ejemplo 9 la 
multiplicidad gcométrica de X - 4 cra I mienlras que la multiplicidad algebraica cra 2. 
En cl ejemplo 11 la multìplicidad algebraica era 3 \ lu multiplicidad gcomctrica \ En 
el cjemplo 12 la multiplicidad algcbraica era 3 y la geométrica 2. Estos cjcmplos ilustran 
cl hccho de que si la multiplicidad algehraica de X es mayor que 1. cntonces no se puede 
predecir la mulliplicidad geomctrica de X sin información adicional 

http://harcoval.blogspot.com 



0 i Ligpnvalofos y 545 


Si .4 cs una malrizdc 2 x 2 y X c» un valor propio con multiplicidad algebraica 2. 
entonces la multiplicidad gcomctrica de >.es<2 yaque puedc haber a lo mas dos vectorês 
linealmentc independientes en un espacio de dos dimensiones, Sea .4 una matri/ de 
3x3 que tienc dos valores propios X, > X, con multiplicidades algcbraicas 1 y 2. 
respectivnmentc. Entonccs la multlplicidad geomélrica de X- cs < 2 porque de otra 
manera sc tcndrian cuatro vectores lincalinente independientes cn un espacio de tres 
dimensiones. Dc hecho. la multiplicidad geométricade un valorpropio es sicmpre menor 
o igu.il que su multiplicidad algebraic;L l.a demostraciôn del siguiente tcorema no es 
difìcil si se prueban algunos otros hcchos sobre los detenninantes. Conto esto nos 
llevariamàs allâ dcl alcancc de este libro, se omite la prueba.+ 


TEOREMA 5 Sca k un valor propio de A. Entonces 

IIIIH 





L 

Multîplicidad geomctrica de X s multiplicidad algebraica de X 












\otiL l-a multiplicidad gcomctrica dc un valor propio nunca es cero Esto se deduce 
de la detìnición I, que establece que si ) cs un valor propio. cntonce» eviste un vector 
propio difervrnc dc cttn* que corresponde a >. 

I.n cl resto de este cupitulo. un problema importante serà determinar »i una matri/ 
de n « n dada ticne o no n vectores propios linealmcnte indcpendientes. Con lo que se 
ha estudiado en esta seccion. se vuelve ev identc el siguiente tcorema. 


TEOREMA 6 Sea .4 una matri/. de n x n\ entonces I tiene n vectores propios linealmentc indc* 
pendientes si y sólo si la multiplicidad geométrica de cada valor propio es igual a su 
multiplicidad algcbraica. En particular, A tiene n vectores propios linealmente indc- 
|K’ndientes si todos los valorcs pmpit'.s son distintos (ya que entonccs la multiplicidad 
algebraica dc cada valor propio es 1). ♦ 


En cl cjemplo 5 se vio una matriz para la que un vaJor propio era ccro En realidad. 
por el teorcma I es evidente que cero cs un valor propio de A si y sôlo si det .1 det 
(. / - 0/) = 0 Esto permite extcnder. por última vez, el teorema de resumen (vea el 
teorema 5.4.4. página 515). 


I I nj dcmtKttactón vc pucdc cn«jnlrnr cn cl tcorenu IU6csi cl lihto Athttneci r» XUH crm s Mathtmmci 
(Niscv.1 Yurk McCtmvHi». Inc . 1075) ik C R VVvlíc 
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TEOREMA 7 Tcorema dc rcsumcn (punto dc vista 8) Sea A una matriz de n x n. Entonces las 
siguicntes 12 afirmaciones son equivalentes; cs decir. cada una implica a las otras 11 
(de manera que si una es cierta, todas las demás son ciertas); 

i. A es invertiblc 

ii. I.a única solución al sistema homogéneo Ax - 0 es la solución trivial (x - 0). 

iii. El sistema Ax = b tienc una solución única pura cada /i-vector b. 

iv. A es equivalente por renglortes a la matriz identidad 

v. A sc pucde escribir como el producto dc matriccs clcmcntales. 

vi. La forma escalonada por rcnglones de A tiene n pivotcs. 

vil. Los renglones (y columnas) dcA son linealmente independientes. 

viii. dct A * 0. 

ix. v(/<) = 0. 

x. p(A)~n. 

xi. La transformación lineal T de C" en R' 1 definida por Tx -Ax es un isomorfismo 

xii. Ccro no cs un valor propio dc A. ♦ 


PROBLEMAS 6.1 

Autoevaluación 

Falso-verdadem 

1. Los valores propios dc una matriz tríangular son los numcros cn la diagonal dc la matriz. 

II. Si ia matriz rcaJ A dc 3 * 3 ticnc trcs valorcs propios distintos. cntonccs los vcctorcs 
propios correspondientes a csos valores propios constituycn una hasc para E’. 

III. Si la nmtriz A dc 3 x 3 tiette dos valorcs propios distintos, cntonces A tienc a lo màs dos 
vcctorcs propios lincahncntc indcpcndientcs. 

IV. Si /Miene elcmcntos rcales. entonces A puede tencr cxactamcnte un valor propio complejo 
(es decir. un cigcnvalor a + ib con h * 0). 

V. Si det A = 0, cntonccs 0 es un valor propio dc. i. 

Seleccìón múlliple 

VI. I esunvalorpropiodclamatri/.idcntidadde3 x 3. Sumultìplicidadgcométricacs_. 

a. I b. 2 c. J 
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llisiliiiiiiifì 

VII. I cs cl único valoc pfopio dc.-l = 


fl 2 "1 

1° “ ') 


I 


b. 2 

IHnUlllNUIIIII.IIIIliïUUiTLililiil.Uil! l | lilklV,il!!l 


l\ »wnu\a\H»nnmumttimim unummmniiHwwmi«ni<nu\immn 

Su mulliplicictad gcométrlca es _. 


IIIIII 


Kn los problcmas I al 20 calcule los valorcs prnpios y los espacios propios de la tnatrí/ «luilu Si 
lamultiplicidadalgebratcadcun valorproptoesmayorquc I.calculesumultiplicidadgeomdtrica 


•' (1 -î) 


I -I 0 
7. -I 2 -I 
I 0 -I I 

I 2 2 ) 
10 . 0 2 1 

-12 2 


I -I -I 
I -I 0 

1 0 -I, 

4 10 1 

2 .1 0 I 
-2 I 2 -3 

2-105 


a h 0 0 

• u o o 0 0 . , _ 

,8 - 0 0 u 


0 0 0 a) 

'a b (» O) 
0 a c (1 


2o - o o; o 

,0 0 0 a, 


(-5 3 

(i i 


1 g :í) 
• U ;) 


H. 

1 1-2 

-1 2 1 

9. 

5 4 2 

4 5 2 


0 1-1 


■» i i 

* -J 


0 I 0 

II. o n i 

.< -3 \ 

'l -2 -4' 
14. 3 0 -2 

<• -2 -3 


u 0 0 0 
0 u O O 
0 II a (I 
0 0 O a 

ii h 0 O'l 
0 a v OÌ 


,9 - o o; îf**» 

,0 0 0 a) 


21. Demucstrc que para cualcsctuicra nûmeros realcs u y b, |a matri/ .4 = £ h tiene vectorcs 

#.v / 


propios (*)>'( _*) 


Respuestas a la autoevaluación 

htt|dî//h l arco\5 , kl.blogs v pòt.con i i 1 


VII. h 
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En I 05 prohlcmas 22 al 28 suponga que la niaUi/. I licne valores propiosÂ. . 

22. Dcmuestrc quc los valores propios de A' son .... >. 4 . 

23. Dcmucstrc que los valori» propios dc a4 son ,,u>. 4 

24. Dcmucstrc quc i 1 exisic si y sólo si >.,. k_ ■ >. 4 / 0, 

•25. Si .1' 1 exístc. dcmucstre quclos valores propios de l 1 son I I .I >. 4 . 

26. Demuestre quc la inatriz.t - u/ ticnc valorcs propios >, -<«. >. - u, , >, - u. 

*27. Dcmucstrc quc los valorcs propios de .4- son /.f. >.i->.j. 

*28. Dcmuestre que los valores propios dc .1" son >.”. >.".parn m 1.2.3. .. 

29. Sea >. tin valor propio dc I con v como el vector propio corrcspondicntc. Sca /><>.) = <i„ - 

«,>. 4 (i, >. : * u,,//' Defma la inatriz/;<.■/) por/X.l) =(?„/ ' o, I * .1 a„ I”. 

Dcniucstrc quc /a I )v - /></.)>' 

30. L'sando el resultado dcl problcma 29. dcmucstrc que si >.,, >.,./., son valorcs propios 

de .4. cntonccs//(>., )./)<>..).,.. ,/)(>.,) son vectores propios dc/>t,l). 

31. Dcinuestre que sì I es una matriz diagonal. cntonces los valores propios de I soti las 
componentcs dc la diagonal dc 4. 

2 0 0 (A (2 I 0 0| (2 I 0 ll'l (2 I 0 O 1 

„ _ . 0 2 0 0 0 2 0 0 () 2 I 0 ,0210 

il. >ca .q, o o 2 0 ’ A * 0 0 2 0 ’ ' ’ 0 0 2 0' 4 0 0 21 

0 0 0 2) [o 0 0 2J V» 0 0 l) [o tì 0 2, 

Demuestre que para cada matriz /. = 2 cs un valor propio con multiplicìdad algebraicu 4 
En cnda caso calcule la multíplicidad gcomctrica dc /. = 2. 

*33. Sea .4 una matriz real dc n * #i. Dcmuestre quc si >., es un valor propío complcjo dc .4 con 
vcctor propio v,. entonces >., es un valor propio dc I con vector propio v 

*34. L'n.t matri/ dc proluthilidad es una rnatri/ dc n • n quc tiene dos propicdadcs 

I. </ t( > 0 pant toda t \ j 

ii. La suma dc las componcntes en cada columna cs I 
Dcmucslre que I cs un valor propio de toda matriz dc probabilidad. 


*35. Sca.I = ( una tnatrizdc 2»2. Suponcaquc 6*0. Sca m una raiz ireal o complcja) 


dc lu ecuacíón 


hm' + (o - 1 t)m - c - 0 


demuestrc quc a - hm cs un valor propio de .4 con vcctor prnpio corrcspondicntc v 

1 Esto proporciona un mctodo sencillo para calcular los valorcs y vcctorcs propios de 

las matrices de 2 • 2. [Estc procedimiento aparcció cn cl articulo "A Simplc Algorithm 
for Fínding Etgenvalucs and Eìgcnvcctors for 2 • 2 Matrices"' dc Tyre A. Novton cn el 
Amerii 1 tfheinafìítil ItoMj 97| 11, cncro 1990, 57-60.J 
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36. 


Scn .4 = | 0 ] ima mairi/ dc 2 * 2. Lîcmucstre quc d es un valor propio dc I con vcclor 

propio correspondicnlc Hj. 


MANEJO DE CALCULADORA 


ti-». 1 ; 

l.os valores. y veclorcs propit>s sc pucdcn obtcner directamente en la 11-85 Suponça quc sc 
introduce una matriz cuadrada ,1. Enloru.cs la siçuícnic secucneia dc leclas dará los valores 
propios de .4: 


2nd 


SlATRX 

• 


F3 


<MATH> 


rl 

(cigVl) 

Al.PHA 

0 


* • - - » 

ENTFR 


Por ejemplo, si .4, 


1 -1 4 

3 2-1 

2 1 -I 


como en el ejcmplo 4. cl rcsultndo cs {3 -2 I j. Si I, 


como cn cl cjcmplo 6. cntonccs aparcce ((1, 1 1 (1, -l lj. Lsto mdica que los valores 


3 -5 

I -ij 

propios son los numeros complejos 1 -1 y I - i. 

Para obtcncr cl conjunto dc vcctores propios. oprima la tecla [~ F5 | • eija Vc> Para la 
matriz.l, antcrior el resultado « 

H- 442325868465 -.714920352984 -.527046276694J 

I-.8S4651736929 714920352984 2 10818510678 ] 

442325868465 714920352984 .5270462766951] 


Observc quc cada columna « un vcctor propio I a tcrccra columna cs un múltipln dc 

v la primera columna es un múltíplo de 


segunda colunma es un múhipln de 
matriz . I- el resullado « 


( lì 

-I 






|[(-1.2> (-1.-2)] 

I io. h (o.-n i| 


[T 

Para la 


Ahorn las columnas corrcspondcn a los v cctorcs propios 


r«|>ccii\amentc 


Obscrvc quc -ij * * ~'J ~ j" ' ]• un vcctor propio cncontrado cn el ejcmplo 6 

La multiplicidad gcomctnca dc un valor propio sc pucdc cncontrar cuntando lo> vcctores 
propios lincalmcntc indcpcndicntcs quc cprrcspondcn a csc valor propio. 
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F.tt los prohlcmas 37 al 40 ettcuemrc. ccm utta calculadora. los valorcs propios > un conjunto 
corrcspondicntc dc vcctorcs propíos para cada mairiz. 


37. 


4 
-I 

5 
3 


3H. 


1(12 

-•s 

83 


-II 5í>'| 
-49 75 

123 -(>7 


39. 





r 13 

16 

12 

14 

18 

-0.031 

0.082 

0.095 


26 

21 

19 

27 

16 

-0.046 

0.06? 

-0.081 

40. 

31 

29 

37 

41 

56 

0.055 

-0.077 

0.038 


51 

38 

29 

46 

33 

\ 



,61 

41 

29 

38 

50. 


En los problcmas 41 jl 45 existe un valor propio dc muttlplicidad algcbraiat 6. Dctcrminc su 
multiplicidad geométrica. Observeque un nûmerocomo4F 13 4 » 10 ; cs. cn cfccto, igual 
a ccro. 


41. 


43. 


45. 


6 

0 

0 

0 

II 

oì 


Í6 

1 

0 

0 

0 

0' 

0 

6 

0 

0 

0 

0 


ì° 

6 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

6 

0 

II 

0 

42. 

o 

0 

6 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

6 

0 

0 

0 

<1 

1) 

6 

II 

(1 

0 

0 

0 

0 

6 

0 


lo 

0 

0 

0 

6 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

6 

1 

i° 

0 

0 

0 

0 

6 

( 6 

1 

0 

0 

0 

°ì 


Í6 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

6 

l 

0 

(1 

0 


II 

6 

1 

0 

II 

0 

(1 

0 

6 

1 

0 

0 

44. 

II 

(1 

6 

1 

II 

II 

0 

0 

0 

6 

0 

0 

0 

0 

0 

6 

1 

o 

0 

0 

0 

0 

6 

0 


II 

1) 

0 

0 

6 

P 

1° 

0 

0 

0 

0 

6 , 


11 

0 

0 

0 

0 
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MATLAB 6.1 

I. Considcre la siguiente matriz. 

38 -95 55' 
A ■ 35 -92 55 
35 -95 58, 
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a. \cnfiquc que x (I I I >' cs un vccior propio de. ( con v alor propio >. - -2. quc \ 

< 4 5) cb un vedorpropio de I con valorpropio m 3 v que / ^ i4 0 |i| c>\m 

vedor propio dc .1 con vnlor propio M V ( .W 1mejor'manera de dcmostrnr uuc 
” cs un vccU,r P r *-»pio dc A con valor propio c cs dempstror que (.1 - c f> \\ 0 i 

h. Sclcccione un \alor alcatorio p.ira el cvcnlar <>. \cnfiquc que .« cì un vector nronu. 
pura A L-tra valor propio /. = -2. Veridquc que ay \ M son vcctorcs propios para I con 
vainr propio p 3. Rcpita para olros tres valore>» dc n. 
v. Seleccionc yalorcs aleatorios pora losescaiares ay b Vcntìquc que w - uv b/ 0 s un 
vcctor propio de A con valor propio p - 3. Replta para otras trcs juccos dê a v h. 

d. t l.api: y papc!) ..Quc propicdad dc los valorcs y vcctorcs propms'se ilustra con los 
inctsos b) y c)? 

. Corisidere la siguicntc matri/ 


a. 


0 2 0 
( 2 I - 1.5 

Verifique quc v = (I ,0 y v (0 , 2 I 
propio ?. I * 21 y quc y fí 0 ÍY y / 
t eon valor propio u I - 2/. ( l’ara cncontrar 
milice \:) 



0 


*1 

“1 


-i|' son vectorcs proptos dc A con valor 
~ (0 -i 2 I -i )' son vectorcs propios de 
lu transpuesta de una matri/ compleiu \ 


b. Seleccione un valor aleatono comple/o |>ani cl escalar a. |l»or ejcmplo. u = 

- •|2*r:ind( I )-t |+i*3»rand( l)| ) \ erifiquc quc .tx y in son vectores propios dc l con 
v alur propio /. I - 2/. \crifiquc quc <i> y az son vectorcs propios dc I con vaJor 
propio M 1 2,. Rcpita para otros trcs valores dc a. 

c. Selcccionc valorcs alcatonos complejax para los cscalaresv h. \criflquc quc u ,r\ 

’ hy “ un vcc,or P r °P |f> dc ■ ’ c ™ valor propio >. 2 ■ , Verifiquc quc w jv * hr cs 

un vcclorpropiodc I con v-alorpropio u 2- f Repita pnraotrov trcs iucçosdc a V h 

d. (lapt v papel) ,'Qué propicdad de los valores > vecforcs propios se iíustra cn los 
mcisos bi y c)? 


Siga las instrucciorvcs para cada matn/ A cn los problemas 1.6. 8 > 13 anteriorcs 

a. EntucnlrcelpolìnomiocaracteristieooirMrioyverifìquccncontnmdoc =(-l) A n*riol \(\) 

(Aqu.« cs el tomaflo dc !a matn/ t Dc help poly P ara obtcner ayiula en la mterproiuciôn 
dcl resullado de poly y cxpliquc por qué sc incluyo el fiu:tor (-1)' 

b. Rncuentrc los valorespropiosobtcnicndo las rafcesdcl polinomiocaractcrfstieou mano 
Vcrifiquc crieonirando r = roots(c) 

c. Paracoda valor propio >. encontrado, resoclva (.1 - >.fix n < mam, y vcrifique usando 

rrrfí \ - r(kj«e>e(n)) para k !.*...«, ilonde r es el vcctor quc conlicne los valtucs 
propios v n es el lamaíìo de la nintri/. 

d. \ erifiquc quc cxistcn n valores propios distintos (donde #r es el tomnito dc lu matri/) \ 
quc cl conjunlo de vectorcs propios cs linealmcntc independtenlc. 

v. L)c |\.D| = eig( \). Para k - I, . n. vcritiquc quc 


(A-D(k.i»)*cye(n))»V(:.k) ll 


Rscriba una conclusión intcrprciando cstu cn cl lcneuajc de lo.s valorcs \' vcetores 
propios. 

Lft n,,inft ci c cncuentra vcctoras propios dc longitud I ( dmo c.ida valor propio 
(icne multiplicidad algcbraica > ucomélriea I. lus veciorcs cncontrados cn el ínciso c|. 
normali/ados a I. deben coincidir con lus ctilumnas dc I husta un posihle multiplu por 
unnumcrccomplcjodcmiSdulo 1 (por logeneral I. -1 ./o-t» \critiquc csto. 
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4. 


Los cálculos de valores propios (> los vcctorcs propios asociodos) son sensiblcs a crrorcs 
dc rcdondco. cn cspecial cuando el eigcnvalor ticnc multiplicidad algcbraica tnayor que I. 

a. (Lápizypapcf) Para la siguientc rnatri/. calculc los valores y vectorcs propios a ntano. 
Vcrifique quc /. = 2 es un valor propto con muhiplicidad algcbraica 2 (y mulliplicidad 
gcomctrica 11 


.4* 


1 2 2 1 
0 2 I 


-I 2 


V 


b. r.ncuentre c = poly(A) y comparc con sus cálculos manualcs. Dé forniat long 
Lncucntre r = roots(c), ( ’,Quê observa sobrc los valorcs propios? Intcnte encontrar los 
vectores propios con rrcf(A-r(k)»eye(3)) para k 1.2. y 3. ^Tuvo cxito? 

c. La rutina cig cs màs cstable numcricamcntc quc roots i Utilizn un proceso difcrentc al 
teórico quc se dcscribió cn csta scccíón.) Sin embargo, no puedc cvitar el hecho básico 
sobrc raiccs múltiples y los crrores dc redondco cstudiados en el inciso ct. Dc todas 
mancras, usando format long. encucntrc |V,D| = rig(A). Comparc los valores propios 
cn Dcon los valores propios vcrdaderosy con losvalorespropioscatculadosen el inciso 
b). Argumcntc por qué el calculo con eig es un poco más cercuno a los vcrdaderos 
valorcs 

d. Para k = l. 2 > 3. vcritique que ( A-D(k.k)*e\e(3))‘\ (:.k) cs cercano a cero , Dc quc 1 
manera llevaria esto a dccir quc aun cuando hay incxactitudcs. en cicrto sentido los 
cnlculos no están tan mal? 

C on pcquenas perturbacioncscn los calculos de los vectores propios sc pucde llcgar 
a que son lîncalmcnte independientes: cncuentre rrcf(\ ) Examinc L’, „ve alguna 
cvidcncia dc que los vectores propios asociados con los valores propios cercanos a /. 

2 scan “casi" depcndicntcs? 

e. (Làpl:ypape!) Este inciso da una cxplicación gcncral dc los problcmas asociados con 
aproximaciones numcricas dc raiccs múltiples (en este contexto. las ntíccs dcl polino- 
mio caracteristico con multiplicidad aJgcbraica mayor quc 1). Enscuuida sc da un 
bosquejo del pollnomio caractcristico i = -< /. - 2 > : ( /. - I). 



El crror dc rcdondco perturba un poco los valores. Suponga quc la pcrturbación cstal 
quc la grâfica cstâ un poco corrida hacia abajo. Vuelva a dihujarla v cxpliquc por qutí 
ya no se tiene una raíz de la funciòn cn /. 2 y por quc, dc hccho. se crcaron dos raíces 
complejas donde habia una raíz real. Suponga quc la grafica cstá un poco corrida hacia 
arriba. Vudva a dibujarla y cxpliquc qué lc ocurrc a la raiz múltiplc cn /. 2. Describa 

la mancra cn quc se observaron estos efectos cn los incisos antcnorcs dc cstc problcma. 

5. a. Para las matrices .4 cn los problcmas 6. 8. 12. 13 y 16 de csta seccion. cncucntrc 
poly(A)-poly(A') Respccto a numeros pcqueflos como cero (sicmprc hay crrorcs de 
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icdottdcol. lomiulc ima conclusiOn sobre las camctcristicas de los polinomios dc ) \ r 
<,Quc irnplíca csto sobrc los valores propios? 
b. {f.ûpiry papct) Hrucbc su conclusión 

6. a. Gencre una inatríz aleatoria no invertiblc .4, [C'omience con una I alcatoria v câmbicla 

sustituycndo aJgunas columnas (o renglones) por combinacìones lincalcs dc algunas 
otras columnas (o rengloncs).] Encucntrc d cig(A), (Sí da ric a una sola vunahle de 
salida. rcsulta un solo vcctor quc contienc valorcs piopios ) Repîta paru otras tres 
matriccs no mv crtiblcs. ,.Quc tiencn cn conuin los conjuntos dc valores propios dc cstas 
mntriccs? Fvpliquc por que debc scr asi 

b. i. Pnrn las matriccs I cn los problcmas I. 2 y 8 y la siguicnte matriz. encuentre 

d = cìr( \ ) y e eig(inv(A)). 

3 9.5 —2 -10.5' 

, -10 -42.5 10 44_5 

6 23J -5 -24.5 

-10 -43 Ul 45 

ii. Ignore eî ordcn en cl quc aparcccn los vcctorcs d y e. v ohtenga una conclusión 

sobre la rclación entre los valores propios de .1 y A . Explique la evidencia que 
tiene para su conclusion. C'omplere la siguiente aiinttaciòn: si >. cs un valor propio 
de .4, entonces_es un vnlor propio de. I 1 , 

iii. Prucbc su conciusión sobrc las malríccs cn los pmhlcmas 3.6 y 13 

c. Para cnda inatri/ considcrada en cl inciso bl, compare las formas cscalonadas rcduadas 

porrenglónde.l UyA ' n/.dondc/. csun valorpropìode.I > uc>cl valorpropìo 

correspondiente dc A ' obtcmdo en ei inciso hi, Hxpliquc quc lc dicc csta comparaciòn 
sobre los valores propios corrcspondienlcs. 

d. ( f.ápì: i papi‘1) Formulc una conclusiôn sobre la rclacion cntrc los valores propios > 
los vcctorc.s proptos de 1 y de A ‘ y pmcbc su conciusión. [.Sujít'rv/rc'/o considcrc 
.4.4 'v. dondc v es un vcctor propio de 1] 

7. Siga las insiruccioncs dcl problema 6 de csta sccción dc MATLAB. ìncisos bi a dl. pero 
remplacc 1 1 con .4 ’ c inv(A) con A* A 

8 . Para cada matriz 4 en los problcmas 6. 7. 8 y 13 de esta seeeión y una matriz alcatoria.( 
dc 4 « 4, genere una matnz aleatona invcrtiblc í' del mismo lamafto de . I y l'onnc /< 

i AC Ignorc el orden en que aparecen los valorcs (y considcne los númcros pcque- 
flos como ccro) para comparar los valores propìos de 4. eig( A). con los v.ilorcs propios 
de/l. cig(B). Describa cualquicr conclusiàn a l:i quc pucda llcgar particndo dc cslas 
com|>aracioncs. 

0. Sc hu visto que los vnlores propios dc una mntriz nlcatOfia rcal dc n • /i pucdc scr cuulquier 
númcro rcal o complcjo sicmpre quc los nùmcros complcjos ocurran cn pares conjugados 
compiejos. Sc exannnarán aigtmas catcgorias espccialcs de matriecs rcales para \er si cstas 
clascs tienen restricciones especiales sobre los tipos posibles de valorcs propios. (Debido 
a las considenicioncs dc crrorcs dc rcdondco suponga que los numeros pcqueflos son ccro.) 

a. Cìenere una inatri/ aleatoria rcul simUricn dc /i « /i para algún valor dc n. tSea H una 
matnz aleatoríadcn ■ u Sca.A = triu(B)Hriu(B|' i Cncucntrcrigi A) Repiu paraotms 
cuatro matrn.es simctricas .1. (L tilicc más dc un valor de /i.) Concluya una propiedad 
de los \ alores propios de las matrices simèiricas 

b. Una clasc cspccìnl dc mairiccs simctricas rcaltts es la dc las matrices < l'onnatlas por 
i .4 4' paia cualquier nmtríz 4. t icncre cinco matnces de cstc típO i \o USC inatriccs 
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dcl niismo tarnano. t F.ncucntrc eig(C) para cada una. Dé una conclusiòn sobrc una 
propicdad dc los valores propios de las matrices dc la fonna .r.-l . 

10. Se vio que si una matri/ tiene valorcs propios distintos. cntonccs los vectores propios son 
lincalmcntc indcpcndientes. I na clase de vectores lineulmcntc iudcpendientcs cs la clasc 
de los vcctorcs ortogonalcs. Gcncre una matrí/ alcalorìa simcirh-ti real .1 igual que en el 
prob1cma9dccstcMATLAB. Lncuentre |V.D| =eij;( A)y verifiqucquc los vnlorcs propios 
son distintos y quc los vectorcs propios son ortoponales. Repita para otras cuatro tnutriccs 
A, (Ltilicc tamaitos diferentes.) 

11. leoria de eràfieas Para unu gráfica dc vcrticcsy aristas cnmo sc mucstraen lu siyuicntc 
figura. sc dctrnc la matri/ deadyacencia.t dc la gràficacomo 

( I si i y j cstán concctados por una arlsta 
II dc otra mancra 

Sc usa lo convcnciòn dc que <7„ = 0. 

Sc dcfinc cl númcro cromiiticn de la gráfica como el númcro minimo de colorcs 
nccesarios paru colorcar los vérticcs dc la gráfica dc mattcra que dos vértices ad> accntcs 
no tengan asignado el misrno color. Los vcrticcs son adynccnlrs si cslán concctados por 
unu arista. 

I a nmtri/ dc adyaccnciu dc una grâfica cs simétrica. i^Porquè?) Lntonccs. los valores 
propios scrán valorcs reales | vea la seceíón 6.3 o el problema 9 anlerior) y por lo tanto se 
pucden ordcnar de mav or a mcnor. i Ln cstc caso sc ordcna como sc haría con los númcros 
sobre la recta real: </<■ se ordena sòlo por mognitud.) Sca >., cl vulor propío mns grande y 
sca >.„ cl vaJor propio mas pcqucno. Rcsultarâ quc cs positivo y quc >.„ cs ncgativo. 

Suponga quc lu gratica cs conexa: es dccir, existe una trayectoria de cada vcrticc a 
cualquicr otro, quiza a traves de otros vertices. Sea / el número cromático, Lntonccs sc 
pucdc dcmostrar quc 

1-—S X Sl + >., 

h 

Usando cste tcorctna, cncucmrc cotas snbre los nurneros cromutieos para las gnificas 
concxas quc siguen. Vcrifiquc cl rcsultado volvicndo a dibujar las gratieas y plntando los 
vérticcs con los colorcs adccuados. Para los ineisos a) a c). con basc en la gráfica. intcnte 
dar algún argumento de por qué no se puedcn colorcar los vcrticcs cott mcnos colorcs quc 
los indicados por cl tcorcnm. l Xoia Rccucrdc quc cl núittcro cromático es un cntcro. dc 
mancra quc sc buscan cntcros quc cstcn cntrc las cotas dadas por cl teorcma.) 
a. 
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r. Dihujc sus pmpias grtficas siguicndo las instruccicmcs anterìorcs. 
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12. Geologia Lina dc las propiedadeî más importontcs dc las rocns dcformadas es su 
dcfonnación imerna. Una rnedida dc dcformacidn esrá Hnsada cn la maclación mecànica 
de calcita. La forma inicial de la calcitn sc conoce como cristalografia dc la calcita y sc 
puede mcdir la forma dc la dcfortuación. Las ntedidas sc hacen a partir dc eortes delgados 
dc mueslras de la roca quc conticne calcita. Sc calculan ciertos números que reprcscntan 
las medidas de deformación rcspecto a un sistcma dc coordcnadas dctcrminado poi cl corte 
dclgado, y sc colocan cn una matriz de î > 5 Los vcctorcs propios de esta matriz rcprcscntan 
las dìreccioncs de los ejes principalcs dc la deformación. Los valores propios asociados 
dan las macnitudes dc las dcformuciones cn la dircccion dc los ejes principales, con los 
valorcs propios positivos sc indica csicnsión y los s alores propios negatis os significan 
comprcsiôn. 

a. Para cada unn de las siguientes matrìccs dc medidas de defommción, cncucntre la 
dirección (vector unitarioj dcl ejc pnncipal dc màvima extension \ la dirccción i vector 
unitarioi dcl cjc pnncipal de máxima compresión: 

- 0196Í633 .01057339 -.005030400 \ 

I - 01057339 ,00802005« IMKi8l8069 

-.005030409 - (M16818069 01158627 

-.01470626 01001909 - 004158314 

1= .01001901 (HI7722046 -.004482362 

-004158314 -.004482362 .006984212 

li. para cada matrizdcl inciso a). encucntrc cl àngulo quc fonna cl eje principa) de maxinia 
dcfnrmación compiesiva con cl cjc .r | en las coordcnadas del corte delgado i, |,Vom el 
eje x esta represenlado por cl vcctur (1 0 0)'. Rccucrdc quc el coscno dcl ángulo entrc 
los vcctorcs \ y \v cs \ \\ \ I» l tilice la funciôn acos de MATLAB y multipliquc 
por 180 « pani convcrtir a grados j 

c. F.n un pliegue. la deformacíón de maclacion está rclacionada con la dcformación total 
del plicguc. Laadccuación dc un modelo deplicgue paraexplicar su cstructura se pucdc 
probar usando los datos de dcformaciòn. Un modelo es el deslizamicnto xîmplv ptiralelo 
a ìa csiratificación. (Aqui la cstratificaciòn es paralela al e|e \ en las coordcnadas dcl 
corte dclgado.) Para las localizaciones dc las quc sc obluvieron los dntos del ìnciso a). 
cl moddo de deslizamicnto simple paralelo a la cstratificnciôn prcdicc que el ángulo 
agudo cntrc las tvciax detcrminadas por las capas (cl eje.t) y cl eje principal dc tnáximn 
dcfonnaciòn comprcsiva es bastnntc grande, cerca dc 45“ en mucbos lugarcs. I sando 
los resultados dcl inciso b) argumente pur quc cste modclo es inadecuado para cxplicnr 
la cstructura dc pliegues para el plicguc dcl quc sc ohtuvieron los datos 
Itecanncímicnia Los datos y las interpretacioncs quc ínrman la basc de este problcma se 
derivaron dcl trabajo del Or. Richard Groshong. Univcrsity ot Alubaina 


6.2 UN MODELO DE CRECIMIENTO DE POBLACIÓN (Opcional) 

Fn csta sección se mueslra la manera en que sc puedc usar la teoria de los valores \ 
vectores propios para analizar un modelo dc crccimiento de una poblacion de pâiaros. ! 
Primero sc estudiarâ un modclo sencillo dc crccimicnlo de la poblaciòn. Se suponc que 

□ m.ucruì dccvlasccciiSnc\UbasaducnunortìculadcD Coo).c "A2 ■ 2 Main\ Modeluf PopuIalionGtovvih’ 

\fallu ir.<MCíil(jazïlU' n:i4H<) I? 11 I 
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ciena especie crece a una tasa constante; es decir. lu población de la especie despuês de 
un peritxlo (que pucde ser una hora. una semana. un mcs. un arto. etc.) cs un mûltiplo 
constante de la población del pcriodo anterior. Una formo de que esto suceda. por 
ejemplo. es quc cada gcneraciòn cs distinta y cada organismo produce r crios \ después 
niuere. Si p n denota la población después de n periodos. se puede tener 


P* = rp,H 


Por ejemplo. cste modelo puede describir una poblaciòn de hactertas. donde. en un 
tiempo dado. un organismo se divide en dos organismos separados. F.ntonces r - 2 Sea 
Pý la población inicial. í ntonces = rp,„ p : - r/> ( - prp,,) - r~p . p- = rp- — r( r~p ) = 
r Po- y ®si sucesivamcnte. de mancra que 


P« = r >n (I) 

Dc este modelo se vc que la poblaciòn aumcnta sin cota si r > I y disminuye a cero si r 
* I. Si r - I la poblaciòn pcrmanece en un valor constante p 0 . 

Ls ev idente que csle modelo es simplista. Una objeciòn ohv ia es que el número de 
crios producidos depende. en muchos casos. dc las edades de los adultos. Porejemplo. 
en una poblaciòn humana las hembras adullas de inás de 5() anos pmmedio sin duda 
produciran menos nirtos que las hembras de 21 aflos promcdio. Para manejar esta 
diticultad. se introduce un modclo que permita agrupar por edades % asiimiir tasas de 
ferlilidad diferentes. 

Se estudiard un modelo de crecimiento de la población para unn espccic de pájaros. 
Pn esta poblaciòn se supone que cl número de pàjaros hembras es igual al número de 
machos. Sea/i,^. , la población juvenil (inmaduraj de hetnbras en cïafto </i - I) v sea 
p .,,,. | el número de hembras adulias en el mismo aòo. Algunos de los pájaros jóvenes 
morirán durante el aòo. Se supone que ciertn proporción a dc los pájaros jóvenes 
sobrevivirán para llegara adultos en la primavera del aòo n. Cada Itembra que sobrcvivc 
produce huevos en la prirnavera. los incuban y producen. en promedio. k pájaros 
hembras jòvenes en la siguientc primavcra. Los adultos también mueren y la proporciòn 
de adulios que sobreviven de una primavcra a la siguientc cs p. 

Fsta tasa constante de supervivencia dc los pájaros no es una suposición simplista. 
Parece que ocurre en la mayorin de las poblaciones de pájaros naturales que se han 
estudiudo. Esto signitìca que la tasa dc supervivencia de los adultos cn muchas especies 
de pdjaros es indcpcndiente de la edad. Quizá muy pocos pájaros cn su hábitat natural 
sobreviven lo sutìcientc para exhibir losetcctos de )a edad. Más aûn. cn muchas especíes 
la edad de la madre porecc no influir en el nûmero de crios. 

Fn la notacíôn introducida/>,„ yp UJ , reprcsentan. rcspectivamenie. la pohlaciòn de 
henibras jóvcnes y adultas cn el aflo n. Incorporando tivda la infortnución sc llega al 
siguiente sistema de 2 x 2: 


P,j> = k P„„. i 

P*M + Vp aj ,-t 


0 
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EJEMPLO 1 


dondc p n = 


Pt» 

[Pujl 


A- í° *]. E 

1« Pj 


Fs cvidentc dc (3) quc p, = .lpp : - Ip, = .-l(.íp ,) = 


A 'po ..., y asi sucesivamcnte. F.ntonccs 



( 4 ) 


dondc p ,cs el vector de las poblacioncs iniciales dc hembras jóvencs y adultas. 

La ecuación (4) es parccida a la ecuación (I), pero ahora se puedc distinguir entre 
las tasas de supervivencia dc pajaros jòvenes y adultos. 


Una ilustración del modelo aplicado durante 20 generaciones Sea A ~ 

( o ’j 

j () ^ . Esto significa que cada hembra adulta produce dos crfos hcmbras y como se 

supone quc el númcro dc machos es igual al número de hcmbras. al menos cuatro huevos 
—y tal vez muchos más ya que es probable que las pêrdidas dc pajaritos rccicn nacidos 
sean altas. Del modelo se ve que a y () están en el intervalo [0. I). Como no es tan 
probable que sobrevivan los pájaros jóvenes como los adultos. se debe tener a < [). 

Fnlatahlaò.l scsuponeque,enunprincipio,hay 10hcmbras(v 10machos)adultos 
v no hay jóvenes. Los cálculos se hicieron en una computadora. pero el trabajo no es 

demasiado oneroso con una calculadora de bolsillo. Por ejemplo. p, = | ( j = 

J de manera que /> ; l = 20. p a ] - 5. cl totnl de población de hembrns después de un 


Tabla 6.1 


\no 

n 

Núm. tlc 
jóvenes 

\um. dc 
adullns 

l‘»hlacián total dc 
liciuhras T n 
rn rl aftu n 


r/r, ,t 

0 

0 

10 

10 

0 

- 

1 

20 

5 

25 

4 00 

2.50 

2 

10 

8 

IX 

1 IX 

0 74 

3 

17 

7 

24 

2.34 

1.31 

4 

14 

8 

22 

1.66 

0% 

5 

17 

8 

25 

2,00 

1 13 

10 

22 

12 

34 

1 X7 

1 06 

II 

24 

12 

36 

1.88 

1.07 

12 

25 

13 

3X 

I XX 

1.06 

20 

42 

22 

64 

1 XX 

! 16 


t I j» tilri' cnc'las ot!umno> tc ohtuuctvin antcs dc tcdondcar lus uunicros cn las tolumnas anletiorcs Eînn.ntcs. 


por ejcmplo. cn cl iuto 2.p :ì p j: IU'8 5* I I7M7058S* I 18 
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E|EMPLO 1 
(continuación) 


artu cs 25 > la razón de hembras jôvenes a adultos es 4 a 1 . En el segundo ano p, - 
10.3 0*5 5 ] ~ fg 5 )* < l ue se redondca a J va quc no se puedc tener 8 ; pájaros 

adultos. La lahla 6.1 presenta las razones pjp ujì y las razones del toial de 

hemhras en los aiios sucesivos. + 


Se pcrcibe cn la tahla 6 .1 que la razón p ( Jp it „ se acerca a la constantc l .88 micntras 
que la pohlación total parece aurnentar a una tasa constante de 6 % anual Se vcrd si $c 
puede detcrminar por qué ocurre esto. 

Primero. rcgresamos al caso gcncral [ecuación (4)]. Suponga quc A tiene los valorcs 
propios reales distintos L, ycon los vectores propios correspondientcs \, \ v,. Corno 
v, \ v ; son linealmente independientes. I'orman una base para I : y se pucde escrihir 


Pn = a l v ) +a 2 v 2 (5) 

para algunos nùmeros rcales u, v u,. Lntonces (4) sc conviertc cn 

p fl = .4’Xo t v,4-u,v,) (6) 

Pcro.4\ | = \|V| y .l'V, = .4(,4V|) = -lrX,v,) = >.,.4v, = X,(/.,\ ) = Àjv Asi. sc pucde 
ver quc .4"$-, = Xfv,, .4V, = X?\ y dc (6) 

p„ = <j|X"V| + u : X"v, 


La ecuación característica dc .4 es 


-X A 
u P-X 


(7) 

- |ÍX - ka - 0. o sea. X = 


-- I “ » ,- *l 

(P ± V|5 J + 4ak )/2. Por suposición. k > 0,0 < o < I y 0 < p < I. Entoncc.v 4uA > 0 y 

P 2 + 4uA > 0 : csto significa que. sin duda. los valores propios son reales y diferentes v 
que un valor propio, X,. es positivo: el otro. X ; . es negativo v |X,| • |X ; I. La ecuación 17 ) 
se puede cscrihir como 


P« ~ X" 


°i v l 4 


X, 

1*1 


~ «jV 


( 8 ) 


Corno |X : /Xj| < l, es evidente quc (X ; /X,) n se vuelve ntuy pequerta cuando n crccc. 
Entonces para /r grande 


p„ = tfjXfv, 


(«») 


Esto quiere decir que. a la larga, la distribución de cdades se estabiliza y cs proporcional 
a v,. Cada grupo de edad cambiará por un factor de X, cada arto. Asi. a la larga, la 
ccuación (4) actúa igual que laecuación (1). En el corto plazo -es decir. antes dc alcanzar 
la "estabilidad"- los números oscilan. La magnitud dc esta oscilación dcpendc dc la 
magnitud dc X ; /X, (que es negativa. con lo qtie se explica la oscilación). 


I .os valorcsy veclores propios dc.4 determinan el coniportamientode neneraciones 
futuras Para.4 = [ () °, () “ ? [. se tiene X : - 0.5X - 0.6 = 0, o sea, X = (0.5 ± 
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Vo,25 + 2.4 )/2 = (0.5 ± V2.65 )/2 dc manera que /.| = 1.06 y * -0.56. tsto explica 
el 6% de aumento en !a población quc sc observa en la última columna dc la tabla 6.1. 
Correspondientc al valor propio = 1.06. sc calcula (.-1 - l.06/)v t = 

îo’ 6 0 .*( r' ! _ i o 0 *-°6.V| = 2.v ; demaneraque v, = | () J., cs un vcctor propio. 
Dc manera similar. (.4 + 0.56)v ; = 1; 6 ( ^' | = j ^| de modo que Q.5i 

y '’ 3= r 02s) 

Esto explica la ra/òn p t Jp ajn cn la quinta columna dc la tabla. 


56.V| - 2.v ; _ 0 


es un segundo vector propio. Observe que en V| se tiene 1/0.53 ' I.SS. 


Ohservación. F.n los cálculos anteriores sc perdió la precisión porquc sc rcdondeó a 
sólo dos dccimales de exactitud. Se oblicnc una exactitud mayor usando una calculadora 
dc mano o una computadora. Por ejemplo. al usar una calculadora. cs fácil calcular 

Â, = 1.06304103. >. 2 = -0.5639410298. v l = | 0.531970515 I' " 1-0.2819705149 I 

y sc vc que la razón de p , H a p ajn es I /0.5319710515= 1.879801537. 

bs notable con cuánta información se cucnta a partir de un scncillo cálculo de 
valores propios. Es de gran interês snber si la pobiacicSn eventualmen te crecerá o 
decrecerá. Aumc ntará si À, >1. > lacondiciónparaqueestoocurraes(13 • Vp-’ + -Utk)!2 
>1 o + 4uJ k > 2 - P o p : + 4 nk > (2 |)) : = 4 - 4p • p : . Esto conduce a 4uA- > 

4 - 4p, o sea 

*>-^ ( 10 ) 
a 

F.n el ejemplo I se tenia p = 0.5. u = 0.3: cntonces (10) sc cumple si k > 0.5/O.3 « 1.67. 
Antcs dc cerrar esta sección deben hacersc notar dos limitacioncs de estc modelo: 

i. Las tasas de nacimiento \ mucrtc cambian con frecuencia de un aho a otro y 
dependen particularmente del clima. Este modelo supone un medio ambiente 
constante. 

ii. Los ccologistas han encontrado que para muchas cspccies las tasas dc nacimiento 
\ inuerte varían con el lamaiìo de la población. En particular. una población no 
puede crecer cuando llega a cierto tamaiìo debido a los cfectos de una alimentación 
limitada y a la sobrepoblación. Es e\ identc que una población no puede crecer cn 
forma indetinida a una tasa constante. Dc otra munera. esa población dominaría 
la tierra. 
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PROBLEMAS 


MATLAB 6.2 


6.2 


En los problcmas I al ? cncuentrc cl nûmcro dc pá.jaros hcmbra, jAvcncs y adultos después dc I. 

.. 10. I > J) afios. Dcspués cncucntrc las ra/oncs a la Ijrca dc y> a /> \ dc / a T 

[''"Xervnaa I tilice las ecuacìcmcs (7) y <9) y una calculadora \ rcdondee u tres dcdmales | 


1* P„ , VI : * - a 0.4. 0.6 

.-(i' 


2. p 


I. n = 0.3. |ì - 0.4 


1 ■>”-(») 


* - 4. a = 0.7. |1 = 0.8 


4. Demucstrc quc st a - |l > It entonces. u la larga, la poblacmn dc pa ( aros aumcntarn 
5tcmprc $t cada hembni adulto producc al mcnos unn hcttibra cntre sus crios. 

5. Demuestre que. a la lan>a. la razón p t Jp M ce acerca al vnlor Itmite k r 

6. Suponga que sc dívidc In población dc piíjaros adultos cn dos grupos dc edad: los quc ticnen 
cntrc > aftos de edad y lns mayores de 5 aiìos. Suponga quc In tasa dc supcrvívencia 
para los pajaros dcl pnmcr gru|m cs p. micntras que P ara el scgundo çrup<.. cs y (y |l •,), 
Suponga que los pajaros del primcr grupo sedistribuycn cn crupos dcl mismo tainano en 
cuanto a su cdad I T.sto cs. sí hay 100 páiaros en cl erupo. 20 ticnen I arto. 20 ticncn 2 aflos 
etcctcra.) Formulc un modcto usando una mtrtriz de 1 * > para rcprocnur csta situaciôn 


I. ( onsidcrc la poblacion dc pájaros dada por 

vfc (.4 j) - v ^“(la) 

a. I ncucntreelnûmcrodepdjaroshembrasadullosvjdvenesdespucsdc2,5, |0y 20aflo.s. 

b. Encucntre cstas cantidadcs después dc 21 aftos y calçule r „ /> , > /„ / para n 21 
f.Si/j/civnc/u I sc d comando sum dc MAn.AIJ paraencontrar / | Kepita para /i = 22. 
? v 24 y 25 „C'uál cs su condusion pnra llm,_, ;> iy /> 0 . > lim , ,, T„ T, ? 

F.ncuentre |V.D| = elg(A). Verifique quc el valorpropio dc mayòr magnltud cs positivxt 
con mulnplicidad algcbraica I. quc existc un vcctorpropioasociadnciivas cumponcntes 
son todas positivas y quc cl olro valor propio es estrictamente mctior en magnitud 
romparc estc valor propiomayorcon lim, T„ /„ ..Expliquc por quc‘cstos números 
indican quc la poblacion estâ crccicndo. 

Sca *s cl vector propio xsociado con estc valot propio mayor. Comparc n , u , con 
ll[n .' -. •'P*.»• ‘ :on ^ ‘lí’ndcA = 3 y >. escl valorpropiodc mayor ruacnitud. Lscnha 

una conclusiòn sobrc cstas comparaciones. 


c. 


2. Considcre la poblacion dc pa|aros dada por 


.1 = 
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a. Calculc |V,D| = eig(A) y usc csla infomiación para encontrar lim„_. p t ..p A „ y 
lim„ TjT n _ { . Hxplique quc propicdadcs dc I'y Ojuítifican su procedimicnto. 
h. Dcmucstre quc las razoncs p irr ! p a „ y f„ I „ , todavia no sc han estahilizado dcvpués dc 
25 aflos. Calculc las ra/oncs para /i 46 a 50 y dcmuestrc que despues de 50 aflos sc 
cstabili/an. 

c. ( l.âpu y papch Vcrifique que para esta población cl segundo valor propio (el de menor 
magnitud) esté màs cercano al valor propio de mayor magnitud que en el problema I 
de csta seceión de MATLAB. Describa de qué inancra esto cxplica por que las razoncs 
dc pobiaciôn tardan más en cstabilìzarse. 

3. Suponga quc la información que siguc rcprescnta una poblaciôn dc veiiados hembras: 



a. Demucstrc que a la largn la población crecerá por un factor aproximado de 1.27. 
Justifiquc su proccdimicnlo 

b. {Lúpizy papi’l) l.os granjeros y otras pcrsonas del árca no quieren quc la población 
crczca. Pueden controlar la poblacion "cosechandola' < permitiendo la caza). Si h es la 
proporción dc poblaciòn cosechada en cada pcnodo. analicc por quc la matriz de cstc 
modelo scria 

a 4 ° 1 ì 

{.(, . 8 -hj 

c. Demucstrc quc h = ,6 cs una cosccha demasiado grande: cs dccir. la poblacion dc 
vcnados sc cxtinguiria (Las pcrsonas dcl úrea no quîeren quc sc cxtinga.l Dc dos 
argumentossobreesto: analizando.l"p 0 cuando n crecc > unalizando los xalores propios. 

d. Es posible seleccionor h de manera quc la población no crc/ca ui dcsaparezca. Expcri- 
mcntc con varios valores de h: cxamine l"p , cuando n crccc > examinc los valorcs 
propios de A. iQué sc puede dccir sobre los valorcs propios de I cuando sc cncucntra 
la h descada? 

e. (Lápizy papcl ) Hxpliquc los rcsultados obserxados cn cl ínciso d) cn tcrminos dc la 
teoria prescntada cn csta sección. 

4. Considere una población de pàjaros ihcmbras) ngrupudos en tres clascs dc cdud: jovenes, 
I a 5 aflos y ntás de 5 aflos Suponga que la matriz I siguícntc cs un modelo para cl 
crccimienio de la población y quc p, es el vector dc población iniciat. donde el primcr 
renglon reprcsenta a los jòvcncs: el segundo al grupo de edad entrc 1 y 5 aflos > cl lcrcero 
al de màs de 5 aflos 



o 2 r 


V 


6 0 0 

0 .6 4 

y Pn = 

50 

.5« 


a. ( l.ápt: y papel) Explique lo que reprcscnta cada clcmento de la inatriz I 
h. Calculc cuántos pájaros (hembras) dc cada grupo habra cn 1a población despuês dc 30 
aflos Para n = 31 a 35 cncucntre, usando cl comando suin dc MAl 1 AB. T„ T„__ > w„ 
= v„/sum(v„), donde v„ . I"p. Expliquc cómo »,,da la proporciòn de la poblaciòn total 
cn cada grupo despucs de n aflos. 

t -.Cuál porccc ser el valor de lim,. TJT, ,? 0 Cuál es la intcrpretación dc estc 
Hmite? iCuál parccc ser el valor de lim„ w„? 0 Cual es la intcrprctación de este limite? 

c. Hncucntrc |V.D| = rig(A) V'erifique que cxistc un valor propio positivo dc mayor 
magnitud y eon multiplicidad 1 (y que los otros valorcs propios son estrictnmcnte 
menores en magnitud) y que este valor propio ''mayor’ 4 tiene un vcctor propin nsociado 
cusas ço mpo ncotcs son todas positivas. Fncucnlrc /./. z/sum(z), donde / es el VCCtOf 
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prapio asocindo con el valor propio mâs grandu. Conipnrc cl valor propio con el llmite 
proycctado dc T„H, ( del inciso bi y compare a. con cl liinite de w Dcscriba Ins 
conclusiones quc pucdn obtener dc cstn compnración. 

d. ( Lápi; y /x//h7| F.xtiendn la tcoria prcscntadn en esta sección. dc un argumcnto parn 
cxplicar sus obscn acioncs sobre los incisos antcriores de esle problcma. 

5. a. Yuclva a trabajar en el problcma 14, incisosa)ac>dc YIATI.AI4 1.6. Por construcciôn. 
lu niatriz P cn cstc problcma cs estocAstlca; cs decir. los clcmentos en cuda columnn 
de 1' suman I. 

b. Encucntrc |\.D| = eig(l*) Verifiqucquccxistcun valorpropiopositivode mayormag- 
nitud con multiplicidad I (y que los otros valorcs propios son cstrictamente menores 
cn magnitud) y quc cstc valor propio “mayor" ticne un vector propio asociado cuyas 
componcntcs son todas positivas ti Cuál es cl mayor valor propio? ;Cótno cxplica cl 
coinportamiento obscrvado en el inciso a). cs dccir, cl hccho dc quc parc/ca que P"\ 
converge a un \ector fijo >? 

Fncucntrc 3000z/sum(z). dondc /. cs el vector propio asociado con el valor propio 
inavor, i.C’uál cs su comparaciôn con el vcctor limite y? tnil cs la intcrprctaciôn de y ’ 

c. Usando los valorcs y vcctores propios encontrados cn d inciso b). encucntrc l.i distrì- 
bución dc automóviles a la larga para cl problema 14g) dc MATLAB 1.6. Justifique su 
procedimicnto. Vcrifique su respuesta colculando P“\ cuando n crccc. dtmde P es la 
matri/ estocastica qtic modela el problema y x es algtrn vector dc distríbución inicial 
de automóviles cuyas componcntcs suman 1000 

d. ( làpizypapel) Suponga que P es unamatriz cstocásticade 3 > 3; es decir, los elcmcntos 
en cada columna de P suman I. Argumente por quc 



i.Qué dicc esto sobre los valores propios de /“? A su vez, ,‘.que dicc esto sobre los valores 
propios de ;Quc rclcvancia tienc esto cn los incisos anteriores dc cste problcma? 

6. Teorhi tlr graficas La dcíinición dc matriz de adyaccncia y otras definicioncs rclncio- 
nadas se encuentran en el problema 11 de MATLAB 6.1. Para gráficas concxas, la malriz 
dc adyaccncia tìcnc tas propiedades dc quc todos los valorcs propios son rcales, de quc 
existe un valor propio positivo dc mayor magnitud. con multiplicidad algcbraica 1, de 
quc exisie un vector propio asocìado cuyas componentes son todus positivíis y dc que los 
otros valores propios son cstnctnmcnte mcnorcs cn magnitud Asi, se tendria quc. parn un 
vector dado x. I"x * >27; ,u, para n gnuidc. dondc u, cs cl vcctor propio asociado con 
(Aqui rJ, es ta coordenada de x respecto a la base dc veetorcs propios queconticnea u 
cottio cl pnrncr vcctor dc la basc.) 

a. U.àpiz i papel) Expliquc por quiì sc puede concluir quc la ra/ón de una componentc 
dc T"x entre la suma dc las componcntcs cs aproximadainente igual a la ra/ôn de la 
componente correspondiente de u, entre la suma dc sus componcntcs. 

b. (Làpìzy papel ) (.l") r| , se puede interpretar como el nûmcro dc tray eetorias de longúud 
« que conectan el vcrticc i con cl vdtticc j. (Vca la sccciòn 1.12 Por cjcmplo, una 
tray ecloria dc longitud 2 que conecta a / con j consistiria en una arista que conccta a í 
con algún vérticc k y dcspués una arista quc conecta al vcrticc k con i. I Si x es un vector 
con componenles iguales a 1. explique por quc la /-csima componcntc de. Tx rcprescnta 
el número total dc traycctorias dc longitud n que conectan al vertice i con todos los 
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dcmás vcrticcs. Explique cómo se puede concluir quc lus tu/onev de lus componentcs 
de . !"x enttc lu sunm dc las componentes da alguna imlicación dc la "imporumcia" 
rclativa dc los vérticcs dc la grafica. Explique por quc y cnmo se pueden usar las ruzones 
de las componentes de u, cntre la suma dc las componcntcs conto un indice de la 
“imporrancia " de cada vértice de la gráfica (l n argumento más sofisticado para cl uso 
del vector propio correspondientc al valor propio de mayor magnitud sc conoce como 
cl indicc dcGold). 

c. I’ara cada una dc las grúficas siguientcs. verifiquc quc la matriz de adyaccncia tcnga las 
propiedades establecidas en la prcsentación anterior al inciso ai y analice la " ìmpor • 
tancia" relativa de los vertices de la gràfica. Para las gráficas i) a iìi i, use su intuición 
para argumcntar, viendo la grafica. por quê lienen sentido stts rcsultados [ \<>ki para 
que seu scncillu lu introdueción dc la tnatri/ de ady accncia. consultc la prcsentnción dcl 
problcma 2 dc MATLAB 1.5.) 

I. Lu grâficacn cl problcma llai dc NLATLAB 6.1. 

ii. Lagráficaen el problema 1 lb) de MATI.AB 6.1 

iii. La grafica cn cl problcina 11c) dc MATLAB 6.1. 

iv. Supongaque considenunos lu siguientc grntica como la rcprcscnuiek>n dc las rutas 
dc líncas acreas entre ciudadcs. Una compaAia dcsca clcgir una ciudad puru 
locali/ur su oficina matriz. Dcspués de analizar lu grúfica. cscríba un informe al 
director de la compaitia con su recomcndaciôn ly jiâtificación). 



PROBLEMA v, Dibujc un mapa de su cstado, cree una gráfica cuyos vcrticcs scan las ciudades 

PROYLCTO impoitanlcs y cuyas aristas sean las carrctcras prlncipales quc las concctnn. 

Dctcrminc la "ìmpartancia" relativa de cada ciudud. .'ustífiquc y cxpliquc su 
proccdimìcnto. 


6.3 MATRICES SEMEJANTES Y DIAGONALIZACIÓN 

Ln csta sección se dcscribe una rclación intercsantc y útil que se puede cumplir entre 
dos matrices. 


DEFINICIÓN 1 Matriccs scmcjantcs Sc dicc quc dos matriccs /I y B dc n x n son semcjantcs si 
existe una inairiz invertible C de n x n tal quc 


B = C-'AC 
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Transformación 
de senu’jiin/a 


EIEMPIO 1 


EJEMPIO 2 


Lu función definida por( I) que llcva la matriz-í en la matriz B sc llama transformación 
de seinejan/a. Se puede escribir esta transformación lineal como 


/u.-i 


\olti. ( 'Mj + .-Mt 4A’ y r~ l (o,-Ot' = aC .-fC‘ de manera que la 

función detìnida por (I) es. dc hecho. una transformación lineal. Esio explica el uso de 
la palahra “transformación". 

E.l propósito de esta sección es demostrar que: I) las mairices semeiantes tienen 
varias propiedades importantes comimes y 2) la mayoria de las mairices son scmejantes 
a las matrices diagoualcs, (Vea la observaciôn en la página 569.) 


Nota. Suponga que 0 ~ C ' 4C Entonces al multiplicar por la izquicrda por C. se 
obticne CB ~ CC~'AC. o sea 

CB=AC (2) 

I a ccuaciòn (2) con frecuencia se toma como una definiciòn altemativa de semeianza: 


Oefmiciòn altcrnativa de scmcjnnza 

I y B son seinejantes si y sólo si existe una matriz invertible (’ tal que 

CB = AC 


Dos matriccs scmcjnntcs Sea A = 


Sea A = 

; lU-ít ÌÌïC- 

f 2 -f 


0 -1/ [5 -3j y 

1-1 «J 


Lntonces 


7 » * r x » * * ^ 0 \ / 

Como det C = I * 0. C cs invertiblc. Esto muestra. por la ccuación (2). que A y B son 
semejantes. + 


1 0 0 

0-10 
0 0 2 


A 


l'na matriz scmcjantc a una matri/ diagonal Sea D = 

. C es inverlible porque det C - d * 0. Despucs 


Vj 

1 

m 

1 

1 


2 4 3' 

2 1 8 

y C = 

0 1 -1 

2 2 7 


l 3 5 V 



r 2 4 3Ï-6 -3 -25’ 


’l 4 3 1 

CA = 

0 1-12 1 8 

= 

0 -l 1 


3 5 7 2 2 7. 


.6 10 14 
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(l 

0 

II 

' 2 

4 

3' 


'l 

4 3' 

0 

-I 

0 

0 

1 

-1 

= 

0 

-1 1 

1° 

0 

■» 

-J 

3 

V. 

5 

7 


v 6 

10 14 


Enlonces CA - DC \ A = C~'DC. por lo lanlo A y D son semejantes. ♦ 


Nota. Hn los ejemplos I y 2 no fnc necesarlo calcular í'" 1 . Sólo fue necesario saber 
que (' era no singular. 


TEOREMA 1 
Demostración 


Si A y B son matrices scmejanics dc nxn, entonccs A y B tienen cl mismo polinomio 
caraclcristico y. por lo tanto, tiencn los mismas valores propios. 

Como A y B son semejames. B - C~'A C y 


dct (B- }J) » det (CUC-W) = dct (C 'AC- C 'iXíìC | 

- dct - X/)C) = dcl (C') det (A - >./) del (C) 

= dct (O 1 ) det (O det (A - XI) - det ((T'O dei (A - >./) 

= dct / dct (A-U)- det (A - \t) 

Esto significa quc A y B ticncn la misma ccuación caractcristica, y como los valores 
propios son raices de la ecuación caracteristica, tiencn los misrnos valorcs propios. ♦ 


EJEMPLO 3 Lo.s valores propios de matriccs semejantes son los mismos En el ejempln 2 es 

( \ 0 o'ì 


obvio que los valores propios de D = 


0-10 
0 0 2 


son 1. -1 v 2. Entonces éstos son los 


valores propios de A = 


-6 -3 -25 


2 I 

■> 7 


. Verifique esto viendo si se cuinplc que 


7 

det (,-í - det (.-I * í)~ det (A - 21) - 0. 


En muchas aplicaciones resulta útil “diagonalizar" una matriz. I. es decir. encontrar 
una matriz diagonal semejante a A. 


DEFINICIÓN 2 Matriz diagonalizable Unamatriz.-ldc/ixnesdlaRonalizablesiexisteunamatriz 
diagonal D tal quc A es scmejantc a D 


Ohservaciòn. Si D es una matriz diagonal, entonces los valores propios son sus 
componentes en la diagonal (vea la página 541). Si A es semejante a D. entonccs I y D 
tienen los mismos valores propios (por el teorema I). Uniendo estos dos hechos se 
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TEOREMA 2 


Demostración 
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observa que si A es diagonalizabic. cntonces A es scmejante a una mntri/ diagonal cuvas 
componcntes en la diagonal son los valores propios de A. 

I I siguicnte teorema establece cuándo una inatriz es diagonalizable. 


t 'nnmatriz.-t dc n x n es diagonaJiznble si y sólosi tiene n vectores propios lincalmcnte 
indcpcndientcs. En tal caso. la matriz diagonal D semejantc a A estâ dada por 


D 


>.,0 0 
0 I, 0 
0 0 X, 


0 0 0 


o) 

0 

0 


dondeX,.X 2 .X„ sott los valores propios de A. Si C es una matriz cuvas columnas 

son vcctores propios linealmentc indcpcndicmes dc A, cntonces 






[ 

D 

m C~ 'AC 


(3) 






.., v„ que corresponden a los vaiores propios (no neccsariamente diferemcLs) X,. X 2 , 

• •« K- 


Sea 


v, = 


y sea 


«ii 





' c t i 


r 2 B 

c 32 

’ • * - • v, 

'ÍA 



'cu 

«áí 


c i\ 

c n • • • 


1 i\;í* i 


5" 1 


1 1 1 • • .» tt... 

m ) 




\ CHn j 


C = 


Entonces C es invcrtible ya qucsus coltimnas son lincalmente independientcs. Ahora 
bien 


AC 


a n a l2 • • • U \n 

tíj, OJ2 ■ • 


a nn 
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y se vcque lacolumnaidc/ÍC’es 
i cs X,v ( y 


= Av, - X,Vf. Así, AC cs la matriz cuya columna 


X,c,, Xjf,j 

AC~ X,C? ' Sp»; 

À,C„, >.jC„j 



c n 

C 1î 

•*• c l*|*l 

0 

. 0 

CD = 

C 2I 

C 22 

• •• cj„ 0 

Vt • 

.. o 


. C »l 

c i»2 

•■• c Jo 

0 

•• K 


Entonccs 


^*l c ll *-2 c l2 ‘ ‘ ‘ 
X,Cj, >. 2 c„ < • 


l^*l C r*l ^2 C <0 ‘ ‘ ‘ \ C n 

.4C = CW 


y como C’cs invcrtiblc, se pucdcn multiplicar ambos lados dc (4) por la i/quicrda por 
C*' 1 paraobtener 

D^C'AC (5) 

Esto prueba que si A tiene n vectorcs propios linealmcnte indcpendierites, entonces A 
es diagonalizable. Inversamente, suponga quc A es diagonalizable; csto es. suponga 

que (5) se cuinple para alguna matriz invcrtible C. Sean v,, \ 2 .v„ las columnas 

de C. Entonces AC = CD, e invirtiendo los argumentos anteriores. se ve de inraediato 

que Av t = X,v t para i = 1.2,.... n. Entonces v,. v 2 .v„ son los vectores propios de 

.4 y son lincaimcntc indcpcndicntes porquc C cs invcrtible. ♦ 


Sotación. Para indicar que D es la inatriz diagonal con componentes diagonales 
k 2 .sc escribirâ D = diag (X,. Xj.X„). 


El teorema 2 tíene un corolario ûtil que se deduce directamente del tcorcma 6.1.3. 
página 535. 
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COROLARIO 


EJFMPLO 4 


FJFMPLO 5 


Si la matrizv! de /i x n tiene n valores propios diferenlcs, cntoncos A cs diagonalizable, 




'••i' 1 Hipv 


I .i'll 1 'S|T 


(ìhservación. Si so sclcccionan al azar los cocllcicntcs reaies de un pol inomio Jc {irado 
u entonccs,con probabilidad I. el polinomio tendrà n raices dil'erentcs No cs dillcil ver. 
intuitivamentc, por qué sc cumple esio. Si n 2. por cjcmplo. entonccs la ccuación 
/.■’ * a), * h = 0 ticnc raíces reales si \ sólo si a 2 - Al> —un evento mu\ improbablc si a 
y b se eligcn aleatoriamcnte. Por supuesto. se puedcn cscribir polinomios quc ticncn 
raices de multiplicidad algcbraica mayor que I. pero son cxccpcionales l*or lo tanto, 
sin pretender precisión maîcmálica. cs posible decir que la ma\ aria de los polinomios 
tienen raíces distintas, Así. la muyoriu dc las matrices tienen vnlorcs pmpios distintos 
y como se estableciô al principio de csta sccción. la maynr partc de las inatriccs son 
diagonalizables. 


Diagonali/ación deun.i matri/de2 2 Sea.l 


J -(í î) End 


cjcmplo6.l.3. página 


538 se encontraron dos vectores propios linealmcntc indcpendientes V| - 


r -» 


(!) 


Despucs, hacicndo ( 


se encontró quc 


!} 

.I -$ 3 

_i(l -l j 2 6) _ 1 ('5 OV ( I O'j 
5^3 2j,-3 6J 5\0 30j'(0 6) 


UJ y V2 


2 I 

-3 1 


que cs la matn/. cuvas componentes en la diagonal son ios valorcs propios dc t 


Diagonali/aciún de una mutri/ dc 3 3 eon ires valores propios distintos Sea I - 

1 I 4 

3 2 I . En cl ejcrnplo 6.1.4. página 538. se calcutaron tres veclores propios 

2 I -ij 

linealmente independientcs v, = | j I. v. = -I | y v, = | 21. Entonces C = 


r -\ I l N 
4-12 
I -I I 


f-ll 


' r 


flì 

4 

1 

. V, =» 

-1 

y v, = 

2 

1 

V J 



\ 


C'AC = 


1 


l -2 3Yl -I 4Y-I I 0 
-2 -2 6 j 3 2-1 4-12 

1-3 0 -312 I -I I -I I 
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EJEMPLO 6 


EJEMPLO 7 


I 

— _ — 

6 

6 

con valores propios 1. -2 y 3 


(1 

_2 

3Ì 

r -l 

_2 

3^ 


_2 

_2 

6 

4 

2 

6 


r 3 

0 

-v 

c 1 

2 

3 


f-6 

0 

0 


r | 

0 

0 

0 

12 

0 

= 

0 - 

-2 

0 

0 

\ 

0 

-18 


0 

0 

V 


♦ 


Observación. Cotno exisic un número infìníto dc mancras cn quc sc pucdc clegir un 
vcctor propio, cxistc un núnicro inllnito dc mancras dc cscogcr Ia tnatri/ dc diagonali- 
/ación ( '. El ûnico consejo cs elegir los vectores propios v la matri/ C quc sean los dc 
más scncillo mancjo arilmctico. En gcneral. eslo quicrc dccir quc dcl>c insertarsc cl 
mayor nûmcro dc ccros y unos posible. 


Diagonali/ación dc una matri/ de 3 3 con dos valores propios distintos y tres 

3 : 4Ì 

vectores propios lincalmcntc indcpcndicntcs Sea A - 


2 0 2 
4 2 3 


L Enlonccs. dcl 


ejeinplo 6.1.10. página 542. sc ticnen tres vectores propios linealmente independientes 



h' 


í r 



v t = 

1 

2 

. v 2 - 

l°J 

y v j = 

_2 


. Estableciendo C = 


2 I 0 
I -2 -2 


c-'/ir = 


(-2 -I -2V3 2 41 2 I 0 

= -V- 5 2 4 2 0 2 1 -2 -2 

{ 4 2 ~ S A 4 2 3 A 2 0 1 

lí - 2 ~ 2 Í 

l 4 2 -sl 


se obtiene 


[-2 -I -2V16 -I 0 
8 2 2 
-5 A 16 0 -1 


-“3 0 


-72 0 0' 8 0 


9 0 -10 -1 


0 0 9 


0 0 -I 


Este ejemplo ilustra quc A cs diagonalizable aun cuando sus valores propios no sean 
diferentes. ♦ 


l!na matriz de 2 • 2 con sólo un vedor propio lincalmcntc indcpendicnte que no 

f4 lA 

se puede diagonali/ar Sea A = | () j En el ejemplo 6. 1 .9. página 542. se vio que I 
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TEOREMA 3 


Dcmostr.ición 


nn tiene dos vectores propios linealmente independientes. Suponga queW fuera dia_at- 
nalizable (lo que contradicc el teorema 2). F.ntonces D - ^ ^ | y exiMiria una matnz 
invenible C* tal quc - D. Multiplicando esta ecuación por la izquierda por C y 

por la derecha por C se encuentra que A = CDC 1 - C‘| ^ ' ' 1 1 - 

4< 'K" 1 = 4CC’’ * M- ®' = D. Pero A * D y por lo tanto no existe tal (^ 


Se ha visto quc muchas matrices son semejantes a las matrices diayonales. Sin 
cmbargo. quedan dos preguntas pendientes: 

i. ,',F.s posiblc determinar si una matri/ dadaes diagonalizable sin calcular los valores 
y vcctores propios? 

ii. ^Qué se hace si .4 no es diagonalizablc? 

F.n la siguiente sección sc dará una respucsta parcial a la primcra pregunta y una 
respuesta completa a la segunda cn la sccción 6.6 Fn la sección 6.7 se verá una 
aplicación importante dcl procedirnicnto de diagonalización. 

Al principiode cste capitulo se detinieron los valores y vectores propios para una 
tran 5 fomiación lineal T: I — * T. dondedim J n. Seestablcciódespuês quc 7 sc puedc 
representar por una matrizde n * «, sc limitarael análisisa los valores y vectorcs propios 
de matrices de n * n 

Sin embargo, la transformaciôn lineal <e pucde representar mediante muchas 
matrices de n * n diferentes -nna para cada base elegidîi. < Ticncn los mismos valores 
propios estas matrices? La respuesta cs si. y sc demuestra cn cl siguiente teorcma 


Sea V un cspacio vcctorial dc dimensión Irnita con bases B- ~ (v s . Vj . v„} y B? - 

(vv ,. w : __ w„). Sea T: V-> l’una transformacior, lincal Si .-î r cs la representaciôn 

matricial de T rcspecto a la hase B s y si Cfes la representaciòn matricial de T respecto 
a la base B y entonces A r y C r son semejantes. 

7’es una iraasformaciôn lincal de V en si mismo. Dcl teorema 5.3.3. pagina 490. se 
tiene 

(T%)„ -A t (x) Bi (6) 

y 

(Tx) a ^C r {x) Bj (7) 

Sea A f la matriz. de transición de B, a B->. Entonces por el tcorcma 4.8.1. página 376 

<*>», = A «*>a, (8 > 
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PROBLEMAS 


para todo x en V. Además, 

iTx) a = M{Tx) h ( 9 ) 

Suslituycndo (8) y (9) en (7) se llcga a 

\f{Tx)„ ~C r \f{x) H ( 10 ) 

La matriz il/es invertihlc por cl rcsultado del teorcma 4.8.2, página 377. Si se multi- 
plican ambos lados de (10) por AO 1 (que es la matriz de transición de B 2 a /?,), se obt iene 

(Tx)„' = At' l C r \f(x) H ( 11 ) 

Comparando (6) y (11). se ticne 

M r (x)„ = Xr'C r \f(x) tt ( 12 ) 

Como (12) sc cumple para toda x e V. sc concluyc que 

A-f** M-'C,M 

Es dccir, A r y C r son scmcjantes. ♦ 


6.3 


Autoevaluación 

Falso-vrrdádero 

I. Si una matriz dc n * n ticnc n valorcs propios difcretitcs, se puedc diagonalizar. 


II. Si la matriz ! dc 5 * 5 ticne tres valorcs propios diferentes. entonccs .1 no puede scr 
semejantc a la matriz dingonal 


III. Si.I es scmtjantc a lamatriz 


I 2 í 
0 2 4 
0 0 3 


cntonces sus vaJorcs pnipios son 1.2 y 3. 


En los problcmas I al 15 dctcrmine si la rnatn/ dada I cs diugonali/ablc Si lo cs. encuentrc una 
matriz ( tal que ( K' - D. Vcrifiquc quc .10 CD y quc los clcmentos distintos dc ccro de D 
scan los valores propios dc .1. 



Respuestas a la autoevaluación 

I.V II. I III. \ 
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' 1 

i 

_ 2 ' 



'2 1 0 




Í3 

0 

0 


7. 

-1 

2 

1 


H. 

(I 0 1 



9. 

L 

0 

1 




t 




l" « ® 




ii 

n 

■» 

“J 



3 

-1 

-1 



h -2 - 

■4Ì 



4 


6 

6] 


10. 

1 

1 

-1 


II. 

3 0 -2 


12. 

1 


3 

*> 




-1 




v" -- -3j 



-1 

- 

-5 

* 



’-3 

-7 

-s'j 


-2 -2 

0 

o' 


4 


1 

0 |’ 

13. 

2 

4 

3 

14 

-5 1 

0 

l) 

15. 

> 


3 

0 1 


1 

•% 

• 



0 0 

n 

-1 

-2 


l 

2 -3 


1 


*J 


0 0 

5 



• 

- 

l 

0 

* 


W>. Dcmucstre quc si I cs scmejantc a B y H cs scmcjantc * (emonco A es scmcjnnic a < 

I . Si .1 cssemcjiintc a H. dcmuestrc quc rcs scmcjantc a ZT para .untquicr entcro posilivo n 
*!8. Si I cs scmcjantc a H, demucstre que p(.l) = p<fl) y v( I) v(/v> {Sutfervm:ia. Primero 
dcmucstre que si < cs invertiblc. entonccs v(( M \ (.() demostmndo quc \ ■; \ \ st > $0lo 
si \ 6 NCA. Dcspués dcmucslrc que ( >( (0 f <( 1 1 dcmostramlo quc R A - RA( Cnnclusa 
qucp(.tO p(C.I)- tH.4) Porúltimo. useel hccbodcquc( e^ inscrliblepnrademostrar 
qucp(»* l .-tO* , P<-»).l 


19. Sca í) - j ^ " Calcule />' 3 . 

20. Síes semcjante a H. dcmucstre que det I = dct 0. 

21. Supomsa que t <C D. Demucstre que para cualquícr entcru ». J =(.!»"( Hslo 
proporciona una fotma scncilla para calculur Ins potcneias de una matriz dlatjoitnli/nblc. 

22 . Sea l = ^ | Calculc I' 1 [.Vu/jen’ndo. EncuentreCtaJ quc I = ( ÍM' | 


•23. 

24. 

*25. 

26. 


Scu 4 un:i matriz de n * n ai\ a ccttación caractcristica es (/. - . r 0. Dcmuestrc (|uc 1 
cs diagonalizablc si y sólo si. I cl. 


I.'se el rcsultndo dcl problema 21 > el ejempto (> para calcular .4 "’.si.-l- 


(1 


ïí) 


4 2 3) 


Scnn I y li dos malrtccs rcales de n ■ n con valorcs propios distlntos. Dcmucstrc que AIi 
= H.4 si y sólo si .4 y H tienen los imsmos \ cctorcs propios 

Si I cs diayonalizablc. demucstrr que dct .4 dondc / son los 

valores propios de 4 


MANEJO DE CALCULADORA 
TI-85 

Es scncillo diagonalbtar una matriz en la 11-85, Sc comienza con la marriz I dc n • n y sc 
cncuentran sus v;dorcs y vectorcs propios. Si so ticnen n vccttjres propios linealmcntc indc- 
pcndicntes (lo que dcbc ocurrìr st J ticne // valorcs propios distintosi. cntonccs 4 cs dtaçonuli- 
zablc La ÎJ-S5 da los vectorcs propios como columnas de una mntri/ Almacene csta matri/ 


http://harcovai.blogspot.com 





574 Cdt»ïulob Fifienvalofeì eifivnvvc lorw y i fnuv cjf>rtnK.ai 


en la memona C. por cjemplo. Despucs la siguicnte sceuencia dc leclas dara como rcsultado 
una matriz diagonal cuyas componcntes son los valorcs propios de. I. 


GŷiïE] 0 03 03 Q l ali>ha ’ 0 

| x | [ Al.PHA~ [ fc] [ ENTER 

Antcs de prcsionar E-NTER sc dcsplicga C 1 •.( • C 

Ohserve ciuc. como cn la páçina 550. un numcro como -2 2E - I ' es en rcalidnd un ccro. 
Notc adcmás que una vez almacenada la matriz f ’. se pucde detertninar sí sus columnas (v cctores 
propios) son lincalmcnte indepcndicntes calculando ya sea su determinante (que scra diferentc 
de ccro) o su ntngo (quc scrá igual a n I 

En los probletnas 27 al 30 cncuentrc una matriz í' tal quc C 1 lt’ sea una malriz diagonal 


27. 


'4 I 2 fi' 
-13 4 2 
5 2 0 6 
3 8 15 

V 


í -0.031 


29. 


-0 04F. 


( 11055 


0.082 0.095 

0.067 -0.081 
-0.077 0 038 


28. 


102 II 5t. 
38 -49 75 

83 123 -67 


30. 


13 16 12 14 1HÌ 

26 21 19 27 16 

31 29 37 41 56 

51 38 29 46 33 

61 41 29 3H 50 


MATLAB 6.3 


1. Vuelva a trubajar cn el problcm3 8 dc MATLAÍ3 6.1 

2. Gcnere tres malriccs alcatorias dc 4 ■ 4 y trcs matrices ulcaiortas de ' • 5 Lncucntre los 
vnlores y vcctores propios dc cada una usando |V,I)| = eig( A( 

a. ( .Con qué frecucncta son distintos los valores propios? ,.Por quc picnsa quc esto cf 
cierto? 

b. Pan» las matriccs para las quc t cs invertiblc. verifiquc que 4 I 'M ■ 

3. a . Para la matri/ cn el problema I de MATl.AB 6.1. usattdo la información que da el 

problcma (no use cìçi. verifiquc quc los vcctores proptos fi.nnan una base para I y 
encuentre matrices C > />, con />diagonal. talcs que A = <.7>f '. Confirmcsu respucsta 
verificando que .1 = CDC'. 

b. Siga las instruccioncs del tnciso a). pcro usc la matriz y ln informacton del problcma . 
de MATLAB 6,1. (En cste caso los vectorcs propios fnrmarán una base para < 1 ] 

4. a. C'onsidcre la tnatri/ I duda enscguida 


.4 = 



-I 

2 


1 


-ïì 


Eormc d = cig( A) y dd = d.*20. (Observc cl punto antes dc ‘ es importame. > Eorme 
E = diagtdd). Encuentrc |\.D| - eiç( A). \erifique que F /> : ' Evplique por quc se 
cumr 


ítpleesto.Dcimiestre.que 1 - V¥. P 1 
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b. Rcpita las irvstruccioncs del inciso a) para la rnalriz 

3 9.5 -2 -10.5' 

-10 -42 5 10 44 5 

6 23 5 -5 -24.5 

-10 -43 10 45 

V / 

c. ( l.ápiz > papel) Trabajc d problcma 21 antcrior. 


5. Gcomctria L'na matriz t dc n * n dcfine una transformaciòn lineal T de I j I pnr 
/ix) Ix. Nos intcresa dcscribir la ceomctria dc csas transfonnaciones lincalcs. 
u. [Lápt:ypapef) Si x cs «n vector propio de.I con salor propío /. entonccs l\ >.x. Si 
>. 0. ,-cual es la inlcrprctación geometrica dcl cfcclo de la tninsformación lineal sobre x’. 1 

b. (Lápiz y papel) Expliquc por quò y cómo cs cicrta la siguiente afimiación. Si I cs 
diagonalizablc con valorcs propios posilivos. entonces la geomctria dc la transforma- 
ción lineal dada por 4 se puedc describtr por completo en términos de cxpansiones > 
cnmpncsioncs a lo largo de los vectores de una base. 

c. Vcrifique que la siguiente matriz es diagonalizable con valnrcs propios positivos 
Dcscriba la gcometria (cn el scniido dcl incisn h)] dc csta matriz. Usando esta informa- 
ción. bosqucjc la imagcn (dcspués dc aplicar la transfomiación dctcrminada por la 
matriz) dcl rcctángulo con vcrticcs cn (I. I), (1,-1). ( 1,1) y ( 1.-1). Dcscriba su 
razonamicnto. (Si desea una descripçión. qui/á mejor, de los veciores propios que la 
dada poreig, encucntrc la forma reducida por rcnglones de .4 - >./, donde /. cs un valor 
propio.) 


d. Para cada matrìz .4 dada. vcrifique quc A cs diagonalizable con valores propios 
positivos. Escrib3 una dcscripcion de la geometria igual quc cn cl inciso b) 


i. I 


' 15 -31 17 

20.5 -44 24.5 

20 5 -58 32.5 

\ / 


li. Sea H una malriz alcatoria real dc 3 x 3 y sca I tì'tì. 


6. ('onsídere las siguientes matriccs: 



'5-11 7 


26 -68 40 

.4= -2 12 

A - 

19 -56 35 

r 6 7 0 


'J» 

1 

’V) 

O 

U4 


a. Para catla matriz .1. cncucntre e » eig(A) y d ■ det(A). Explique pt>r què ,) es 
diagonalizable Obienga una conclusiôn sobre la rclación cntrc los salorcs propios de 
.1 y el dctcrminante de.-l. 

b. Pruebe su conclusión con las matriccs dadas en los problcmas I y 2 de MATL AB 6.1 

c. (Lápiz y papeí) Complctc la siguientc afirmación con su conclusíón y después 
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6.4 MATRICES SIMÉTRICAS Y DIAGONALIZACIÓN ORTOGONAL 

En esta sección sc verâ que las matrices simctricas reales' tienen varias propiedades 
importantes. En particular. se demuestra que cualquier matriz simétrica real tiene n 
vectores propios reales linealmente independientes y, por lo tanto. por el teorema 6.3.2. 
cs diagonalizable, Se tomen/ara demostnmdo que los valorcs propios de una matriz 
simêtrîca real son realcs. 


TEOREMA 1 Sca A una matriz simétrica real de n x n. Entonces los valores propios de A son reales. 

Demostración* Sea ). un valor propio de A con vcctor propio v; es decir, A\ = ).v. El vector v est.'i en 
C". y cl producto interno en C" (vca la definición 4.11.1, página 439. y el ejemplo 
4.11.2) satisfacc 

(ax. y) = a(x. y) y (x.ay) = ô(x, y) (1) 

Entonces 

(/tv. v) = (Xv. v) = \(v, v) (2) 

Màs aún, por el teorema 5.5.1. página 519. y el heclio de que /l' = A 

(,4v, v) = (v. A*v) = (v. Av) = (v. ).v) = X(v, v) (3) 

Igualando (2) y (3) sc tiene 

Mv, v) = X(v, v) (4) 

Pero (v, v) = ||v|| 2 / 0. ya que v cs un vcctor propio. Entonces se puede dividir ambos 
lados de (4) entre (v, v) para obtencr 

\ = \ ( 5 ) 

Si \ - a + ìb, entonces ï = a - ib y de 5 se tiene 

a + ib = a-ib (6) 

lo quc se cumple sólo si b = 0. Esto muestra quc \ *Ìr. por lo tanto /. es real y la 
dcmostración queda complcta. ♦ 


Se vio en el tcorema 6.1.3. página 536. que los vectores propios còrrespondicntes 
a valores propios difercntcs son linealmente independientcs. Para tnatriccs simétricas 
reales el resultado es más poderoso: tas vactores propios </e una matri: simétrica rcal 
correspondtentes a valores prnpios difcrvntes snn ortogonales. 


t Rcsucrifc i|uc .t o vimítrica si v sólu >i t 1 = t 

. nu _I L,I_ 
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TE#REMA 2 
Demostración 



TEOREMA 3 


DEFINICIÓN I 


Sea.-I una matriz simétrica real denxn. Si X, y X 2 son valores propios dit'erentes con 
vectores propios reales correspondientes v, y >> entonccs v 4 y v, son ortogonaies. 

Sc calcula 


Av t • v 2 = X,v, • v ; = • v 2 ) (7) 

/<v, • Vj = v, • A^ = v, .-Iv, =■ v, • (XjV 2 ) = X,(v, v-) (8) 


Combinando(7)y(8).setiencX,(v, v 2 ) = X 2 (v, •v 2 )ycomoX, #X 3 ,scconcluyeque 
v, v 2 “ 0. Esto es lo que se queria demostrar. ♦ 


\hora so establcccrá el resuitado printipal de esta sección. Su demostración, quc 
es dificil (y opcional). csta dada al lìnal de esta seeción 


Sea A una matriz simétrica reaJ de n x n, Entonccs A tienc n scctorcs propios realcs 
ortonormales. ♦ 


Ohservaciòn. Dc cstc teorema sc sigue que la multiplicidad iicomdtrica de cada vulor 
propío de A cs ígual a su multiplicidad algebraica. 

I I teorcma 3 dicc quc st •} cs simctrica. entonccs i"tiene una base B = \ U|. dj,. . 

u n [ que consístcen vectítres propios ortonormales dc -I. Sea Q la matrizcuyas columnas 
son u,. u ; . . u„. bntonces porcl teorema 4.9.3. página 399, Çi cs una matriz ortogonal 

L sto llcva a la sieuientc definición 


IMatriz diagonalizahlc ortogonalmentc Se dice que una mairiz A de n * n es 

diagonalizable ortogonatraentc si cxiste una matriz ortogonai ÇJ tal que 




Q'AQ = D 




(9) 


donde D = diag (X„ X,.X,,) y X,, X 3 .X„ son valores propnjs dcA. 


i\tua . Recuerdc que O es ortogonal si Q' - (3 1 ; por lo tnnto < 9) se puede cscribir como 
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TEOREMA 4 
Demostración 


EJEMPLO 1 


Sea.4 una matriz rea! de n x n, Entonces .4 es diagonalizablc ortogonalmente si y sólo 
si .4 es simétrica. 

Sea .4 simétrica. Entonces por los teorcmas 2 y 3. .4 es diagonalizable ortogonalmcnte 
con la matriz Q cuyos columnas son los vectorcs propios dados en el tcorema 3, 
Invcrsamente. suponga que A es diagonalizable ortogonalmente. Entonces cxiste una 
matriz ortogonal Q tal que Q'AQ - D. Multiplicando esta ecuación por la izquicrda por 
Q y por la derecha por Q', v usando el heclto de que Q'Q ~ QQ'- /. sc obtienc 

A = QDQ' (10) 

Entonccs.4' = (QDQ‘)‘ = (Q'YD'Q' = QDQ'- A. Asi. A cs simétrica y el teorema qtieda 
demostrado. En la úitima scric dc ecuaciones se usaron los hechos de que (AB)' - 
B'A' [parte ii) del tcorema 1.9.1, página 122]. (A' Ì = A [parte i) del tcorema 1.9.1] y 
D' = D para cuaiquier matriz diagonal D. ♦ 


Antes de dar ejemplos, se proporciona el siguienlc procedimiento de tres pasos para 
encontrar la matriz ortogonal Q que diagonaliza la matriz simctrica .4. 


Procedimicnto para enconlrar una matriz diagonalizante Q 

i. Encuentre una base para cada espacio propio dc .4. 

ii. Encuentre una bascortonormal para cada espacio propiode.4 usando el proceso 
de Grain-Schmidt o ulgún otro. 

iii. Escriba Q como la matriz cuyas columnas son los vectores propios ortoitorma- 
les obtenidos en el paso /i). 


Diagonalización de una matriz simétrica de 2 * 2 usando una matriz ortogonal 


Entonces la ecuación caracterislica dc A es det (.4 - X/) 


- - U 1} 

1 " * I = X 2 - 4X - 1 - 0. que tiene dos raices >. = (4 t V20)/2 = (4 ± 2\5 );2 _ 
— 2 3 - X| 

2± V5. ParaX, =2-V5 seobtiene(.4 - X/)v = ^ * I+"\ r 5 v!) = (t)‘ vcctor 

propiocs v, = ^ y |V|| = V2 3 + ( I ♦ V5) 3 = VI0-2V5. Por lo tanto. 


u,= 


Vïô 


j_ [ 2 ) 


Dcspués. para >. ; = 2 + se calcula (.4 - X/)v - 1 ^ ^ ~ j J j^' = | 0 | >' v : ~ 
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EJEMPLO 2 


( 


I — VT) 

■> ' • Ohservcque v, v 2 = 0 (lo quc dehe ser cierto según el teorema 2). Entonces 
V;| = VlO - 2^5 de manera que u, - ^- 1 ~ 1 “I. Por úllimo. 

V10 — 2VJ l 2 / 

Q = 1 _ r f 2 - 

VlO -2V5 1 + >'5 2 ) 

/>< =-1- ( 2 -l + VTl 

^ 4w^S ll-Vs 2 J 

f ? 

2 '-l+\T/ I -2Ï 2 1 -\T| 

-V5 2 j[-2 3 J(-l + \*5 2 J 


Q'AQ = 


I 

I0-2V5 II 


=_ 1 ( 2 _ -I ♦ \J V 4 - 2 V 5 -3 - VT 

10 - 2V5 1.1 - V5 2 , v -7 + 3VJ 4 + 2\5 ; 

I /30 - I4V5 0 Ì_f2-V5 0 | 

10 - 2 VST 0 io + 6\Çj \ 0 2 + V 5 J 


UiagonalÍ74ición de una mairi/ simétrica dc S ■ 3 usando una matri/ ortogonal 



5 4 2Ì 


5 - >. 4 2 " 

Sea .1 = 

1 7 1 

\ - -j 

■ F.ntonces A es simétrica y det (A - >./) = 

4 5-\ 2 

2 2 2-X 


~(\ - I(>. - 10). Se calculan los vectores propios linealmente independicntes corres- 


pondientcs a /. = 1. v, = 


\'j 


í-0 

41 

f-iì 

1 

l°J 

y v 2 = 

0 

1 

\ ~J 


. Correspondiente a - 10 se encuentra v. 


I’ara encontrar Q. se aplica el proceso de Gram-Schmidt a (v,. v : |. una base para 


E\. Como jv,| = \2. sc hace u, = 


f-iwn 

I/V2 

0 


. Despuês 


v 2 =V 2 - (v 2 • U,)U, = 


'-1' 


V 2 , 


I Í -IA -' 1 
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Transpucsta 
cunjugada 
Matri/ hcrmitiana 

Malri/ unitaria 


Demostración del 
teorema 3 : 


r-r 


(-\n) 


r -\á) 

0 

- 

1/2 


-1/2 

•> 

V ~J 


1° J 


"ì 

\ * / 



1 

V 

U/2) 

y 

u 2 

i<2 

-1/2 


-1 ' 
-13v: 
4/3 \Í2 


Esto sc vcrifica 


'2 3' 


obscrvando quc u, • u : - 0. Por último. sc licnc u , - v ; v,| - iy 3 = 
puede verificar observando quc u, u 3 = 0 y u : u A = 0. Por lo tanto 


L‘5 


También sc 


y 


Q= 


'-I V2 -I 3\’2 
l/s/2 -l/3\2 

0 4/3 >12 


2/JÌ 

2/3 



r -IA/2 

i 

0 ' 

f 5 

4 23 

f-IA/2 

-1 3v'2 

2 3 a 

Q‘iQ = 

-1 .Ivl 

-1/3 \2 

4 3 v‘2 

4 

5 2 

1/^2 

-I/3V2 

23 



23 

1,3 

ì 

V“ 

3 3 

- ~J 

0 

4 3V2 

'■V 


' -l/v'2 

l/vl 

0 

/ 

ivT 

-1 isï 

20 3 



- 

-1/3V2 

l ìilz 

4 3V2 

1 

l/\2 ■ 

-1 '3\2 

20 3 




l 2* 

2/3 



0 

4 3v r 2 

10 3 




10 0"l 

0 I 0 

0 0 10 

V / 


♦ 


En esta sección se han probado rcsultados para matriccs sitnclricas reales. Estos 
resultados se pueden eMendcra matriccs complcjas. Si 4 - (</,,) cs una matriz cotnpleja. 
entonces la transpuesta conjugada dc. î. dcnotada por.4 *. cstá delinida por el clemento 
1 / de .1* = îT,. La matriz .1 sc llama hermitiana si A 4 - 4. Resulta que los tcorcmas 1. 
2 \ 3 también son ciertos para las mntrices hcrmitianas. Todavia rnás. si se detine una 
matri/ unitaria como una matriz complcja I' con V' - U~*. cntonces usando la 
dcmostraciôn del teorcma 4. sc puede dcmostrar quc una tnatriz hennitiana cs diagona- 
lizablc unitariamente. Estos hcchos sc dcjan como cjcrcicios (vea los problemas 15-17). 

Sc concluyc esta sccción con una demostración del teorema 3. 

Se demostrará que a todo valor propío /. de multiplicidad algebraica k. corrcsponden k 
vectores propios ortonormales. Lste paso combinado con el teorcma 2. dcmostrará el 


• Vcji cl pie <lc la pâçina 526 
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icorcma. Sc.i ii| un vcctor propio dc .1 mic corrcspondc j Se pucdc suponcr <juc 
|U|| — I. iamhicn se pucde suponer quc u. cs rcal porquc es real \ u,ç V, d 
cspacío nulo dc la matriz rcal A - l'stc cspacio nulo es un subespacio de I " por cl 
cjcmplo 4.6.10. página 343. Dcspucs seobscrvaquc | u,| sc pucde extendcr a una basc 
U|. Vj. Vj. . . vj para I- y mcdianie el proccso dc (Jram-Schmidt csto sc pucdc 

convcrtir cn una base ortonomial {u,. u-. .... u„}. Sea (J la matri/ ortog«*nal cuyas 
columruis son u t . u : .... u„. Por convcniencia dc notación se escrihc Q t u . u^ . 
u„). Aliora bien. (J es invertlblc y Q' - Q dc mancra quc I cs semejanlc a Q'AQ. \ 
por cl teorema 6.3.1. pâgina s66, Q'AQ y .4 ttenen el mismo polinomio característico - 
Ç'AQ U | = |.4 - /J|. Entonces 


Q' 




u’ 


de mancra que 


Q'AQ - 


-lì 


u' 


u : 

•4(u,.u,. . u„) = 


<.lu A Uj. 

s 


u; 


f«'t 



u, tu 

u'. 



0 u.Ju 


(/• «.. -tu...4u ( 



• 




U 1 

h j 



0 u^u 


■ 4u,. i 


.. lu 
u ï u 




l.osccrosapareccn porque u‘,u = u u, =0 siy * I. Por otro lado [Q'AQ\ ~ Q'A'(Q’Y = 
Q 1 IQ. Asi. íj'/ty essiméuica. loqucsigniftcaquedcbc habcrcerosenel primer renglóii 
de Q'AQ que concuerden con los ceros dc la pnmcra columna Fntonces 




\y 0 

0 •• 

0 ’ 



0 An 

(/:» *' 

• <?:„ 


Q'AQ = 

0 

• • 

♦. 4 > 

<ìn •• 

• '/?*» 



o r/„ï 

V«j •• 



0 

0 

... 

0 


0 </ ;J - 


• • • 


)v/| = 

0 ÍIJ 

</vi - À 

* * * 

‘fu 

http 

• ♦ 
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PROBLEMAS 


= (>.,-X) 


</j2 ~ X </ 21 
<7*2 V>3 - *• 


</>„ 

!_- X 


-(>. — >.,)! U u (>.) 


<«( • • • 

dondc A/i,(>.) es cl menor I. I de Q'AQ - XI. Si k = I. no hay nada quc demostrar. Si 
k>]. entonces \A - >./] contiene el factor (X - X,) : . y por lo tanto Q ‘AQ XI tamlncn 
contiene el factor (X - X,)’. Lntonces |A/ tl (X)! contiene cl factor X - >.,. lo que quicrc 
dccir quc \M> ,(X,)| - 0. Esto significa que las últimas n I columnas dc Q'AQ - X,/ son 
lincalmenle dcpendicntes. Como la primera columna de Q'AQ - X, / es el vcctor ccro. 
se tiene que O'AQ - >.,/ contiene a lo mâs n - 2 columnas linealmente mdependtentes. 
En otras palabras. p [Q'AQ - X,/) < n - 2. Pero Q'AQ ->.,/ y A -X,/son semejantes: 
así. del problcma 6.3.18. p(-t - X,/) Sn - 2. Por lo tanto. ->.,/)> 2. lo que sign.tica 
que £ = núclco de (.1 ->.,/) contiene al menos dos vectorcs propios linealmcnte 
independientes. Si k = 2. la demostracìón tormina. Si k > 2. entonces se toman dos 
vectores ortononnales u„ u. en £> y se expanden a unanucvabasc ortononnul {■,. »■> 
... u„} para R" y se define P = íu,. u : .u„}. Entonces. justo como se lu/o. se 

demuestra que 


P‘AP -XI = 


X, - X 
0 
0 
0 


0 


0 

x,-x 

0 

0 

ò 


0 

0 

0 

> 

0 

0 

0 


P«-* 

Pv» 

p >„ ' 


Prv 

P44 — • 

P 4 „ 


Pn> 

P M •" 

p* - >» 



L. 

Como k > 2, se demuestra. como antes. que el determinante de la matriz entrc corchetes 
es cero cuando X = >.,. lo que demuestra que p (P'AP - X,/) < - 3 de manera quc 

\ (P'AP ->.,/) - v(.d -X,/ £ 3. Entonccs dim £> i 3. y así sucesivamentc. Es evidentc 
que se puede continuareste proceso para demostrar que dim £\ ( = k. Por último. en cada 
£ sc puede encontrar una base ortonormal. Esto completa la prueba. + 


6.4 

Autoevaluación 

Falso-verdadero 

I. Los valorcs propios dc una mniriz sim^trica rcal son realcs. 

11 . Los vectores propios dc una matriz simétrica rcal son reales. 

III. Toda matriz simétrica real cs scmcjantc a una matriz diagonal. 

IV. Si la mutriz real A se puedc diagonali/ar. entonccs cxiste una matriz ortogonal Q tal quc 
Q'AQ cs diagonal. 

V. Si A es rcal y simétrica. cntonces cxisie una matriz ortogonal Q tal quc Q'AQ cs diagona 
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VI. Una mairiz simétrica cs bcrmitiana. 
VII. Una tnatrû bcrmitiana cs simétrica 


«■& 



ln los problemas 1 al S encucntre la nmlri/ ortogonal (J t|ue diagonaliza la matri/ smtctrica dada. 
Después vcrifiquc qnc Q‘AQ - D. una matriz diagonal cuyas componentcs diagonatcs son los 
valores propios de A 


1. 

(’ 




'S 






-3) 


2 . 


í) 



3. 



f 1 

-1 

-r 


r 

2 

2 



1 -I 0! 

4. 

-1 

1 

-1 

5 . 

2 

-1 

2 


6. 

-1 2-1 


-1 

-1 

•J 


2 

■> 

y 



u -1 ' 


f} 

2 



' , 

-1 

0 

0 



7. 

2 

: 0 


8 . 

-1 

0 

0 

n 




2 

0 4 



0 

0 

0 

0 








0 

0 

0 





9. Sca O una matnz ortogonal simctrien Dcmucstrc quc si > cs un v alor propio dc Q. entcmecs 
X ~ ±t. 


10. I es nrtngiirinlnirntr srinrjantr a B si existe una nutriz ortogonal Q tal quc fí • 1 l(_J 
Suponga quc I es ortogonalmente scmcjantc a II y que H es ortogonalmcnte scmcjantc a 
< . Demucstrc quc .1 cs onogonalmeme scmcjantc a C 

11. Dcmuestre quc si O j *' J cs ortogonal. entonces b - [.Vugv/ro. t.t Lscnba las 
ecuaciones que se obticncn dc la ecuacion QQ l .J 

12. Suponua quc 4 cs una matriz simetnoi rcal para la quc todos sus valorcs prcipios snn ccrn 
Dcmucstre que A cs la matriz ccro. 

13. Dctnuestre que si una matnz rcaJ A dc 2 » 2 licnc vectorcs pmpiov ortogonalcs. cntonces 
A cs simetnca. 

14. Sca. 1 una matriz real antúimiHTÌca i 4 - - 41. Dcmucstrc que todo valor propio dc I es dc 
la fomut (ii, dondc uesun nûmcro rcal Esdecir. dcmuestrc que todo valor propio dc .4 cs 
un ntimcro iniaginario. 

"15. Demuestre que los valorcs propios de una matrt/ licntiiliuna complcja de » • n son reales, 
[.Sii£c/x7ie/<j l.Hilice el hccho dcquc cn C". i.l*. y) 11 . 

* 1 0. Si I cs unamatrizhcrroitianadc n • n. demucstrc quc los vectores propios correspondientes 
a valorcs propios dístintos son ortogonales 

**|7. Rcpilicndo la dcmostradOn dcl teorcma 3. pcro sustituyendo» por \ cuando sea conve- 
menie. demuestre quc cualquier matri/ hermitittna dc n • n ticne n vcctorcs propios 
ortonormales. 

IH. Fncuerttre una rnatriz unitnria / tal quc /. *.l/ csdiagonal. dondc I 



Respuestas a la autnevaluacìon 

I. V II. V III. V IV. F V. V VI. I 
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. • . í 2 3-3 i\ 

19. I laga lo misnio para A = ? | 

m nprmieítrd i 




.•I i..ljr.iliM inlil . 


MATLAB 6.4 

1. a. {Litpi -1 ptipy'l) Si A cs una matriz sinurlrica aleatoria dc n * n. cnionccs sc espcra quc 

I tcnga \ alorcs propios distmtoS y quc los vcctores propios asociados scan onogonaltt 
F.xplique por qué sc pucdc decirque se espcraquc cxista una ba$c ortonormal para l' 
quc consistc en vcctorcs propios de. 1 

b. Cìencrc cinco matnces simctricas alcatorias. I (no todas dcl misnio tamarto) gcncrando 
matrices rcales nlcatorias b v despucs formando A = triu(B)-*-triu(B) l’aracada niatri/ 

A generada, veriftquc lo que se cspera scgún cl inciso at. Verifique quc cxiste una matri/ 

O y una tnatriz diaçonal /> tnlcs que I = QP{/ 

2 . Si A cs unn matriz de valorcs complejos. entonccs 4* sc puedc cncontrar como A con 
MAll.AB. Gcncrc una matn/ A alcatoria de valores complcjos de 4 * •». 11 se A B-i-C . 
dondc l! > C son matriccs aleatorias de vatorcs reales cncontradas con el comando rantl.) 
Generc la rnatriz II - triu(A)+triu(A)‘. 

a. Verifiquc quc H es hcrmitiana Encuentrc los valores propios dc H. Aun cuando H cs 
de valores complcjos. ó4 uc obscrvu sobre los valores propios.’ 
h. Rcpita las instruccioncs del problcma I de csta sección dc MATLAB pero camb.c la 
pnlahra simètnca por hermiliana. caitihie l.' , por C" v cambie <J por (?* 

3. Cieomclría Suponga que A cs una matri/ rcal simétrica dc 2 ■ 2. F.ntonces existe unu 

matriz diagonal l) y una matriz ortogonal Q tales que A QD& ^ 

u. i Lápìz \ papcl) C'omo Q es ortogonal. se ticne que deti Q> cs -1 o bien -1. J’or quc. 

Sc sabc que si dct((?) I. n! mulnplicar una columna de Q por -I se producc una 
nucva Q que todavia es ortogonal pcro quc tienc deil Q i = 1.. P<»r quc? Lxpliquc poi 
que lu nueva Q todaviu contiene una basc orionormal dc vectores propios quc oian cn 
corrcspondencia correcta con los valores propios dc l) dc manera quc I Qi >Q para 

lanuevay. . , 

I» (/ <i/v* \ papel ) Usando los hcchos dc quc ^ es ortogonal. quc det (Q) I v quc un 
vcctor de longitud I sc puede cscribir como (coMOi sen(«)l parn algún ángulo 0. 
cxpliquc por qué sc pucdc escnbir 

j'cos(O) -scn(0ì| 

^ iscn(0) cos(0)j 

Verìfiquc que Q cs entonces una matriz dc rotación. 

c. ilápiz \ papcl) Combinando los rcsultados dc los incisos nl y bt. sc puede concluir 
quc una matriz .4 real simétrica dc 2 * 2 sc puedc diagonalizar cnmo. I - QDQ. donde 
Q es una matriz dc rotación. F.sto pcnnite dar una descripción dc la gcomctria deta 
tnmsformacicn lineal dctcrminada por ,1. cn tcrminos de roUciones de la basc estar.d* 
v cxpansiones o compresioncs si los valores propios de .1 son positivos. Lxpliquc ca 
dcscripciôn intcrprcundo primcro la acción de <J. scguida dc la acción de D. segrnc» 

dc la acción dc {î. ., _ 

d. Para las siguientes matrices. describa In geomctria dc .1 como sc hi/o en e inusç . 
Ulilicc lu descripción parn hosqucjar la imagcn del círculo umtario despucs dc aplicane 
la transformación dctcrminada por A. Ajuste Q si es neccsario para que det ( Q) ■ 
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[•%wiú necesìtara usar la <J ajusiada para enenntrar cl angulo 0 Ohserve quc 
Jtl, 1 l (A 1 . I > tan(U). \ 'tilicc cl comando alan dc MATLAB. ajustc la rcspuesta 
agrccando tt si los numcros en <J iridican quc el ançulo está en cl scçundo o tcrcct 
cuadrantc. > multipliquc por 180 ’t ) 



6.5 FORMAS CUADRÁTICAS Y SECCIONES CÓNICAS 


l.n csia sccción se usu el tnalctial de lu sección 6.4 para cNtraer informaciòn sobrc las 
gruticus dc ccuacíoncs cuadráticas. Las ecuacioncs \ la> fonnas cuadráticas que se 
dcfincn a continuación. surgen dc mttchas tnancras. Por ejcmplo. se pucden usar lomias 
cuadráticas para obtencr información sobrc las sccciones cónicas cn I : (circulos. 
parábolas. elipses, hiperbolas) y evtottdcr csta teoría para describir cicrtas superticies. 
Ilamadas superficies cuadrúlicas. en I. ’ L.stos temas se estudïarán más adelante en e.sta 
sección. Aunquc en este toxto no sc anali/arân. las formas cuadrálìcas surt’en en una 
gran varicdad dc aplicaciones quc van de In dcscripcidn de las fbnciones de costo en 
economia al análisis dcl control del recorrido de un cohete en el espacio. 


DEFINICION 1 Fcuación cuadrática y rorma cuadrática 

i. lina ecuactón cuadráUca cn do* \aruhles sin Urminm lincalcs es una 

ecuación dc la forrna 



donde|<4 + |A| + (cj * 0. Lsrocs. ai menosuno dc los números a, byc es difercnte 
de cero. 

ii. Una forma cuadrâtica en dos \ urtables es una exprcsión de la fomia 



donde |uj + |ft) + |c| * 0. 


Ks evidente qne las ecuaciones y las tormas cuadrâticas lienen una fuertc relaciòn. 
Se comenzara el analisis dc las formas cuadráticas con un ejeraplo seneillo. 

Considcrc la forma cuadrática F(x. v) - - 4.n + 3i- Sean \ ' \ 1 = 

v'V * 

\ " |. Tntonces 
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.|V V = 


- (a~ - 2xy) + ( 2xi’ + 3r) = xr - 4xv + 3r = F(x. y) 


De esta manera se ha "rcpresentado” la forma euadrâîiea Fix. y) mediantc la matri/ 
simétriea A cn el sentido de que 


F(x. y) = /fv \ 


(3) 


InvcrsametUe. si A es una matriz simétrica. entonces la ecuación (3) define una forma 
cuadrâtica F(x. y) - /fv • v. 

Se puedc representar F(x.y) por ntuehas matrices pero sólo por una matriz simêtrica. 


Paraveresto. sea.-l 


■& “)• 


donde a * b = -4. Fntonces. ív v = F[x. v). Si. por ejemplo. 


A 


| I. entonces .-fv = | 

1-7 3j l-7t + 3yj 


y fv v = ,v : - 4xy + 3t-. Sin embaruo. si 


insistimos en que A sca simétrica. entonccs debe tcnerse u + /> - -4 x a - b. F.ste par dc 
ecuaciones tiene una solución única a - b - -2. 


Si b\x. t) - ttr *- bxy + cjr es una forma cuadrâtica, sea 



Fntonces 


.4v \ 



ax + (b/2)y 
(h'lïx + cv 


= ai : + hxy + cr = F(x. y) 



(4) 


Se rcgrcsa ahora a la ecuación cuadrática (I). Usando (3). se puede escribir (I) conto 


,fv v = ll 


( 5 ) 


dondc .4 es simétrica. Por el teorema 6.4.4. página 578. existe una matriz ortogonal Q 
tal quc Q'AQ = D. donde D - diag (>.,. >. : ) y yson valores propios de A. F.ntonces 
A - QDO' <recuerde que Q' = (J' 1 ) y (5) se puede escribir eomo 


(QDQ'v) \ J 


Pero del teorema 5.5.1. página 51*>. fv \ - \ A'\. Asi 
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FIFMPLO 1 


ÇXDQ'y) v = DÇyx Çfv (7) 

de manera quc (6) se convienc en 

[DQ’x\Q , x=d (8) 

Sea v’ Ç)'\ Entonccs v' cs un vector de 2 eomponentes y (8> se convtertc en 


Dx‘ ■ v* = J 


(9) 


Considere (9) con mtLs delenimiento. Se pucdc escribir v* = | , . Como una matriz 
diagonal es simctrica. (9) defìne una forma cuadrútica F(x'. i ') de las variables x' y _i ' 


Si0 *(« “)' 


entonces Dv' - 


'u' 0 V x' 
0 c’ jl v' 


«vV 

.c’v'J' 


Fix'./) = Dx' v’ = j j • j = u' x ’ 2 * e’.v' 


Es decir. F(.v’, v ') c\ ma furmu cuadrûticu en lu tfuefullu el lérmino en v V, IMr lo tanto. 
la ecuación (9) es una ecuaciòn cuadrática de las nuevas variables x'.y' sin el termino 


Exprcsiïin dc una forma cuadrática cn las nuevas variablcs.v' y »•' sin el térrnino 

,\V CoiLsidere la ecuación cuadrática.r 4,n- 3r - 6. Como sc vio. la ecuación se 

pucdeescribiren la fonna.ív \ = 6.donde.-(- ( ' l ; n el cjemploí>.4 I. pnginn 578 

(x — v? 0 i 

se vio que A se puede diagonalisçar a D = 1“ (( , - j usando la matriz ortogonal 


Fntonce.s 


'V’) 

•-'■•sfef.-v 'vi: 


VlO - 2\'5 


2v • t-J - V5 n 
(I - V5 )1 * 2 V 


y. pani las nuevas variables. la ecuación se puede escribir como 

{2- \ r S Xx’ 2 t (2 + V5)y' 5 = 6 


Se anali/ará dc nuevo la tnatriz <J Como O es real \ ortoeonal. I = dct QQ - 
del QQ' - det Q det Q' - dct <J det 0 - (det Qv . Entonecs det O r I. Si del Q - - 1. se 
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TEOREMA 1 


cjes principalcs 


EJEMPLO 2 

Solución 


pucdcn intercambiar los rcngloncs dc Q para haccr el detcnninante dc csta itucva Q igual 

a 1. Asi, sc puede dcmostrar (vea cl problema 36) quc Q = ^ ^ ^ (( para algún 

número 8 con 0 < 0 < Pero dcl ejemplo 5.1.8. página 46‘). esto significa quc Q es 
una matriz dc rotnciôn. Por lo tanto. sc Ita demostrado el siguiente teorema. 


Tcorcma dc los cjcs principales cn Sca 

ax' + bxy + cy 2 m d ( 10 ) 

una ccuación cuadrática en las variablcs x yy. F.ntonces existe un nûmero único 0 en 
|0,2x) tal quc la ecuación (10) se pucde cscribir en la forma 

a'x' 2 + c'y’ 2 = d (11) 

donde jr' y v' son los cjes obtenidos al rotar los ejes .v y y un ángulo 0 en el sentido 
contrario a las manecillas del reloj. Más aún, los númcros a’ y c' son los valorcs propios 

de la matriz A = | ° p h J j. Los ejes Jtr' y y' se Uaman cjcs principalcs de la gráfica de 

la ecuación cuadrâtica (10). ♦ 


Se puedc usar el tcorema 1 para identificar tres secciones cónicas importantcs. 
Rccuerde que las ccuacioncs cstándar de un círculo. elipsc e hipérbola son 


Circulo: 

Flipse: 


Hipérhola: 


t v 

■V + \~ = i- 



l «r h z 


112 ) 

( 13 ) 

( 14 ) 


( 15 ) 


Idcnlificación dc una hipcrbola Idcntifique la scccîón cónica cuya ecuacion es 

.ir - 4.yy + 3.t 2 - 6 (l ft ) 

F.n cl ejemplo I se encontrô que esto sc puede cscribir como (2 ■ V5 U •' + (2 + v5 )v'- 
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EJEMPLO 3 


Solución 


•> . U.HÌflt, Mi ■ I ir L j. 589 


6/(2 + \ S ) 6 (\' 5 - 2 ) 

Hsta es la ecuación (15) con a- V6 (2 ■*■ \5) «= 1.19 y b - \'6 (\5 - 2) * 5.04. Cumu 


O 


V10 - 2 \'5 


2 

-I + v5 


'V 8 ] 


y det y = 1. se tiene. usando cl problema 36 \ el hccho de que 2 y I - . > son positivos, 

-l 

cos 0 = — ~ = = 0.85065 

VIO 2V5 

P.ntonces 0 csta en el primer cuadmnte, \ usnndo una calculadora. se encuentra que 
® ' 0 5536 rad - 31.7 1 Por lo lanto. (16) es la ecuación de una hipdrbola estándar rotada 
un ánuulo de 31.7" (vca la figura 6.1). 


> 



t'na clipsc Idcntifique la secciòn conica cuya ecuaciôn es 

&r-2ry-t-5r=4 


(17) 


Pn este caso A = ‘ | L los valores propios de A son À, = t y >., - 6 y dos \ ectores 

• / I V í I v’ì í 1 v’ I/s/tÌ 

propios ortonormalcs son \ , = A y v*= ,=■ . Entonces O = ' “ ~ t 

\l/\- ‘ L-I/V2 v [\ V2 -I \'2 
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Antcs de coniinuar. dcbc obscrvarsc quc dct Q - I. l‘ara quc U sca una matriz dc 
rotación cs nccesario quc dct Q ~ 1. tsto sc logra lácilmentc invirticndo los vcctores 

( l/yï) _ I &\ í I/V2 ÌW2V 
propios. Asi. sc hacc >., 6. >. ; - 4. v, - | ( j. v 2 - , ^ ^ \ 

ahora det Q = l. Fntonccs O = ^ 'J y (17) se pucde exprcsar cotno Dv v 4 o 


(úr ,J + 4.v' 2 =4 (18) 

donde 

(V f.v'l _ íl/v r 2 -1AÍ2Yrl = í l/vTï - l.-2,ì 
\y) ^ [vj l v l/V2 I/V2 JvJ I t/\'2r+ I \2,J 

Rescribicndo (18). sc obtiene x' : /(i) ► v'*/l = 1. que es la ccuaciôn (13) con u = y 
b ^ l. Más nún. como l/\*2 0 y -1/\2<0. dcl problema 36. se liene 

0 - - cos-'t I 'ìì) = 2it • n/4 = 7n/4 = 315°. Por lo tanto (17) es la ccuación dc una 

elipsc cstándar rotada un ângulo de 315 c “(o 45 p cn el sentido dc las maneciltas del rcloj). 
(Vea ta figura 6.2.) 


V 



I isura 6.2 l.n clipse 5a' 2xy - 5i- 4 




♦ 


E|bMPLO 4 l'na sección cónica degenerada Identifìque 1a sccción cónica cuya ecuaciòn es 

-5r+ 2r,- 5.V 2 = 4 (19) 

Solución Haciendo relerencia al ejemplo 3. la ecuación (I‘>) se puede \olver a cscribir como 

- 6 x ’* - 4,' 2 <= 4 ( 20 ) 

Como para cualesquiera nûmeros reales x' y t'. 6x' : 4t (). >e vc que m> cxi'.ten 
númcros realcs x y , quc satisfagan (19). La sección cónica dcfìnida por < 19) se llama 

sccción cónica dcgcncrada. * 
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hJxislo una mancra scncilla de identificar la sccción cónica detinida por 

axr + bxy + cy ;2 = (l (21) 

l ' h ~ j. cntonces la ccuación caracterfstica dc A es 

V - (a + c)>. + (ac - A^/4) = 0 = (X - â.,)(à. X,) 

hsto signilica quc X,À : = ac - f>~/4. I’cro como sc ha visto. la ccuación (21) sc puede 
volvcr a escribir como 

X,x' J + X 3 / 3 =rf (22) 

Si X| y ).* tienen el mismo sígno. cntonccs (21) definc una elipse (o un circulo) o una 
cónica degeneradacomo en los ejcmplos 3 y 4. Si , y tienen signo contrario.entonces 
< 21) es la ecuaciôn de una hipérbola (como en el ejemplo 2). Por lo tanto. se pucde prohar 
lo siguiente. 


TEORFMA 2 


Si/Í 



cntonces la ecuación cuadrática (21) es la ecuación de: 


L Una hipérbola si d* 0 v det A < 0. 

ii- Una elipsc, circulo o sccción cónica degenerada si </ * 0 y det A> 0. 
iii. Un par de rcctas o una sección cónica degenerada si <i * 0 v det A = 0. 

Iv. Si (J ~ 0. entonccs (2 lt cs la ecuación de dos rectas si det A * 0 y la ccuación de 
una sola rccta si det A = 0. 


Demostraciún Ya se demostró por qué sc cumplcn fl y «). í’ara dcmostrar la partc iii) suponga que 
det A = 0. fìntonces por cl teorema dc rcsumen (teorema 6.1.7), X = 0 cs un valor propio 
de 4 y laççuacic)n (22) sc lee X,x' 3 = d o X,/* » d. Si X,x' J = t/y <//X, > 0. entonces 
x[= ±Vc//X, es la ecuación de dos rectas en el plano rv. Si c//X, < 0. cntonces se tiene 
ac' 3 < 0 (que es imposible) v sc obtiene una cónica degenerada. Los inismas hechos se 
cumplen si X 3 y 0 = d. La parie rv) se deja como ejercicio (vea cl problenia 37). ♦ 


\ota. Kn el cjcmplo 2 se lcnia det A = ac - írl 4 = -1. Rn los cjemplos 3 \ 4 se tenia 
det .-I = 24. 

Los métodos que acaban de describirse se pueden usar para analizar las ccuaciones 
cuadráticas en inás de dos variables. Sc da un ejemplo a continuación. 


E|EMPLO 5 l n clipsnide Considerc la ecuación cuadrática 

5-v* • Svi + 5r 4.vr 1 tir * Ir = 100 
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5 4 2^ 


r - r ì 

Si .4 = 

4 5 2 

y v = 

.V . 




_ 


..-J 


V 


entonccs (23 ) sc puede escribir en Ut forma 


/v v= 100 


Del ejemplo 6.4.2. página 579. 6>'.-IC> D - 


I 0 
0 1 

0 0 

V 


0' 

0 

10 


donde 


Sea 


Q= 



v 


0 


-|/3\5 2'3 

-I3v2 2 3 
43^2 13 



M 

l ì 

' -i/vT ia^ o 

V 

v’ = 

y 

tt 

<*■ 

tl 

-1.3^2 -I3V5 I3v'2 

' 


~ j 

1 

k 23 23 13 

■V 

V 


(-!/V2)r + (l/V2)>* 

H I3\2 )* - (1 3 v2 ).v - (43 V2 ): 
(2 3)v + (23).v + (l 3U 


(24) 


r.ntonces. corno antcs, .1 = QDQ' > ,4' • v = QDQ'v v DQ'v ■ {/\ D\ v l’orio 
tanto.(24)sepuedcescribirentêrminosdelasnueva.s variablesx'. i .r' cotno/.V v = 
100. o sea. 

x’l +y J + lOz’ 1 » 100 (25) 


Hn I- ‘ la superficie dcfinida por (25) se llatna elipsotdc (vea la tìgura 6.3). 



I0r' : - 100 



100, quc sc puedc cscribir 
100 


♦ 


Fiuura (>.3 


Ii lorrru'. ruodrjln y n.-; n'inicâ' 593 


Lxisie una gran variedad desuperfìcicsdeircsdimensionesde la forma. /v \ -./. donde 
\ c I- . I sas superficies se llanian supiTfìcies cuadrálicas 

Se clerra esta seccion observando que las formas cuadráticas sc pueden definir cn 
icnninos de cualquier nûmcro de variahles, 


DEFINICIÓN 2 Forma cuadrática Sea v 


1 „ 11' i 




r x \ 

x \ 


K X V 


5 

y sea Á una mairiz simétrica de n x n. Entonces una 


forma cuadrática en x,. x^,.... x„ es una expresión de ia forma 




tt'iC #» 1 


^Jr|.x 2 .x n )=.Hlv • v 




(26) 


EJEMPLO 6 llna l'orma cuadrálica cn cuatro v ariahles Sea 


F.ntonce» 


A 


2 I 

1 -A 

2 6 


2 -2 

6 5 

7 -I 


v v = 


Av v = 


-2 5 - 

1 

’J 


f 2 1 



(*\ 

1 -4 

6 

5 

v. 

2 6 

7 

-1 

x. 

-2 5 

\ 

-1 

V 

V, 


—r. + 


2j> . - 2» 


r i “ 4v, + 6.V, ♦ 5 r. 
2r, + 6.r, + 7.r, - v 4 
- 2v, + 5v, - r, + 3vj 


v 


tx ' 


.r, 

r t 

K X *J 

V 

V, 

X, 

V, 


(después de simplificar) 


- 2xf - 2v,v, - .Jxt + 4v,.v, + I 2 xjï, 

+ 2x5 _ 4 x,x 4 + * Ovst 4 - 2vjïj + 3 rj 


EJFMPLO 7 l no matrfat simétrica que correspondc a una forniu cundrálica en cuulro \ ariahles 

Fncucnire In mairiz simêlrica A que corrcspondc a la forma cuadrática 
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Solución Si J (o„K cntonces. observando los cicniplos antcriorcs de esta sección. "c vc que 

cs cl coeficientc del tcmtino .rf y u, + o, t es el cocficientc del término v, v, C omo 4 es 
simétrica. o „= a n \ asi. o„ = a fl = - (coeficlentes dcl término r,.ty). Uniendo todo esto se 
obtiene 



l-T ì 3 9 


♦ 


PROBLEMAS 6.5 

Autoevaluación 

I. Si A es una matriz simétrica rcal con valores propios positivt», cntoocot. (v v = d • 0 
cs la ccuación dc 

a, una paràbola b. una dipsc c- una hipérbola 

d. dos rcctas e. ninguna de las anteriorcs 

II. Si A es una matri/ simctrica real con un valor propio positivo y otro ncgatrvo. cntonces 

A\ v - d > 0 es la ccuación dc 

a. una parúbola b. una clipse c. una hipérbola 

d. dos rcctas e. ninguna dc los antcriorcs 

III. Si/I es una matriz simétrica real con un valor propto posttivo y uno igual a cero, cntonces 
Av ■ v = d> 0 cs la ccuacidm de 

a. una parábola b. una clipse c. una hipérbola 

d. dos rcctas e. ningvma de las antcriorcs 

IV. SÌ A cs una mairt/ simctrica rcal con dos valorcs propios ncgativxts. cntonccs Av \ 
d > 0 cs la ccuución dc 

ii. una parabola b. una clipsc c. una hipérbola 

tL dos rcctas c. ninguna dc las antcriorcs 


En los problcmas I al 13 escriha 1a ccuación cuadrática cn la formu Iv v = ./t donde 1 es una 
matri/ simdtrica) s dimmc cl tcrmino n rotando los ejes un ungulo H Escriba la «uación cn 
tcrminos dc las nuc \ils variablcs e idemifiquc la seccìòn cónica obtcnida 


1. 

3.x* 

- -V ' 

-5-0 

2_ 

4.v : 

- 4 rv * y 1 = 9 

3. 

4v + 

4vt 

- r 9 

4. 

.n 

1 


5. 

iv ar, o 0 

6. 

4.t’ - 

lu 

- 3y + 2 

7i 

n - a; a ■ 

0 

8. 

r ♦ 

4.ty - 4 r - 6 0 

9. 

•u 

-X~ * 

2n 

*r-0 

10. 

2v : 

" XV ‘ 

>- = 4 

II. 

Sr 

- &rv • 5jr 36 

12. 

r - 

vn 

4 4>- 1 

13. 

(vr 

* 5.vt 

- 6r-7 = 0 









14. ^O'uáles son la tomia> posiblcs dc la gráfica dc o ' • b.n + i'.r’ 0? 


Respuestas a la autoevaluación 
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Hn los problcmas 15 al 18 escrîba la ('omia cuadratica en terminos dc las nue\ as s arinhlcs v'. i 
> - de maneraque no cstcn prcscntcs los términos dc productos cru/ados ( n. \:. vr). 
li ' - i 2çr- 2jÇ : : 16. it 4.u i . ;yg - 

17. 3.r' r 4.n - 2.v* + 4x; + 4— 18. jr - 2x\ - 2\' - 2tr • r 


lin los problcma5 19 al 21 cncucnlrc una matri/ simétrica I tal quc la forma cuadratica se pucda 
escribir en lu forma ,)\ \ 

19. xf + ’r,x. + n + 4.t,.t ) + fttjX, + .1»; + 7x,r 4 - Ir.r, . rj 

20 . t? - r; + vv,-,r..r 4 + «2 

21. .Itr - 7r,v- - lr; + j^t, - v.v, - - 1\ ,v 4 + jut, - Iv,.», - 6t| 

4 3r,t, - 5v,r< + v 4 r, - r; 

22. Suponga que para nlgún valor dc d diferente de ccro. Ifl gráfica dc ar + hxy c\ d es 
una hipcrbola. Demucstre que la grafica cs una hipêrbola para cualqmcr otro vâlor dc d 
difercntc de ccro 

2J. Dcmucsue que si a * c. cl termino xy cn la ecuacion cuadratica (I) sc climina rotando un 
angulo 0. si 0 cstá dado por cot 2fi = (<; - çyb. 

24. Dcmucstre quc si o - c en el problcma 23. etitonccs d tórmino r» sc elimina rotundo un 
ángulo rr/4 o un àngulo -a 4. 

*25. Suponga quc una rotacion convicrte a ar + hry cy en - •i'(r’»‘) - . u i 

Demuestrc quc 

a. a + c • a' 4* e’ b bí 2 - 4ac - h‘ : - 4«'c' 

•26. Sc dicc que una fomia cuadratica /■(r i / t.r,. r,.t.,i es pusiiiva drfinida si / \) > 0 

para toda x e I y / (.t) 0 si y sólo si .t 0. Demucstre quc / cs positiva dcfinida si > 

sólo si la matriz simétrica I asociuda a F ticnc valorcs propios positivos 

27. Sc dicc que una fomta cuadratica /•(*) es posiiiva scmidcfinnla si fi \ i 0 p.tra todo 
r 6 I Dcmucstrc quc / cs positiva semidefinida si y sólo si los valores propios dc la 
in.itri/ sintótrica asociada a /• son todos no negativos. 


Los delinicioncs de ncgativa dcfinidu v ncgatira scmidcfinida son las dcfiniciones cn los 
problcmas 26 v 27 sustituycndo i 0 por í 0. Una forma cuadrática cs inilrfiniila si no es de lo> 
iipos antcriorcs. F.n los problcmas 28 al 35 dctcrminc si la fomiu cuudrútica dada cs posìtiva 
dcfinida, posítiva semidefinida. ncgativa definida. ncgaiiva semidefinida o mdctinida 
28. 3.t- + 2r' 29. -3r - V 30. 3r-2.r 31. ,r + Ixy - 2r 

32. r-2yt +2r' 33. r-4.rt +3»+ 34. -.v’ • l.tt 3,t ’ 35. v’ • 2n - 2t- 

‘36. Sca (J - " unamatrizortogonal real con det (J I. Defina el númcrofi. |0, i; 

a. Si ii > 0 y i 0. cntonces fi - cus 'u (0 0 S a/2). 

h. Si <i > 0 y c < 0. entonccs 0 = 2a cos 'u (3a 2 - fl • 2*). 

c. Si« £ 0 y c > 0, entonces 0 » cos 'u (a/2 < fi n). 

d. SiasOyc- 0. cntonccs 0 2ît- cos 'ií (it 0: 3rr 2|, 

c. Si u I y c • 0. entonccs fl - ft, 

f. Si a -1 y r = ft. cntonccs U = n. 

I Aquí cos r € [0. nj para t e f-l, 11 ) Si se elige fi corno se describió. deimicstrc que 

() _ cos 0 -scn fi 

\scn (I cos 0 

http://harcoval.blogspot.com 


396 C.ip.tuli ' »1 tin>.nvilows, Cigemtft i. .rcs y >' ""’às can. inlcjs 


37. Dcmuestrc. usando la fórmula 1221. quc la ccuación 1 211 cs la ecuación dc dos rcctas cn el 
plano xy cuando d = () y dci I * 0. Si de« A~d = 0. dcmuestrc quc la ecuación 1 21 ) cs la 
ccuación de una sola recta. 

38. Sea. I la rcprcscntación niatricial simétrica de la ccuacion cuudránca 1 1) con d* <J. Senn 

\ >., los valorcs propios dc .1. Demucstre quc 11 i es la ccuación dc a) unn hipcrbola si 
>.,>,, o > b) un circulo, clipsc o sección cónica dcgencrada si >.,>., o, 


MATLAB 6.5 

Pnro cuda ecuación cuadràtica dada en los stguìcntcs problcmas: 

a. Eneucntre una matri/ simêtrica I tal que la cciiación sc pucda escribir COmo l\ \ d. 

b. Encucnue los valorcs y vcctorcs propios de ! formando |Q.I)] = ciul A). 

c. Si dct (Q) —I. ajustc U de mancra adccuada para que dcttŷ) = I [Consulte la 
prescntaciòn cn los ejcmplos 2 \ 3 dc csta sccción o la presentaciòn cn cl problemn 3ui 
dc MATLAB 6.4.11 Jsando la Q ajustada. cncuentrc cl àngulo dc rouclon ft. (Rccucrdc 
quc el comando acos de MATI.AB cncuentra cl coscno in\erso y cl comando atan 
cncucntra la tangentc in\ersadc un angulo. Se pucden con\ertir mcdidas cti mdiancs a 
grados multiplicnndo por 180, t. U variable pi cs parte dc lasdefinieioncs de M ATLAB 
y tienc cl valor it). 

d. Rcscriba la ccuación cn la fonna u'x'- + í >\\' : = dc iderrtifìquc el tipo dc sccciòn comca 
dcscrita por la ecuación. Verifique el rcsullado dcl (corcma 2. 

c. {Lápi: I papet) llsando el angulo dc rotación 0 y rescribicndo la ccuaeión dcl inciso 
d). bost|ueje la sección cònica descritu por lu ccuación original. En cl bosquejo indlquc 
la partc de la gcometrín dcl dibujo que se obticne con cl conocimiento de los valorcs 
propios. 

1 . Trabajc d problema 10. 

2. Trabajc cl problcma 8. 

3. Trabajecl problema 4. 

4. Trabsije el problemn 12. 


6.6 FORMA CANÓNICA DE JORDAN 

Como se ha vislo. las matrices dc n * n cotl n vectores propios linealmente inde 
pendientes se pucdei) cxpresar en una forma espccialmcnte scncilla mediante una 
transfonmación de semcjanza. Por fortuna. como ”la mayor partc de los polittomios 
tienen raices distintas. ”la mayor partc" de las matriccs tendràn valores propios 
distintos. Sin cmbargo. como se \erá en la sccción 6.7. las mairices que no son 
diagonali/ables (cs dccir. que no ticncn n vectores propios linealinenie independientcs) 
surgen en la práctica. F.n es(e caso. todavia es posible dctnostrar qtie la matri/ . 
semejante a otra. una matriz más sencilla. pero la nueva matriz no es diagonal y es más 
dificil obtener la matri/ de trunsfomnición ( 
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Matriz Ue hloques 
dc Jordan 


Matriz dc Jordan 


FJFMPLO 1 


'0 I 0 ... o' 

0 0 I ... 0 

ì •: •: : (D 

0 0 0 ... I 

,0 0 0 ... o ; 

Obscrve quc \ k es la tnatriz con unos arriba de la diagonal principal y ceros en otra parte. 
Pant un escalar dado /. se detine la matriz dc hloqucs dc Jortlan*’ B(/ ) |x>r 


BO.) = k/ + S t 


\ I 0 ... o o' 

0 X 1 ... 0 0 

• « • ♦ » 

00 ... i i 

0 0 ... 0 x ; 


( 2 ) 


Hs decir. B(\) es la matriz de k x k con el escalar X en la diagonal. unos arriba de la 
diagonal y ceros en otra parte. 


Snta. Se puede (v con trecuencia se hará) tener una matriz de hloques de .fordan de 
I x I. Esa matriz toma la forma B(\)-(\). 

Por último. una matriz dc Jordan ./tiene la forma 

^,(X,) 0 ... 0 

0 ••• 0 

^ - . . 

0 0 ... /? r (X,) 

donde cada fl/X ; ) es una matriz de bloques de Jordan. Entonces una nmtnz de Jnrdan 
e.v ima matriz quc tieru cit /a diagmal matrìces dc bbques dc Jordan \ ccros cn 
otra fx.vte. 


Trcs matriccs de Jordan I.os siguienies ejemplos son matriccs de Jordan. Los blo- 
ques dc Jordan se marcaron con lineas punteadas: 


(2 I 10 1 ) 

0 _2_J 0 

0 0,4 


ii. 


(-3 

1 0 

_0_ 

0 

— ~I 

0 

0 

1-3 

1 

0 1 

0 

0 

1 0 

-3 

»J 

0 

0 

Lo_ 

iJ _ 


0 

l 0 

0 

0 

0 1 

t 


t Ujunoda asi cn hunor dcl malcmaticn francív Camillc Jotdun (IK 3 S-I 922 , Ln. rc>ulladis cn cvtn ceccirtn 

i_.. i ,1 1 1 . . , 
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EJEMPLO 2 Malrices dc Jordan de 2 > 2 Las únicas matriccs de Jordan de 2 * 2 son 


En la primcra matriz los números v >.. pueden ser iguales. 


EJEMPLO 3 Mutrices dc .lordan de 3 ■ 3 Las ûnicas matriccs de Jordan de 3 < 3 son 


donde no es necesarío que >. : \ seun distintos. 


El siguiente resuitado es uno de los teoremas más importantcs en la teoría de 
matrices. Aunqucsu pmeba estâ t'ueru del alcancc de este libro.' se demostrarâ para el 
caso de 2-2 (vca el teorema 3>y se sugiere una demostración para el caso de 3 - 3 en 
el problema 19. 


TEOREMA 1 Sca A una inatriz real o compleja de n * n, Entonces exîste una matriz C compleja 
invcrtible de n x n tal quc 


C~ y AC ~J 


donde Jts una matrizde Jordan cuyos elementos cn la diagonal son los valores propios 
de A. Más aún. la matriz de Jordan J cs ûnica cxcepto por el ordcn cn cl que aparcccn 
los bloqucs de Jordan. ♦ 


Sota. La matriz cn cl teorema 1 no nccesita ser única 


t Vca la ckitkistr.ici.m vn < > HukhoíJ > S Macl aiie.-t Viínn ot Atgfbro, t J cJ Nueva Voik. Mucmillan. 
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DEFINICIÓN 1 


jfìy, pf ‘HMm, jj 

TEOREMA 2 


Sfìtti 2. La ûltima aflnnación dd tcorcma signillca, por cjcmplo. qnc si ,-í cs símilar a 




2 HO 0 0 0Ì 
- 0_2 [_ 0 _ 0 0 0 
0 ô, fl 0~[ 0 

0 0 i 0 3 1 j 0 
0 0 !_0_ 0 _3j 0 
00 00014 


entonces .4 tamhicn cs similar a 


3 

1 

0 

0 

0 

0 


ý 1 0 

0 

« 

« 


0 

3 

1 

1 0 

0 

0 


oT 2 

1 

> 

« 

0 

JL 

.« 

I 

L0_ 

0 

0 

V M = 

0 

0 

2 


tí 

J). 

0 

0 

0 

4 

Lo_ 

.0 


() 

~0 

« 

1 3 

1 

« 

0 

0 

o 

0 


1 


0 

II 

0 

1° 

3 

i 

1° 

0 

0 

0 

1 0 

-> 


0 

X 

(1 

0 

|0 

0 

3 

/ 


> a otras trcs matriccs de Jordan. Es dccir. los bloqucs dc Jordan reules pcrmanecen 
igtialcs pero el ordcn en el que están escritos pucde cambiar. 


Forma canónica dc Jordan 
nicn de Jordan dc/b 


La matriz J en cl teorema I se llama la forma canò- 


Ohscrvticifìn. Si A es diagonalizable. cntonces J - D - diag(>.,. .donde 

>.|. >.«.>.„ son los valores propios (no nccesanamentc distintos) de. J. Cada elemcnto 

en la diagonal es una matriz de bloques dc Jordan de 1 x I. 

Aliora se verá como calcular la forma canônica de Jordan dc cualquicr matriz de 
2 ■ 2.Si.-lticncdosvectorespropìoslincalmenteindepcndicntes.yasabenio'.quchacer. 
Por lo tanto, cl único caso de interes ocurre cuando .4 tiene sólo un vcctor propio >. de 
rnultiplicidad algcbraica2 y multiplicidad geomètrica I, Esdecir. scsuponeque.4 tiene 
un único vector propio independiente t correspondieinc a >. Lsto es: < 'nuii/uicr vector 
ifue no es un mùìupln Jc v t no es un vector propio. 


Suponga que A la matriz de 2 >-• 2 liene un valor propio >. dc multiplicidad algebmica 
2 y multiplicidad geomêtrica l. Sea v, un vector propio correspondiente a X. Entonces 
existe un vector v : que satLsfacc la ecuación 


(4) 
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Demostración 


Sca x e Ç a un vcctor fijo quc no es múltiplo de v, de manera que x no es un vector 
propio de A. Primero se demuestm que 

\\ -(A-\r)* (5) 

es un vector propio dc A. Esto es. debe demostrarsc que w = cv, para alguna constante 
c. Como w € C* y v, y x son linealmente indepcndientcs, existen constantes c ( y c 2 
tales quc 

w = CjV| + c*jX (6) 

Para demostrar que w es un vcctor propio de A debe demostrarsc que c 2 «*■ 0. De (5) y 
(6) se encuentra que 

(A - X/)x - c,v, + CjX (7) 

Sea B = A - (X + cýl. lintonces de (7) 

Bx = [A - (A. + e,)/]x = c,v, (8) 

Si se suponc que c 2 * 0. entonces X + c 2 * X y X + c 2 no es un valor propio dc A (ya 

quc Xcsel único valor propio de A ). Así, det B ~ det \A -(?. + ts)/] * tí. lo quc significa 

que B es invcrtible. Por lo tanto. (8) se puede escribir como 

x = r'c |V| =<t,r'v, (9) 

Entonces multiplicando ambos lados de (9) por X, se licne 

?.x = ÌriJf'vj * s e,fl -, X.V| * c^/T'/lv, (10) 

Pero B ~ A - (X + c 2 )/, de manera que 

A = B + (?„ + c 2 )l ‘ (11) 

Al insertar (11) en (10) se obtiene 

Xx= c^rTit + ÍX+e,)/]v, 

= c,[/ + (X + c,)r',]v, 

= c,v, +(X + e 2 )c,fi" , v, (12) 

Pero usando (9). c,r *v, = x dc manera que (12) sc conviertc cn 

Xx = f t V| + (X + c 2 )x - c,v, + cnx + >.x 
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DEFINICIÓN 2 


EJEMPIO 4 




(13) 


1° t l u<; hace qucr, »c a « 0. Esto contradice 
0 y por (6), w cs un múltiplo dc v, |x>r lo 
>io dc ,*f. Más aún, w»(| ya que si w = 0, entonces (5) 
do A. Por lo tanto, c, * 0. Sea 


[1’,1'f ! i',1 iii 

< ilìl 11' liìi'i'i 'i 

Entonccs </l - ll)v 2 - (l/c,K-f - >./)s - (l/c,)w =, v,. Esto prueba el teorema. 



lUlHIILtlllll 


\cctor proplo gcnenilizado Sea A una mntriz de 2 x 2 con un solo valor propio JL 
quetienemultïp'icidad gcométnca I. Sea v, un vcctor propio de A. Entonces el vector 

vj dcfìnido por {A ~JU)v 2 - v, se llama vcctor propio gencralizado dc A correspon- 
diente al valor propjo 


N’cctor propiu gcncraiizado Sea.-I 


- 2 ) 
* - 5 . 


. I a ecuación carecteristica de i es ' 


+ 1 ^ + * ’ (1, d e manera que >. —I es un valor propio de multiplicidad 

algebraica 2. Fntonces 


(A-X/)v=(A + /ïi = 4 ~ 2 
8 -4 


• r * -|0 

x , “ 0 


Esio lleva al vector propio ', - [ No existe otn> vector pn>pio linealmcnte inde- 
pendiente. Para encontrur un vcctor propio geix-ralizado v, se calcula (A +/)\ ■ v 0 

4 x, i /i\ * ' 1 


(; 


4 -2 
8 -4 


J\ X 2> 


-! t I. lo que da el sistcma 


4.v, - 2r, = I 
8v, - 4.r> - 2 


La scgunda ecuacion es cl doble de la primcra. por lo que .v : se puedc elegir arbilraria- 

meniey r, =(1 + 2v : i 4 Por lo tanto, unn clección posibie para v-, cs v - : 

- 0 ♦ 


La razon para encontrar vectores propios generalizados esta dada en el siguiente 
teorema. 
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TEOREMA 3 Suponga quc A, X, v, y v ; cstán dcfinidos como en cl tcorema 2 y sca C la matri/.cuyas 
columnas son v, y v 2 . Entonces C~ X AC = J. dondc J 

Jordan de A. 

Demostración Como v, y v 2 son lincalmcntc indcpendientcs, sc vc quc C cs invertîblc. Dcspucs se 
observa quc AC*A{ v,, v ; ) - (Av t ,Avý=(Xv t ,Av z ). Pero de la ecuacuSn (4), ,Jv 2 =v, 

+ À.v 2 de manera que AC = (Xv,. 


es la forma canònica de 


(Xv,. v, + Xvi). 

Entonccs AC = CJ, lo que significa quc C 'AC =./ y el tcoretna qucda probado. ♦ 


EJEMPLO 5 Fnrma canónica dc Jnrdan dc una matriz dc 2 x 2 En el ejemplo 4. v. 


F.ntonces ( 


El metodo descríto se puede generalizar para obtener la fonna canónica de Jordan 
de cualquier matriz. F.sto no se hará. pcro se sugiere una generalización en el problemu 
19. Aunquc no sc demostrarâ este hecho. sicmpre es posible determinar el núinero de 
unos arriba de la diagonal en la formu canónica de Jordan de una matriz.-í de n x»». Sea 
un valor propio de .4 con multiplicidad algebraica r, y multiplicidad gcomctríca >,. Si 
X|, >.j,.... >. t son los valores propios de A. entonccs 


Nûmero de unos arriba de la diagonal 
de la forma canonica de Jordan de A 

- (r, - .v, ) + (r 2 ~ s 2 ) + ■■■ +(r k - sj 


Si se conoce lu ecuaeiôn caraclerislica de una mntriz .1. entonces se puedcn 
dctcrminar las posibles fortnas canónicas dc Jordan de .1. 


EJEMPLO (> Determinación de las posiblcs fornias canónicas de .lordan de una ntatriz de 4 4 

con ccuación carncterística datla Si cl polinomio caractcristico de A es (/. - 2)-’ 
(X + 3). entonces las posíbtes formas canònicas de Jordan de A son 
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PROBLEMAS 


'2 

0 

(I 

o' 


2 

1 

0 

o' 


2 

1 

0 

o' 

0 

2 

0 

0 


0 

•> 

0 

0 


0 

2 

1 

0 

<' 

0 

2 

0 


0 

0 


0 

« 

0 

0 

1 

0 

0 

\ 

0 

0 

-3 


0 

0 

0 

-3 


0 

0 

0 

-3 

/ 


c> ctialqmcr maln/ oblcnida rearrcglando los bloqucs dc Jordon cn,/. I a primera mairi/ 
corrcspondc a una rnulliplicidad gcomctrica de 3 (para - 2); la segunda corresponde 
a una muliiplicidad gcomêtrica de 2. \ la tcrccra a una multiplicidad geomdtrica de I 


6.6 


Autoevaluación 

. .. .... . . 


I. ^Cuál de las siguicntcs no es una matriz dc Jordan? 



tii' | ìlii|! í ii t' i' 


d. 


(ì 0 Q) 
0 4 I) 
0 (I 5 


x 2 quc licne cl valorpra pio 2 y vectoc propio corrcs- 
la ecuación (A - 2 J)x> - v,. 
iìo carnetcristico cs <i. - 2>*' tal quc 
es un vector propio dc ,4. «xtstc un 


Kn l>>> problcnias I al 14 detcrmine si la inatri/ dada cs una mntri/ de Jordan 




4. 


I o 0' 
0 3 I 
0 Û 3 



.3 

1 

0' 

'3 

1 

o 1 


5. 

0 

3 

1 

6. U 

3 

1 



0 

0 

3, 

0 

0 

“t 

J 






(\ 

0 

0 

<1 


1 

1 

II 

0 

■» 

1 

0 


II 

1 

1 

10. II 

II 

2 

1 


0 

0 

1 

« 

(1 

0 

2 





lo 

0 

ii 

0 


1 (10 


II 3 1 

8. 

0 0 4 

\ > 

\ 


0 


1 

0 

0 


0 

(1 


(1 

1 

2 

0 

1) 

(1 

II . 

0 

0 

1 

2 

0 

0 


0 

0 

0 

ï 

0 

2 


o 

0 

0 

1) 

1 


I «'l 
3 I 

0 3 


Rospuestas a la autoevaluación 
l.h II. V III. F IV. V 
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Opitubti Eigcnv4l<H»*> elgenVetbrcs v btma» canAntcM 


r 2 

n 

0 

0 

o' 


fn 

0 

0 

(1 

0 


r u 

1 

0 

0 

0) 

0 

3 

1 

0 

0 


0 

b 

() 

0 

0 


0 

a 

0 

0 

n 

o 

0 

3 

0 

0 

13. 

0 

0 

c 

0 

0 

14. 

0 

(> 

c 

1 

0 

0 

0 

" 

5 

1 


0 

0 

0 

d 

0 


0 

0 

(> 

e 

i 

0 

0 

<1 

0 

5 


l» 

0 

0 

0 



1) 

p 

0 

0 



En los problcmas 15 al 18 cncucntrc una mtilti/ invertiblc C que transformc la matriz dc 2 « 2 a 
su forma canónica de Jordan. 



*I9. Sca I una matri/ dc 3 « 3. Suponga quc >. es un valor propìo de I con multiplicidad 
nlgcbraica 3 \ multiplicidad gcomêtrica I y sca v cl vector propio comspondiente 

a. Demucstrc quc eviste una solución. v : . al sistema í.l - — v, Utl quc v, \ v. son 

linealmcnte independicntcs. 

b. Con v. dcfinido cn el inciso a>, dcmuestre quc eviste una solución. v v al sistema 
( I - >./>v - v. tal que v,. v ; v v, son líncalmcntc indcpcndicntes. 

c. Dcmuestre quc si (' cs una matríz cuyas columnas son v,. v, y v cntonccs 


r-'.-tc' 


>. I o' 
0 >. I 
(<> 0 >. ; 


20. 


21 . 


22 . 


23. 

*24. 

25. 


Apliquc el procedlmiento dcscrìto en cl prnblema 19 para reducir la mntri/ I 
mcdiante una transformación dc semejanza a su forma canònìca de Jordan. 


-2 I 0 
-2 1 -1 
-I I -2 


Haga lo mismo para. I 


-1 —2 -I 
-I -I -I 
2 3 2 


-I -18 -7' 
I -13 -4 
-I 25 8 


Haga lo mismo para. I = 
i na inatru I dc » x n es nilpotente si evíste un entcro < tul que T 0 Si k e« cl cntero 


màs pcqucfiode estc tipo. cntouccs k se llamn indice de nilputencia dc I Demucstre quc 
si k cs cl indice de nilpotcncia de 4 y si m i k, cntonces T' - 0. 

Sea .V la matriz definida por la ccuación 1 1) Dcmucstrc que V, cs nilpoteme con indice 
de nilpntcncia k 

Escnba todas las matriccs de Jordan dc t • 4 posibles 


F.n los problemas 26 al 31 csla dado cl polinomio caracterlsrico dc una tnairi/ .1. Escriba todas 
las posiblcs fonnas canómcns dc Jordán dc I. 

26. (Â ♦ I (•*(>.-2) 1 27. <>.- 3l’(>- * 4l 28. 

29. <>.-4)’(>.-3H 30. (>.-6H>. * 7) 4 31. (X+7) 1 

32. 1‘sando la forma canònica de Jordan. demucstrc que para cualqutcr malri/ I dc » « ». det 

i , , i ,donde /X, soo iosvalorespropiosdc i 
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MATLAB 6.6 

I. a. Sca i 1 ./( 1 , doncJe C \ / estan dados enscguida 


'2 

ii 

0 

0 


1 


2 

-!Ì 

o 

2 

0 

0 

C- 

1 

3 

5 

3 | 

» 

' 

3 

1 

2 

4 

3 

0 | 

[o 

0 

0 

V 


1 

3 

3 

. 


i. VcriHquc quc las culumnas I > 2 dc i >on los vecturcs propios dc I cun valor 
prupio/. 2. n.'tilicc la matriz. ( 2/). 

ii. Vcritîque quc la columna ì dc ( cs un vcctor propio dc I con \ .ilor prupio p = 3. 
< I sc la malri/ | - 5/.) Vcriliquc que la columno 4 dc ( no e\ un vector propiu de 

l con valor propio m ' pero que i l-3/l veccs la columna 4 cs un vector propíu; 
csdccir. verifiquequc I 4- 3/j-(columiu4t = it Lacolumna4 dcTsc llama vcctor 
prupio ecncralizado para. I con valor propio u 3 

iii. Repita pani otra tnatriz inverlible C de 4 ■ 4. 1 1 sc In misma J. \ 
i\. [Iupiz i pufvl) Lxpliqucporquésc pucdedccir quc /. = 2es un valor pmpio de 
l con multiplicidad algchraica 2 y multiplicidad gcomêlrica 3 > que >i = j es un 
va'or propio dc i con multtplicidad olgcbraica 2 v nuiltiplicidad gcomítrica I 

b. Pan» la Jqucsiguc y lamatrizí'dadacn cl inciso a), fonnc t = CJ< 

3 10 0’ 

.0310 
0 0 3 0 
L 0 0 0 3, 

Para í = 1.4. sea e t la t-csima columna dc í 

i. Yeriftqucquc(.4 - 3/ie, -O.t 4-3/*.=<U4 - 3/^-Oyt I-3/fc 4 -0.^Cuálcs 
dc Ins columnas de C son vectores proptos dc 4' 1 ^Cualcs de las columnas de t 
son vectorcs propios gcncraliz 3 dos de .4? 

ii. Rcpita para otra malri/ invertiblc (* de 4 * 4 

iii. I lúpi: y papt-h F vpliquc por que sc pucde decir que / 3 es un valor propio de 

I con multiplicidad algcbraica 4 y multiplicidad gcométrica 2. 

c. Formc A = CJC'. donde C cs la matri/ dada en cl inciso n) y J a la nutri/ quc siguc 

'2 I 0 0' 

, 0 2 0 0 
0 0 3 1 
,0 0 0 3, 

i. C on ba.sc cn cl patrón obscrvado en los mcisos a) y b). detemnne qué columnas de 
( son vectorcs propiosde. I y cuàles son vectorcs propiosgeneralizadus. Vcrifiquc 
mis respucstas niostrando quc los produclos adccuados son ccto, 

ii. Repita para otra matriz ( 

iii. i l.ùpizypapel i Que pucdc decir sobrc ias multiplicidadcs algcbratca v gcumctrica 
dc los valorcs propios dc 4? /ustifique su rcspucst;». 

2. (jencrc una matri/ mvcrtiblc (’ dc 5 • 5. Forme una rnntri/ .1 tal quc / 2 >eu un valor 

propio de I con multiplicidad alçcbraica 2 y multiplicidad geomctricn I. donde las 
columnas I y 2 dc( son los vectores propios o los vcctores propiosgeneralizndos asodndos 
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con >. - 2; m ~ 4 cs un \;ilnr propio pura I con multiplicidad algcbraica 3 v multiplicidad 
gcométríca 1. donde las columnus 3 a < dc 3 sor» \ ectorcs propios o vectores propios 
ccncrali/ados asociados con p = 4 Exptiquc su procedimicnlo \erilique su respucsta final 
para. I mostrnndo que los productos perunemes son ccro 


6.7 UNA APLICACIÓN IMPORTANTE: FORMA MATRICIAL 
DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

Suponga quc .v = /(/) reprcscnta alguna cantidad fisieu como el volutnen dc una 
sustanciu, la población de eiertas espeeies, la masti tle una sustancia radiactiva en 
decaimiento o cl nûmero de dólarcs invcrtidos en aecioncs. Entonces la tasa de 
crccimienlo de f U) está dada por su dcrivada t\i) ~ Jx.Ji. Si f(l) crcce a una tasa 
constante. cntonces dxhlt = k y x-kt + C: cs decir, .v ~f(i )cs una fïmción de una recia. 

Con frccuencia es más intcresantc y más apropiado considerar la tasa rclativ a dc 
crccimiento deftnida por 


Tasa rclntivu _ tamaflo rea l dc crceim iento t\D _ a'(/> 
de crecimiento tamaflo de f (i) /(/) r</) 


Si la tasa relativa de crccimicnto es constante. entonccs sc tiene 

^ = a (2) 

xit ) 

u 

,v'(r) = ax</) 

Ecuación La ecuación (3) sc llania ccuación difcrcncial porquc es una ecuación que incluye 
difercncial una derivada. No es ditlcil demostrar que las ûnicas solucioncs a (31 son de la forma 

,r(/) = ce* * (4) 

Valor inicial donde c es unaconstantc arbitraria. Sin cmbargo. si r(/1represcnta alguna eantidad tisica. 

la práctica usual es espccificnr un valor inicial x ~ v(0) de la cantidad. Después. al 
sustituir r - 0 en (4) sc ticnc v 0 - v<0) = cc" = c. o sca. 

xV) = x„e"' ( 5 ) 

l.a función xil) dada por (5) cs la solueiôn única a (3) que satíslace la condiciòn inicial 
v(0) = .V u . 

I.a ecuacidn i3l surge en muchas aplieacioncs interesantcs. Sin duda. atgunas se 
encuentran en los líbros de câlculo -cn cl capitulo que iniroduce la función cxponencial 
F.n esta sección se considera la gcneralización de la ecuación (3 1 . 
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Functón veclnrial 


F. 1 ) el niodelo anicrior se husca una función desconocida. Con frecuencia ocurrc quc 
existcn varias funciones ligadas por \arias ecuaciones difercnciales. Más ndelantc sc 
darân cjcmplos. Considcre el sigulente sislcma de n ccuaciones difcrencinles con // 
funciones desconocidas: 


+ Ci, : .r : (/) + • • • + «,„.v (I (/) 

»((/) = u : , v,(/) - a 2: x : (r) + • - a^xjit) 

• • • « 

I î * • 

= t/„, + a, c x ,(/) + • • • + a, m xjn 


( 6 ) 


donde las caniidades a, t son números rcales. Hl sistema (6) se llama sistcma de 
ccuacioncs dirercnciales lincalcs dc primerordcn de« • ;/. El tcmtino “primerorden'" 
significa que sôlo ocurrcn derivndas dc primer orden cn cl sistema. 

Ahora sca 

fx,(/) s , 


l-MOj 

En estc caso. x(t) se llama funciôn vcctorial. Se dclìne 


x’(0 = 


'xiïn' 

.»;</) 

v,;<o 


F.ntonces si sc defìne la matiz de // k n 


\ 


a lì 

«t: 

«1» 

(, 3I 


•** <h» 




v ^«1 

a »2 

' ’ ' a m. 


El sislcma (6) sc pucdc escríbir como 


*'(/> = íx(/) 


(7) 


Observe que la ecuación (7) es casi idéntica a la ecuaciôn (3). La únicadiferencia es quc 
ahora se tienc una función vectorial y una matriz micntras que antes se tcnía un funciòn 
"escalar”\ unnùmero(matrizdc I x |). 

Para resolvcr la ecuación (7) sc puede csperar quc la solución tenga la forma c 
I’ero { ‘,qué signitica e Se rcspondcrâ a e$ta pregunta enscguida. Primcro, rccucrdc la 
expansión en serie de la función é: 


/- / 1 

I +/ + rr + TT- 
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Esta serie converge para todo nùmcro real l. Entonces para cualquicr numero real a 

^., +M+ !s£ + i2£,i2lî + ... w 


mttiau 




4 

DEFINICIÓN 1 La matrtae* Sea A una inalriz de « x n con elcmentos realcs (o complejos). 
Entonces e* es una matriz dc n * n defìnida por 



SHPiHII 




iiitt' 'V 1 , 1 1 1 i'uV , ' ì ,i'ii ■ ii i 1 .' ! ,i ; Vv 1 .V ' 1 1 .1' Miii'riU 

A * 

A* A* 


c -/-*•/! + 2 , 

+ 3! + 4! + 

= X ÎT 



l»0 





iHi'i'iiiiliilil i' * í 


( 10 ) 


Observación. No es dilìcil demostrar que la scric dc inatrices en la ecuación (10) 
converge para toda matri/ I. pero haccrlo nos llevaria dcnmsíado lcjos. Sin emhargo. 
sc pueden dar indicacioncs de por qué es asi. Primcro sc defme \A\, como la suma de los 
Nurma de una valores absolutos de las componentes en el renglón /'de A. Después se detine la norma 
matriz dc A. denotada por (/!!, como 

(.41 = niáx (11) 


se pucdc demostrar que 

|.4J3| < |/I| |5| (12) 


y quc 


14 + /)| l Ml + 1^1 

Dcspués usando (12) y (13) en (10) sc obtiene 


k 'I s l + M' 


Tl 




3! 4! 


(•3) 


Puesto que L-l| cs un numero real. t ' es linito.Esto muestraquc laseriecn( 10)converge 
pura cualquier matriz .4. 

Ahora se vcrá la utilidad dc la serie en la ccuación (10). 
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DEFINICIÓN 2 


EJEMPLO 1 
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Para cuatqii^r vcctor constante c, j^r) = e M t es una soluciôn a (7). Más aún. la solución 
de (7) dada por x(/) - satisface x(0) n 

Se calcula, usando ( 10 ); 

*(/)» e A 'c «=p + ^* A 2 — + A*— + ... jc 
Pero como .1 es una matriz constame. se tiene 


(14) 


(b *! ch k\ k\ i( 


A*l* ■ 1 


Entonccs combmando (14>y (15). se obtiene (ya que c es un vector constante) 

ï'(/> = ~ 4 'c = <|/ + A, + + ^ + ...jc« Ae^e = .4x(/) 

Por último. como e A 0 ^ e ° = t.sc tiene 

*(0) = «r' 4 °tío “ /*t> = Xo 


(15) 


Matriz solución principal 

sistcma x' ~Ax. 

Lamatrizí* j<l 

r se llam 

a la matriz solución principal dcl 


fodavia queda un problcma importante (y obvio): ^cómo se calcula e 
practica? Primero se darán dos ejemplos. 


" de manera 


Cálculodec •'cuando/t csuna matrîzdiaRonal Sea. l - 0 


f' ® 



(\ 

0 

o' 


1 0 

0' 

0 2- 

0, 

A 3 = 

0 

2’ 

0 

. A m = 

0 2 m 

0 

0 0 

3-J 


0 

0 



.0 0 

3» 


0 

■> 

0 


oj 

0 


Emonccs A : = 




= / + . 4 / + 


At 


A't' 

3! 


' 

0 

0 

(/ 0 

°ì 

|« 

1 

(1 

+ 0 2/ 

0 

,0 

1 - 

0 

1, 

1,0 0 

3/J 
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% » 

• f 
0 0 




2ìíi 

■)! 


37 0 

2-V 

0 ir 

0 0 


0 

0 

3V 

3! 


r' 

1 +,+ 27 + 37 + 
0 

0 

\ 

V 0 0' 

0 e 2 * 0 

0 0 e y ’ 


i + < 2/ > + Hr + ^ïr + '' 


1 + (3/) *■ 


(3/) : (3/V' 


31 


3! 


EJEMPLO 2 Cálculo dc e AI cuando A cs una inatri/ de 2 x 2 quc no cs diaRonali/alilc Sca -t 

\ a * |. Entonces.como se verillca fácilmente. 

1 ° a ) 

■Hi % H°: : 'ï\ 


£i" mo’ 

0 ii" )' 


de manera que 


Ahora bien 


V v ~ ' r 

nt’. m! 

iir^O «•! 

m»0 


cr 'r _ , o¥ V/ 4 

y —:— = y-- /+ar + ~ 

m' i». _ i ii 2! 3! 


m» I 


m\ (m - I)! 

«1-1 


Asi 


, u'r ít'i 

V +u/+ ir + ir + “ j 


$ 
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Como lo ilustra e! cjemplo l.es sencillo calcular c %i. I es una malri/ diauonal hl 
cjemplo I muestra quc si D = diag /.... .. à„). entonccs 

ff ,h = diag (f'i'. c ,J ;'.<?'•') 

Çn el cjcmplo 2 se calculô c " para la malri/ .-1 en lu forma canonicn de Jordun 

, . a i,we cs, ° es rea,mcntc ,<x)o lo quc se necesita pura poder luiccrlo. como lo sumere 
el siguiente tcorema. 


Sea Jf la fomia cnnónica de Jordan de una matriz .-J y sea J = C'AC. Entonces .J = 

y i i ‘i ' 1 | 1 .1 • ' 1 ’’ 1 i'. ■ 'rii 1 ' ' 'i 'i ' 'i ' | ' 

e At = 

] <16, 

Primcro se observa que 

1 i l 1 , ' , ,‘l m ii' Im''v , \ i'l 1 i' , ; ;'| it 


a h = (cjc'r *» (cjc-'xcjc 

'')-(CJC') 


Sigue entonccs que 


CHC~'C)J(C-'C)J(C'"'C)- ■ (C'CVC-' 
"CSC* 


(Aty^cxjirc' 


Asi 

: 'I ' * 


? a 1 + + V 1 * - = CIC' + C(Ji)C' + c¥g-c ' + 




2 ! 

I«lli 


(17) 


MIRIinHn’.lì “ l\li u.1 1 i, 'iHil' 


EJ teorema 2 dice que para calcular r " en realidad sólo se necesita calcular e". 
C uando./ es diagonal (como ocurre con frecuencia). emonccs sc sube còmo calcular 

<' Si .1 es una malnz de 2 « 2 que no es dingonaJizable, entonces./ - f ' 1 v e " = 

( c\ lû ll* 

j n como sc calculó en el ejcmplo 2. De hecho. no cs diíìcil calculur e" cuando 

./cs una matnz de Jordan. Primero es necesario calculart*'" para una matri/ de bloqucs 
*' ° ° rJan 1 20al:: 
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Ahora sc aplicarnn lo> cálculos a un modelo hiolôgico sencillo de erecimiento dc 
poblaciôn. Suponga que cn un ecosistema cxisten dos especies qtie interactûan S , > S y 
Sc dcnotan las poblaciones de las cspccics en el tiempo / por.td/) > tq/). I 'n sistema 
que gobiema cl crecimiento relativo dc las dos especies es 

Tj(/)=5ux,(r) + /«Cí(rt (18) 

jrjí/) =ot,(/) + </.r ; (/l 

las constantcs a. h. < > J sc pueden intcrprctar de la siguiente manera: si las espccics 
compiten. cntonces es razonable tcncr h < 0 > c < 0. Csto sc cumplc porquc los 
increntcntos en la población de una cspecie disminuirán cl crccîmicnto dc la otra. L'n 
scgundo modelo es una relación dc dcpredador-presa. Si 5, cs la prcsa > .S' : cl dcprcdadoi 
(,Ç ; sc come a S ,). entonces cs razonable tener b < 0 y c > 0 > a quc un incrcmento en la 
cspccie depredadora causa un dccreincnto en la cspccic prcsa, inicntras que un incrc- 
mento en la espccic prcsa causará un incremcnto cn la espccie depredadom. (porque 
tcndrá más comida). Por último. en una rclación simbiótica (cada especie vivc de la 
otra). es posiblc quc sc tcnga h > 0 y c > 0. Por supucsto. las consiantcs a. h. c y J 
dependcn dc una gran variedad dc lactores incluycndo coinida dispomblc. temporada 
del ano, clima. líinitcs debidos a sobrcpohlación. otras cspccics cn compctencia. 
etcétcra. Dcbcmos analizar cuatro modclos difcrcntcs usando cl material dc csta seccîón 
Se supondrá que / se mide en ahos. 


EJEMPL0 3 Hn modclo compctitivo Considcrc clsistema 

vj(/) = 3v,(/) - v ; (/) 
r;(/) = -2r,(/) + lr : (/) 

Aqui un aumcnto cn la población de una especie cau-a una disminueión cn la tasa de 
crecimiento dc la otra. Suponga quc las poblacioncs inicialcs son v,(0) = 00 > v ; (0) = 
150. Lncuentre las poblaciones de ambas cspccics para / 0. 


( 3 _i3 

Solurión Seticne.l = | ^ , . Los valorcs propiosdc. I son Â = 1 y /.■ 4convector 

correspondientcs v, = 11 y v ; = | J | Entonces 

'■•ij ;i '■”-!; ’ U. 

e*=Cr*í“ *j] 

_V I 1] v -c') 

3\2 -I c"J 

_ \j -J - 2c 4 ' -c' + f 4 '] 

:A r 2J + 2e u -2 c'-c" 
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EJEMPLO 4 


Solución 


Por ûiiimo. la soluciôn al sistcma cstá dacia por 



^ j/-240í' - 30tf 4, ì _ ( SOr' * 10«.^ 
31-480^ + 30c 4 ' j { IftOc' - IOo" J 


Por cjcmplo. despitós de 6 mescs (/ - 7 ano). *,(/> = 80e' * + 10,• ; = 206 individuos. 
micntrasquc.td/) = I60e'• - 10e : * l l )Oindi\iduos. Dcmancramássignilìcaliva. I60e' 
in,- 1 ' - Oçoaodo iftj' 1 - e^o 16 -r"<' ît ~ tn 16 > r (tn 16)/3 * 2.77 ï « 0 92 Qflós 
- 11 mcscs, Asi. la segunda especie cstara eliminada dcspucs dc sólo 11 mcscs aunquc 
comenzó con una población mayor. En los problcmas 10 \ 11 se pide al lector que 
dcmuestrcque ningunapoblación seriacliminadasi,v ; (0) = Zr,(0) \ la primcra población 
qucdaria eliminada si r ; (0) > lrj(0>. ÍX’ esta manera. como va lo sabla Danvin, lu 
supcryivcncia en esle modclo simpliticado depcnde dc los tamanos relatìvos dc las 
cspccics cn competencia cuando la competencia comienza. ♦ 


l'n mudeln dc dcpredador-presa Se considcra el siguientc sistema cn cl quc la 
especie I es la prcsa y la especie 2 es el depredador: 

jr,*(í)= 2r,(r) - tq/) 

Encucntrc las poblacioncs dc las dos cspecies para / > 0 si las poblacioncs inicialcs son 
tj( 0 ) = 500 y v 40 ) = 100 . 


Fn este caso 

I 


-I 
cs v 


-I 

:aso .(" ■ 4 y cl único valor propio es ?i = 3 con un solo vector propio 

L na solución para la ecuación (.4 - 3/)% , = v, (vea el teorema 6.6.1. pâgina 600). 

'S = | * j. Entonces 

' H-i-D'-p 3 


Itjcl ejfHtrjJu 2 ' 


5 Mì;; 

-!) 

= e- v f j Of 2 "' = ( 
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Asi ia solución al sistcina es 

^ > -/ ^ /500 , , r f500 - 600/ 

x : (/)j ^ / I + /jl lool 1100 - 600/ 

F.s cvidente quc la espocie presa serâ diminada dcspués dc anos = 10 meses -aun 
cuando comen/ó con una población cinco vcccs rnayor que la especie depredadora. De 
hecho. es sencillo dcmostrar (vea el problcma 12) quc no importa qué tan erande sea la 
ventaja inicial de la cspccic prcsa. sicinpre será eliminada en mcnos de I arto. ♦ 


EIEMI’LO 5 Otrc» modeln de depredador-presa Considere el modelo dc dcpredador presa go- 
bemado por el sistcma 

•«;</)= -T,(/) + .V 2 (/) 

t : (/>- -*,{/)+ js(/) 

Si las poblaciones iniciales son .V|(0) = _ 1000. determine las poblaciones de las 

dos especies para / > 0. 

( ] |) 

Solución Aqui.4- con ecuación caracterislica 2Â.+2 = 0.raicescomplcjas>.| = I+/ 

V"l ') 

y k, = 1 - / y vcctorcs propios v, = 1 y v ; = f f .+ Entonces 

y 

0 i 

; 0 

Ahora por la tórmula dc Culcr (vca el apéndice 2). e“ - cos / + / sen /. Asi 


De ntanera similar. 


= e’e" = e'lcos / -+■ / scn /» 


e 11 ' M = t/e " = c'tcos / - / scn /) 


♦ Observc i|ue ).. > v, v,. C>to no dcbe sorptendef potuue ictun «I toull.ido dcl pti*blcmii 6 1.33. p.tçír.a 

5 ls U>s vultvrc.c M'Ti'ïs.dc lav tnalnccv rcalo ocuiren cn r-ir*.. ., fúugado» complcti» v vuv vcclnrcv pmpinil 
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EJfMPLO 6 


Soluciôn 


Entonces 


l’or último. 


_ j I cos r + / sen / () 

1 o cos / - < sen / j 

«_ c !, r -\ _ WI I j cos / + / scn / 0 I -í \ 

2^V 0 cos / - / scn / J I /1 

= I I ] cos / + / scn / —/ cos / - scn /ì 
2 / -/J cos /- / scn / / cos / - sen /1 

~Sl - cos 1 - icn / j _ cci$ / scn / j 
2^-2 sen / 2 cos / ‘ Uscn / cos /' 

\U) - t* 1, \(0)=e , í cos 1 scn ; ì 1000 = I000c'(cos / - scn /) 
(-scn/ cos/)jOO» " 1000 ,'(cos / - sen /) 


l,a espccic prcsa c> diminada cuando I000c'(cos / sen /) = 0 o cuando scn / - co> /. 
La primera soluciôn positisu de la última ccuación es / - k(4 0,7854 artos ' o.J meses, 


Modeln de cooperaciûn de ospecies (simbiosis) Consldcrc d modclo simhiòtico 
gohcmado por 


t;(/) = -ft,(/)+ ,v*4 / > 
•»;(/) = ;T|(/) :.ï : <n 


Ohservc quc cn cste modclo la pohlación dc cuda espccie aumcnla proporcionalmcnte 
a la pohlación dc la otra y disminuyc proporcionalmentc a su propia poblaciòn. Suportga 
qucx,(0) - 200 y r^0) = 500. Dctcrminc la población dc cada espccic para / 0. 


I.n cstc caso A 
corrcspondicntcs v. 


•M 

(!) ’"•(-!) 


con valores propios ). ( - 0 \ >._ = I y vcctores propios 
Bntonces 


r 2 1 

• 

- 2 |. 

7-D = í° ° 

(1 -IJ 


4 {-\ 2J 

0 -1 


**-(c i 
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PROBLEMAS 



1Í-24CMI * IfiOOc 'ì 

î| J200 S'" 

600 - JOOt’ ' 

300 + 200f' 


Observc quc <• ' -> 0 si / -» «. Eslo Mgnìtìea que con el tiempo. las dos espccies cn 
ciHiperación sc acercan a las poblaciones dc equilitirîo de 600 y 300. rcspcctivanicntc. 
Ninguna de las dos queda elitninada. ♦ 


6.7 


Autoevaluación 

1. Si C 'AC = D, cotonces «•* = 


vJi i nv- vuivuvva * 

a. b. C-'( ft C 

c. 

r'ii i.i 

d. 

e tV»r r '' 

II. Si D '[ j, entonces e tk ~ _ 

4K í â 



• ('ó' A) -• ('»”£) 

• K .*) 

d. 


III. Si./ = [‘ * ertonces e M = _ 

-• 



-(íi) -> ■(';;) 

„ f< 3 ' 

c- [ 0 <-'J 

d. 

J/r 1 ' r : ' j 

IV. Supongaque 






x’ = ax + by, *|0) = Xq 
/ = cx+(fy, 
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•- Liru Ofriicai'ûin -•"o-rianu- bmu matnd.v! Ul- *cu.„ , , ak> , fj17 


■1,1'ir. 


. (•> b\ 

qUC •' " [c dj > quc A 65 sirai,ar a marriz dingonul D. Entonc« cxis!c unn m«tm 


IKI| 


invcrtiblc C tai quc 


IJÏ 


«. Cc»d e 


•i0"j;wmwi 


1 p ’i íï' "• '''í í’ ì 

il' ' i'ïl' -M ||l: l l, i.|l' | II ||' 1 l' 




b. CrffC' * 

W 


C. C 


L " loh P ri, * ,lcmas I iil *> cncucntre la matriz Sûluciòn princip.il , 


■fs 1) 

* 1 : 


2. .1 


3 -1 


:) 

^ -h -;) 


uci iiMema \ i/) iMfi. 


3. .1 


h. I 


$ - 1 ) 
-fi:j 


7. I 


) «• A ~ 

1 1 -2 
-1 2 1 

9. .1 

4 <► fi 

1 1 2 
-1 -5 -2 

J 

0 1 -lj 



10. 


II. 


Fn d cjcmplo 3 dcmucstrc quc si d vector inicial * t 0, = j, doodc ,r cs una constoue. 
cntonces ambas poblacioncs crcccn a una tasa proporcional a c' 

S^2r*’ ’ W Sl '•' im »**>■ ‘ amca •> P'"~n P*hd*. M, 

,2 ' T-iftzv. sr ** '■ rrt ~" p ° bi “'°" * «*»*•»—. *-* 

, iri . Ir “ Jc "™e„ dinieta» IM» l s de ,1. d „„„ 

. dc a f U ;' pur ‘ 1 j Su P t ' n g a que d nuye agua al lanquc I a una tasa de 20 litros por minul.i 

i bSiloiS r ue 1 al r, que: ; unj - dc 30 p° r —^ k;,c 

i r rÍT<' i V rçrCS£ ' al ' (CSUh,CCIcndo «f-nHmcnl.rinn.m.cntras quc -0 
•tros sc despcrdician Encuentrc la cantidad de sal cn ambos tanqucs cn d ticmm r 

.2y «ran.^e, v , a cnmidad 

I na comumdad dc « md.v.duos csta expucsu a una enfcrmcdad fafecÌMat F.n d ticmno 
r I.; çomumdad sc div.de ctt grupos cl grupo I con poblacion ,,(/)cs cl an.po M.sccpnhbr 
el grupo 2 con una poblacitVn dc ,ar) c, cl gnipo dc mdiv.duos infcctados cn c,r.uí , ’ 

n„ tm™ P ís ri!lT. " * *í “ *" ** U « h * quc c <*" **■£ «« 
Ls rri/onahlc suponcrt » uc "rcialmcnle.,„(/)> , : ,/, so „ pequcflos cn comparacón 


14 


Rcspueslas a la nutoevaluación 
* C Fl. a íll.c iv. b 


!,'^^*”' r“i r‘r? >t r ,i>,T **‘ ,te,, ' ,< *.■»****•«». 
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con *,(/), Scnn n v (1 amstatUes positi\Tis; u dcnota la tasa a 1a que los uuiivtduos 
susceptiblcs seinfcctany |t la tasaa laquclos inilividuos infectados pasanal çrupo j Ln 
bucn modclo para la dispcrsion dc la cnfcrmcdad cstá dado por cl sistcma 

.»)(/) = - 114 ,( 0 )*, 
l;(/)= 114,(01*,- P *, 

.»;(/)= (i.tj 

ii. hscriba este sistcma cn la fomia \' l\ > cneuentre 1a solución cn tcmnnos dc *,<()), 
*,10) y *,(0). Obscrvc quc .*,(()) • .vdO) + 4,(0) n. 

b. Dcmuestrc quc si <»\(0) 8. cntonccs lu enfermcdad no producirá una epidentia. 

c. , Quc pasará si u *(0) |l? 

IS. Consídcrc la ccuaclón difercnclal dc segundu orden .*"(/) n'd) • /-.(/) = 0. 

a. llucicndo4,(/l «*(/) y *_,(/) \'</>. cscriba las ccuaciones anieriores coino un sîstenta 

dc pritncr ordcn cn la forma dc la ecuación (7). dondc I cs una matnz dc 2 - 2. 

It. Deinuestre quc la ecuación caractcristica dc .1 cs /.- - <// -b 0, 


Ln los problcmas 10 al I*) use cl resultndo dcl piobleina 15 para resolver la ecuación dada. 

16. .*" + 5.«‘ * 6.* = 0;.\(0) = I. «■(») = 0 

17. .v“ + 6*‘ + ‘í.*-tí;.T(tí)= l..*‘(0) = 2 

IS. *"+4i 0..*(()1 ()..«‘(0) I 

19. .*‘‘ - ,H‘ - 10* - 0; *|0) - 3. *‘(0) 2 

0 I 0' 

20. Sca.V. 0 0 I Deimiesirc que \ J 0, la m.tiri/ cero 

1° « ‘»J 

'l / 

21. Dcmucstrc quc c‘"< n t / . [Sw£crenart Hscriba la serie para c v 1 y utilice el 

(I 0 I 

V 4 

resul-tado del problenta 20.] 

'). I 0 ] fl / 

22. Scai) /. I Dcmucsirequcr < ‘ () I /[,Vu^c/v/k/íì .// /J/ + .V,/. Utilicc 


0 0 >. 


0 0 I 


el heclto dc quc c ‘ ' = c V' si . \H - fl.-l.] 

-2 I O'j 

23. l 'sando cl rcsultado del p/oblema 22, calculc < ". dundc I _ -2 1-1 [SngtcrcHcio 

» - 2 - 

Vea el problema 6.6.20. página 604,] 

-I -18 -7' 

24. C’alcule e donde.( I -13 -4 . 

-I 25 K 


25. ( alcule. ,dondc^ = 


>.100 

0 >. I 0 

(l 0 Ji I 

0 0 0 >. 
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f»19 


26. C'alcule c +, dondc .1 


'2100 
«200 
6 é i I 

,0 0 0 3 , 


í —4 i o nì 


27. Calculc t- 1 ', donde.l = 


0 -4 I 0 
0 0-4 0 

0 0 0 3 


6.8 UNA PERSPECTIVA DIFERENTE: LOS TEOREMAS DE CAYLEV- 
HAMILTON Y GERSHGORIN 

Cxisten niuchos resultados itileresantes sobre los valores propios de una matnz, Ln esta 
sección se estudiarân dos de ellos. Fl priuiero dice que cualquier matri/ 'atisface su 
propia ecuación caracteristica. lîl scgundo muestra como locali/ar. de inanera eenernl. 
los valores propìos de cualquier matriz. prácticamentc sin hacer câlculos 

Sea/K4r) = x" + a„ ,a" 1 - - + a,x + a, : , un polinomio y sen A una matriz cuadrada 

Entonces las potencias de A están delinidas y se defme 

p(A) = A” *a m , t A n '' + -- + a y 4 + a ( J (1) 


EJEMPLO 1 


Fvaluación de /HA ) Sea A 


■(■;;) 

s)*U :S)-(i :)■(': i) 


y p4x) = x* - 5.t - 3. Lntonces p(.-l i = ,-f- - 5,4 


I.a expresión (I) cs un polinomìo con coefìcietites cscalares definido para una 
matriz variable. Iambiên sc puede definir un polinomiocuyos coeficienles son matrices 
cuadradas de m ■ m por 

Qi>.) = B 0 + B ( \ + B*}+>-+BjJ' (2) 

Si .4 es una matriz del mismo tamafio que las matrices B. entonces se dcfine 

Q<4) = + fl, .4 + B : A' + • ■. + B n A” (3) 

Debe tenerse cuidado cn (3) va que las matrices no conmutan bajo la multiplicución. 


l 'l l ì | | | i !Via|l W^ WÌ BI IWIIIII 

TEOREMA 1 

k Ì'í'4;!Ì 

Demostración Si QQ.) estú dado por la ecuaciôn (2). cntanccs 

.... _ _■ ..■ 


„ 'ii 

Si P(\) y Q{'k) son polinomios en ta variablc escalar >. cuyos cocficientes de matriccs 
cuadradas y si PQ.) = Í>(>.K,4 - \f), entonces P(A )« 0. 








PQ.)=&t+B ì \+B£} + 

.1, Ui . . ' ■ l'., , ,|! . H ■> ili 



■ + BJJ’XA - U) 

Mu l iUiHlnw 'l'V.i luvf'Tty 


® i! ,1 "l'„» |I, I I 11 ', 1 1 ll B'li vm 

-m 
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- B 0 A + B)A\ + b 2 ax 2 + + b„a\- 

-J5 () X - Ô,X J - B 2 V - BJ ." 1 (■*) 

Entonces sustituyendo A en lugar de X cn (4), se obtiene 

P(A ) = B n A + B t A 2 + B 2 A 3 + * • • + B'A* 1 

-B 0 A - B y A 2 - B : A :1 - B m A~ 1 * 0 ♦ 


OhsiTvacitin. \'o se pucdc prohar este teorema sustituycndo > - A para obtener P(A i 
Ç){JM ./ fì. F.sto se debe a qne es posihlc encontrar polinoinios l'O i > (X> ) con 
coelicientes matriciales tales que FO.) = / , (X)tX>.) pcro 1{A ) * /’t oyt.l). (Vca el 
problcitia 17.) 

Ahora sc puede establecer el teorcma principal. 


TEOREMA 2 
Demostración 


Tcorcma dc Cayley-HamBtont Toda matrizcuadradasatisface su propia ecuación 
característica. Esdecir. si/^X) “0 es la ecuación caracteristicade.-î. entonccs/i(A) = 0. 

Se tiene 



a u - X 

CJ , 2 

a tu 

p{X )« dct {A ~ kl) 85 

a JI 

• 

012 ~X ••• 

1 " ' 

a 0n 
| • 



0,2 

~ X 


Es claro que cualquier cofactor dc (.*! - kf) es un polinomio en Asi, la adjunta de 
A - kl (vea la dcfmición 2.4.1, página 211) es una inatriz de n x n cn la que cada 
componcnte es ui) polinomio en X. Es dccir. 


adj (A - X/) = 


/>uW />»(*■) 
PíiO-) Pní%) 

• 1 « ^ 

P» j(>-> 


/>!»()>) 

Pbfa) 

Pm,Mj 


Esto significa quc se puede pcnsar en adj (A - X/) como en un polinomio. Ç)(\.), en X 
cuyos cocficientes son matriccs de n x n. Para entcnder esto, se vc lo siguientc: 

(-\ 2 - 2X + 1 2X J -7X-4Vf-l 2\ s f-2 -AJ I -*) 
l4X J + 5X-2 -3X 2 - X + 3J 1,4 -3J (5 -îj V~ 2 V 


t Rccîhe cl nuinbiv cn bonor ik Sir VVilliant Ritohh Uamitum v ArUtiif ('avlcv 1 182l-lS>>5) (vca lav párin*. M 
j 7<i) L a> lc' publío>cl ptitnef aiiuli>ivdc evtc famoso leortmaen 185X l’of >u portc. Itamllton Jcseubrxt qua. 
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LJFMPLO 2 || lIslrjcjón dc , teorcma dc Caylcy-HamiHon Sea .-J - 


I -I 4 
3 2 -I 

I -I 


Fn el cjemplo 


<>. 1.4. página 538. sc calculó la ccuación caractcristica K' - 2 > : - 5? + r> - u Ahora 
calcula 


A- = 


0 II 


A' = 


í?l -3 221 
29 4 |7 


13 -1 «J 





, 16 

3 

5 j 


'II 

“3 

22 


-12 

_2 

-2' 

- 5.4 i- 6/ - 

29 

4 

17 


-14 

0 

-22 


16 

3 

5 J 


t ‘ 6 

2 

-' 6 



f - 5 

5 -20 


6 0 0 

4* 

-15 

-10 5 

+ 

0 6 0 


-10 

-5 5 


0 0 6 


i 

^ / 


m 



'o 

0 0 - ' 



0 

0 0 



0 

0 0 




En algunas situac.ones cl teorema de Caylcy-Hamilton cs ûtil para calcular la 
mu-rsa de una matnz Si existc.-r' y #A) - 0. entonces A ' P IA , - 0. Para ilustrar esto. 
|X +••■ + «,>. + o fh cntonccs 

p(A ) - A n ~ci„. t A n ►. .. + lJt .4 + a j = 0 

>• 
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EJEMPLO 3 


Asi 



(6) 


Observe guc u (l * 0 porque a ( - dct -1 ( t) por qué?) y se supuso que .1 era invertible. 


Aplicación dd lcorema dc Cavlcy-Hamillon para calcular I 1 Sea A 


( \ -I 4' 
3 2-1 

k 2 I -I 


F.ntonces/j(Â.) - 2/.* - 5\ + 6 Aqui n = 3. a : = -2. = -5. a, - 6 y 


.r' »7-(-.4* + 2.1 + 5/) 
6 



-6 -i -r 


2-2 8 


'5 0 0' 



-7 0 -II 

4- 

6 4-2 

+ 

0 5 0 



[-3 1 -8 


4 2-2 


0 0 5 




Obscrvequesecalculó I 1 hacíemJo sólo unadivision v culculando sólo un dctorminantc 
(al encontrar det (.1 /./)). Fste método cn ocasiones es muy elicientc en una 

computadora. ♦ 


Teorema de las circunferencias de Gershgorin 

Se esludiará ahora el segundo rcsultado importante de esta secciôn Sca. I una mutri? 
real o compleja de n * n. Como es usual. se escribe 


Se dcfine el número 


«II 

*»u ‘ 

■ «li. 

«:i 

«22 • 


«.ii 

««J ’ 

&HÊt 
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Dc manera similar se dcíine 


Es decir. r, es la smna de los valores absoluios de los 
no están en la dingonal principal. Sea 


nûmcros en el renglón / de.l 


Ln este caso D, es un disco en el plano complcjo centrado 


I- igura 6.4 l.n circulo dc radio r, ccntrado cn </, 
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Demoslración 


EJEMPLO 4 




Sea Â un valor propio de A con vector propio v > 


Entonces (l/m)v = 


V 

yi 


\ y "j 


\ v 


. Sea m = máx {{X||, Jxjj.1*J}. 


cs un vcctor propio de A correspondicnte a \ y máx (|y ( |, 1 >h|, 


• ••. 1>'J) - 1 • Sea v, un elemento de y con [vd = 1. Ahora bien, Ay - \y. l.a componente 
»del n-vector Ay cs a n >’j + ^ + • ■ • + a in y m La componente tdeXy e& \y r Entonces 

<*fl>l + «G>'2 + • •' + * % 

lo que se puede escribir como 


X 

H 

Restando a H y, en ambos lados, la ecuación (11) se puede escribir como 


(II) 


X %>)- x >< ~ a »yi ^ - ù u)>» 

>»l,i ■ 


( 12 ) 


Después, tomando el valor absoluto en arabos lados de (12) y usando la desigualdad 
del triángulo (ja + Z>| S M + |ô|), se obtiene 


\{o u - »yj ■ 


"X a u>'j 


H 

H 


*X i«i>! \yj 


(13) 


H 


Se dividen ambos lados de (13) entre JyJ (quc es igual a 1) para obtener 

n-msi *Mé. k*~', 

,H 1 ’ H 


(14) 


r*> 


Jfi 


E1 ûltimo paso sigue el liecho de que ]yji <. |yj (por ta forma en que se eligió y t ). Pero 
esto prucba el teorema ya que (14) muestra que X € D r *■ 


Uso del tcorema dc (iershgorin Sea A = 


l'l -l 4Ì 

3 2 -I .Entonccsajj* 1 T t/22=2, 

2 I -IJ 

-1. r, - i-11 + |4 = 5, r 2 = 13! +1-1 =4 v r 3 = |2 +111 = 3. Asi. los valores propios de 
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PROBLEMAS 


Observc el poder del leorema dc Gershgorin para encontrar la localizaciôn aproxitnada 
de los N-alores propios con muy poco trabajo. ♦ 



En los problemas I al 9: ai Encuentre la ecuación caracteristica p(>.) 0 dc la matriz dada; b) 

vcriftquc que/H.l i 0; c) ulilice el tnctso b) para calcular l 


4. 


7. 


i-t 


( 51 ) 

2. 

Í2 

[5 -2) 

3. 

f 1 2 2] 


í° 1 

/ 

0 2 1 

5. 

0 0 1 1 

6. 

lr» 2 2 > 




2 -1 3 
4 I 6 

1 5 3, 

8. 

1 0 1 o' 

2-1 0 2 

-1 0 0 1 

9. 

\ i 


v 4 > °. 

m 


I -I 0 




-I 

0 


2 -I 
-I I 


-3 -7 -3' 
4 3 

•s -> 


n ft 0 O'i 
0 a c 0 
0 0 « </ 
0 0 « 


; bcd » 0 


Fn los problcmas 10 ul 14 dibuje las circunferencias de Gershgorin para la matri/. dada t y 
encuentre una cota para si >. cs un \alor propio de 4. 





r 3 

_l_ 

-i 

0 


(1 

3 


á \ 

'i i 

0 



: 

i 


-1 

4 


0 

6 

i 

0 



5 

0 


i 5 

£ 

ii. 





12. 



1 

4 

* 



5 

i 


3 

-1 

6 

1 0 

6 





• 



3 


j 


V J 

7 

-i 

« 

4 

> 


0 

2 

4 


Respuestas a la autoevalaución 

I.a II. b 
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13. 


15. 


í- 7 i -i íl 



( l -,* n ; 


Sca -I 

L « 

positivos. 


: 

t 


I 


X 


5 

•> 


i*i 



: 


0 

5 


14. 


-I 


t 


4 4 

0 (I 



T T 


0 I 0 

» 

T T .«I 

-3 0 0 

0 2 1 

ì 

0 —1 il 

à 


I 

*> 


Demucstrc 


que los valorcs propios dc I son nùmcros reales 


4 


16. Sca,4 


-4 I J | 

1-621 
12-51 
I I I -4 


Demuchtre que tos valores propios dc I son rcates y neçativos. 


17. Sea/’(>.) y (/(>.) = C n - C,r., dondc H tr H., > C, srm matriccs ile n • « 

ii. Calculc F(}.)= PO.)Q('k). 

I». Sea. t unamamzden ' n. Demucstrcquc/ ( 4) - h l)(A.Jisi> sdlosi I cuntnuta tanto 
con C, como con C,. 


IS. Sca I una matriz de « * « con valorcs propios >... >... .. \ sea n i, - tr .i> > Si J 

1 - 4 *M 

cs la norma dc lu másima sumu por renglones dcfinida cn la seeción t- ** dcmuestrc que 

rí.4)SH|. 

19. Sc dicc que In tnatriz.l dc*i * « tienc iliagon.il estnctamente dommante st ,a r, para 
/=1.2. .«. dondc r, cstá dctîmdo por la ccuación ( 81 Dcmucstre que si I cs una matriz 

con diagonal estrictamemc dominanîc. entonces det 4 * 0. 


MATLAB 6.8 


1. Pura las matriccs cn los problema» I al 13 de la sección 6.1. cncuciitrc a manu el polinomio 
caracteristico. Use MATLAB > los cocficícntcs del polinomio caractcrisîico (encontrado 
a mano» para verificar el teorema de Caylcy-Hamiltcm para estas matnces > para cncontrar 
las matrices invcrsas. Vcrifiquc su rcspuesta sobre las inversôs, 

2. u. Para una matriz aleatoria A de 4 ■ 4 cncucntre c = poly( A) Dchclp polys ulm > dcspucs 

use polyvalm para îlustrar cl tcorcma de Caylev-Hamilton. 
h. Usc el tccirema de Cayley-Hamîlton para cncontrar A 1 y ventique su rcspucsla. 
c. Repita los incisos a) y b) para una matn/ alcatoria dc valorcs complcjos de 4 . 4. 

3. Sca I una matriz alcatoria de 2 * 2. Considere el siguientc programa dc MATLAB 

rl •= sum(»bs(A(l.:)))-«bs(A(l.l)) 
r2 = su m(ab$( A(2,: )))-«bs( A( 2.2)) 
al ■rral(A(l.l)), bl ■ imag(A(l,l)) 
a2 ■ real(A(2J)), b2 = iinngi A(2.2» 
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Hasta ahora sc ha cncontrado cl ceniro y el radio de cada cìrcunfcrencia de Gcrshgorín. 

x\ =-rl: 2*rl/100: rl; 

* =*x + ál; 

/ real(sqrt(rl*rl-\\.*\x»; 

y = / + hljyy = -x+fol; 

\ì • |\ (líplr(\)|; 

>1 « jy yyj; 

Se han crcado los vectorcs \l y vl i|tie comienen los valorcs x y v paru la circunferencia 
(supcriorese inlèrioresidel radio rl alrededor de./(I. I). (Obscrvc cl "."antesdc en 
\\.*\\ en el cálculo de /. F.I comando real seusa pani ascgurar que los crrorcs dc redondeo 
no crccn valorcs çon pcqucrtas partcs imaginarias para z. Es útil usar al tinal dc cada 
llnea para cvitar quc se dcsplicgucn los más dc 100 valorcs.) 

Hepita el último ronjunto del programu sustítuyendu iodos los unos con númcms 

dos. 


n\l\('square’) 
plot(\l, yl, 'fo’, \2.y2. 'g ) 
hold on 
c = elg(A) 

plnt(real(e). imag(c). ’w*‘) 
holrl off 

Fl programa grafica las dos circunfcrencias de Gershgorin t una en a/uly la otra en vcrdc). 
encuentra los valores propios y los grafica comi> pimtos (con el smibolo " en blanco). 
Los colorcs y simbulo se pueden cambiar. Sí está usando MATLAQ 4.0. dc cl comando 
a\is( square ) despufa de las instrucciones para gralicar i \oht Dcbido al p>.*siblc uso de 
escalas difcrcntcs cn los cjcs»y y, las circunfcrcncias pticden apurcccr un poco clipticas.i 
a. Introdu/ca una matriz de valorcs reales de 2 »2 \ cl programa antcrior. Fxpliquc lo qué 
obscrva en la grâlica a la luz del teorema 3. 

Ii. Rcpita el inciso at para una ntatriz dc valorcs coinplçios de 2 ■ 2. 
c. Repita cl inciso a) para una matri/ de valorcs complejos dc 3 * 3. Serà nccesario que 
agrcgue algunas instrucciones al prpgrnma: cs dcclr. dcbcrií crear r3. :i3. h3. \3 y y3 v 
modificar la primera instrucctón de graficado. 




RESUMEN 
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Opíiiilo o Hftiumen 629 


Pllpftli* ” lto " «m 

I ; te .«ta ...«„« * „ . „ tieiie ammmc „ vsl0 _ 

*•^ —s - 

• MuUìplhidad al^ebraica 

- - - v 

• Espacio propio 

‘1 - - * *- 

• Multiplicìdud paméiriat 

I: M 

i 

quc cn cse caso la multiplic.dad a |g C h MÌca lie ^ v#Jl)r pnìpm ^ ' POf*»,»an d.ìcrentes (ya 

• Teorema dc murncn 

Sea.f una nutrizdc « « «. nntoficcs I» n n 
I Una mplka a >“ ««*| 'lf ntancnt ** * u « « ci«í * ***' cada 

I- .í es mvcftiblc 

!;;,; f 

V. •( cs equivalentc por renglones a I» matri/ idcmidarj ! dcn. n ' 

vi Lu^ormn^ CÍCnbir como e < P^ucto dc ttw.tr, c« elcr^cntaJci 

vH |lw.<** rcn K ,on « * •< fenc « piv o.ev 

4£;To ^ < ^?î dC 4 W ■»"•■«* indepcniJientea, * 

jij <*-voi)-f), ,j : 1 iiHHBInlffinSnP’ 1 i ll - 

». p(wy« n. 

*L U transfbrtnncidn lintsal / de E" en I. - .irftniu,,_- . 

vii. Ccto no ea un vaítjr propio dc ,f cs un 'sumorfis.no. 


(p. 535) 
<p. 536) 


<P. 537 ) 


<p. 535) 


<p. 5-Ml 
ÍP- 545) 


<p. 545) 


(p.546) 


• Matriccs t enu-James 

* **, j* ^ 1 h.L„„ i , laM 


|jp. 564.565) 
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630 Capftulò i'i lipemalenos pipenv’ectofeî v tormas car/ni^-js 


• A y íi son semcjantes si existc una matri/ invertibic C tal quc CB « AC. (p. 5651 

• Las matrices scmcjantes tiencn los m'rsmos vnlorcs propios (p. 566) 

• \fatriz diagonalizabie 

L na matriz A dc « x n cs diagonuli/ablc si cxiste una matriz dìagonal D tal quc -I sca cmcjante a 0. <p. 5661 

• Una matriz. I dc «- /res diagonaJizablc si y sólo si tïenc n vectorcs propios lincalmcntc independientes. 

En tal caso. la matriz diagonal D scmcjante a A cstá dada por (p. 567) 

r\l ÍX, « 0 I)" 

0 3L, 0 -• 0 

/)■= (1 tl ).,-•• 0 


dondc ),,, ?- 2 .....son los valores propios dc .4. Si C es una rnatriz cuyas columnas son vectonrs 


propios lincalmcntc irMlependientes de cntonces 

D*C k AC 

• Si la matriz .*( de n * n tiene n valores propios diferentes. entottccs A cs diaitonalizablc Ip. 569) 

• Los vaJorcs propios dc una matriz simétrica real son realcs (p. 576) 

• Los vectores propios de una matriz simritrica real corrcspondìcntcs a valorcs propios difcrcmcs son 

ortogonales. (p. 577) 

• Una matriz simctrica rral dc n * n ticncn vcctorcs prapios rcales ortonormalcs. (p 577) 

• Matriz ortogonulmente diagonalizahte 

Sc dicc quc unn matriz A dc n x /»es ortoRonalmente diaRonalizable si cxistc una tnatriz ortogonal 
Q tnl quc (p. 577) 

&AQ * D 

dondc D = diag .... X.J y X,, son los valones propios dc .1. 

• Prnccdimientn para cnrontrar una ortogonal ntatriz Q diattonalizantc para una matriz real 

simctrica A: (p. 578) 

i. F.ncucntre una basc para cada espacto propio dc 

U. Encucntre una hase ortonormal para cada espacio propio de A usando el proceso de Grnm- 
Schmidt. 


iii. Escriba Q como la ntatriz cuyas columnas son los vectores propios ortoitvrmales obtenidos im 
el pasç ií). 

• Ln transpucsta conjuRadu dc una ntatrìz dc m • n.. I - (<!„). denotada por .3*. cs la matriz de n * m 


cuyu componcntc ij esz^. <p. 580) 

• Una matriz complcja.1 de n x n cs hermitiana si/l* = A. (p. 580) 

• Unamatrizcompleja L'de/t* «esuniuriasi f* *(/'. (p.580) 

• Ecuación cuadrática y farma cuadrdtlca 

Una ccunrión cuadrática cn dos vnriables sin térmlno lincal es una ecuacìbn dc la fomna (p. 585) 


irr + hxy + cy 3 * d 

dondc Izrj + |6| + |c| * 0 y a, b, c son números reales. 

Una forma cuadrática en dos varinblcs es una exprcsión dc la forma 

= ar + hxy + cyt 

dondc (»| •+ + |cj * 0 > //. h. c son nûmeros reales. 
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(apítulno KL*Mjnv’rs 631 


• llna f'onna cuadrtticn sc pucde cscri bir como 

F\x,y) ~dv v 

dtmdc A ^j es una malríz simtHnca. 

• Si los valorcs propios de.4 soo e' y c'. entonces la forma cuadrátien se puedc cscribir como 

f(x', y') • o'jt’* 4* c ý /'- 

dondc (^j =t C , (‘j y Q es Ja imtrír. ortogonal t|uc diagonalÌM .4. 


• Tcorcma dc ios cjcs principales en 
Sca 


(*) 


ttr 1 +. hxy + c> J » d 

una ccuacirín cuadrtlicn en las variables x y y cntonccs existc un nômcro único 0 cn [0, 2n) tal ouc 
la ccuación (*) sc puedc cscribir en la forma 

t/.r' : > (f/ 1 - d 

dondc x\ / son los cjes obtenidos al rotar los cjes r y v un ángulo t) cn cl scntido contmrio a las 
mancctllas del rcloj. MAs aun. los números if y S son los valorts proplos dc la matriz 

A 


(ft/2 ^l' e i usy y y 5C llamon cjes príncipales dc la vrifica de la 


ccuaciòn cuadritica. 


^ ^j’ tmtonccs Inecuacióncuadrttica(• ieslaecu.tcumdc 


i. Una hipcrbola si d* 0 y det A ‘ 0. 

iL Una elipsc, utt circulo o una sccción cònica detjcncrada si d* 0 y det A 0. 

iii. Un par dc rcctas o una secdón cónka dcgencrada si d * 0 y dct 4 - (i. 

iv. Sì d - 0, entooccs (.) es lu ecuación dc dos rectas v. dct A «0v 1 ecuación dc una soln recta 
« det A =0. 


• Forma cuadràtica cn tr 


Scn v ~ 




ìfc 

\ V 


y sea I unamatrizsimétrrta dc n »/. Entonccsia fonna cuarfráticn en v,..^_* cs 


tma cxprestón de Jn forma 


/•'|x 1 .a î ....,,T n ) = alv v 
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<p. 586) 


(p. 587) 


(p. 588) 




<P 593) 


632 CapViultib rnçL-nv.ilorc!-. eigL'ini' ii)ft-> \ mmuí .inunlr,is 


• La matriz .V 4 cs la matriz tlc kx k 


(o I 0 li j. oV 
0 0 10 


<YH. 


000 •• I 

Ip o o •- oj 


• l.a malriz dc bloques dc Jonlun dc k x k, cstá dada por 

B(\.) 


x i o iiyv o o 

0 X 1 • 0 0 

f, ‘lì ; I 1 

0 0 .... }L I 

1,0 I) 0 xj 


Unn matriz de Jordan J ticnc la forma 

« ••• 0 S 
y.., 0 W 0 


1 


o o ... Bfi;) 

dondc cada BfXp cs una mutriz de Moqucs dc Jordan. 




(P- 597) 


(p. 597) 


(P- 597) 


• Formu cauónUa rft* Jordan 

%e* A una matriz dc f» * n. Entonecs ciuste una matriz ínvcrtlble (’de n * n tal quc (pp. 598,599) 

, v. j 

donde./ es una inatriz dc Jordon cuyos clemcntos en la diagonal son U,s valorcs propios dc ,J. Mls 
aún, J cs única cxccpto por d orden cn cl quc aparcccn Jos bloqucs dc Jordan. 

L.a matriz./se llama la forma canóníca dc Jordan dc .4. 

• Suponga quc.4 es una matriz dc 2 * 2 con un valor propio >. dc multiplicidud gcométrica I. l-monces 

ia fonna canànica dc Jordan dc I « (pp 600. 601, 602) 


II 3 


m 


La matriz C consiste en los columnas v ( y v a , dondc v, cs un vector propio y v-, es un vector propio 
generalhudo dc .4; csto cs, v a satisfacc 

W- ?rf>v 3 * v, 

• Sca ,4 una matriz dc nx n. lìntonces a 4 çsti definido por 

1 r j| 4-—4- —+ ,.. .i V jíI 

2! 3! i i| 

»HT 

• La solución matrldal principal a la ecuaciòn difcrcncial vcctorial t‘(0 = ,.fx(r) es c ", 
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(p, 608) 


tp. 609) 


*T'< 11 '**» drr>pds. p,uj, i, jpinrfo r. f>33 


Usoluctón únîca a la caiacion tlilcrcnciul *•(/> = quc saiisfacc »(0) » cs 
SUcá la forma canóniea de Jordnn dc Inmatriz A y áJ^ C'AC, cntonccs 


j»*r *-'Cr*pi| 


(p. 6OT) 
(p.6Uj 


• Teorema dc ( ayín ííamUroiì 

Cad-i matriz cuadráda satisfacc su propia ecuacirVn curactcrística. Es dcdr, si p{\) = 0 cs la ccuación 

cnractcniflicadc.l.cnUinccs^.iD^O. 


• Clrctw/erencia% de Gershgorin 
Sca 


/f = 


y dcfina los númcnas 


«n «,j •>> 

ftt ' ' “I» 

1 1 ♦! 1 'lU•' | l | j«' 

11 ( 11 • ,* • )., 11 ,., ,! j m i , 

l".M n m ' •ir «*J 


•\ * l«ul+KJ- + l«J =, SlV 


J<3 


*.K,l 


JI'' 1 r ‘ u Krl + Ifíil ^ 

H 

1 *!» | . |' , 

Las circunferenrias de Gershqorin son cirL'unfcrcncias que acoian ios dncots 

{- e Cj (r ~ tfj sr,} 


(p. 620) 


(pp. 622,623) 


<• •) 


Tearema delas rircun/erertdas d< Gersàgorin 

Sea A una matriz dc nr, „ y sca & dcfinida por la ccuación <• • l Enlonccs cada valor propio dc A 
cstá contcmdo cn at menox uno de los discos />,. Esto cs. si lus valores propíos dc A son > > 
a 4 ontonces *' -* 


lp. 623) 


(a.|. Xj, ..., J.J c O t 


EjERCICIOS DE REPASO 

I:ii los cicrcicios I al 6 calculc los valores v los cspacios propíos dc la matri/ dada 


■8 12 1 

î - 

10 0 

6 1(1 

(o 2 \ ** 

3 7 o 



[-2 4 -5, 
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634 


Gifxtuio (t Eigcnvatorn eiRçruvctortt y (urrn.»» conômcj» 


4. 



' \ 

-I 0 
2 I 


'5 -2 0 0 

4-10 0 

0 0 3 -1 

0 0 2 3 

\ J 



I 

_2 

0 



F.n los cjcrcicios 7 al 15 iletemiinc si la inatriz dailu .4 cs diagonalizablc. Si lo es. cncuentre 
una matriz C tal quc C' : À(' D. Si .1 cs simétrica, cncucntrc una matriz ortogonal Q tal quc 
Q'ÀQ= D. 


7. 


-15 

8. 

f ÌT 

7 T 


9. 


u° 

17 

J 

(-15 -8J 




í 4 2 

0 


-3 2 1 



10. 

2 4 

0 

11. 

-7 4 2 


12. 


l» 0 

-l 


-5 3 2j 




2 2 

0 


'4 2 -2 

1 3 1 

2 

-1 


13. 

i •> 

«. «u 

0 

14. 

15. 


0 0 

-3 


0 0 2 

0 




J 


1 1 -3 

5 J 



I I I 

-I -I 0 

-I 0 -\j 

8 0 12' 
0 -2 0 

12 0 -2 

f 

3 4 -4 0 

0 -I 0 I) 
0 0-|0 
4 4 3 


Hn los ejercicios 16 al 20 idcntifique la sección cónica y exprcsela en términos dc las nuevas 
variablcs sin cl tcmiino xy. 

16. xy = -4 17. 4ir + 2xy + ly* = 8 18. 4^ - 3xv +y 3 «* 1 

19. 3.V 2 - 2x>’ -5 = 0 20. x 2 - 4.rv + 4.V 3 + 1 = 0 

21. Escriba la forma cuadrática 2r - Axy + 2>- - 3r-’ en términos de las nucvas variables x'. 
/ y - de manera quc no cstcn presentes los términos dc productos cruzados. 


En los cjcrcicios 22 al 24 encucntre una matriz C tal quc C"'A (’ - J, la forma canónica dc Jordan 
de la matriz 


22 . 


( -9 

4 Ì 

(-4 4j 


' 0 - 18 

-7) 

1-25 

"J 

“■ l-i J 

24. 

1 -12 
-l 25 

-4 

9 


En los ejercicios 25 al 27 calcule e Àl . 


25. I 


t» î) a {-< :) H'ì ") 


28. Usando el teorema dc Caylcy-Hamilton, calcule la învcrsa dc 



29. tJse el teorcma dc las circunfercncias dc Gcrshgorin para cncontrar una cota sobre los valores 
propíos de 


.4 = 


3 i -1 

j i 


0 


I) 

I 0 


4 7 -7 


2 -I 


U “I ’ ) 
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Apéndice 1 

Inducción matemática 


Inducción matemática cs el nombre que recibe un principio l'undamental de la lógica 
y que se puede usar para probar cierto tipo de proposiciones matemálicas. Normalmente 
se usa la inducción matcmática para probar que cierta alìrmacion o ecuación se cumple 
para todo cntero positivo. Por ejemplo. sc quicrc dcmostrar quc 2” > n para todos los 
cntcros n > I. Para haccr csto. se rcalizan dos pasos: 


Paso 1. Se dcmucstra que la afirmación es cierta para algún entero A r (por lo 
generaliV= 1). 

Paso 2. Se supone que la aîirmación es ciena para un entero k ma\ or o igual 
que N del paso 1 v después se demuestra que es cierta para el entero 
* + l. 


Si se pueden completar estos dos pasos. entonces se ha demostrado la valide/. de la 
afirmación para todns los enteros positivos tnayores o iguales que V Para convencerse 
de este hecho. sc razona como sigue: como la afirmación es cicrta para V(por d paso 
(1)], es cierta para el entero N + I (por el paso (2)]. Enlonces tambicn cs cierta pra el 
entero (A’ + I) + I = N *■ 2 fde nuevo por el paso (2)]. y asl succsivamentc. Ahora se 
ilustrará el procedimiento con aigunos ejemplos 


EJEMPLO 1 
Solución 


Demuestre que 2" > n para todo entero n > I. 

Puso 1. Si n = 1. entonces 2 1 = 2 > I. de manera que el resultado es cicrto para n = I. 
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A-2 Apéndice 1 Inducdón nvitemática 


EJEMPLO 2 
Solurinn 


Paso 2. Suponga que 2‘ > k. Entonces 

2^-1 = 2-2 a = 2‘ + 2 k >k + k>k + I 
Asi, si el resultado es cierto para n - k. tambiên lo es para n - k -1. 

Esto eompleta la demostración por induceión mateniática. ♦ 


Demuestre que la suma de los prinieros n enteros positivos cs igual a n[n + I )/2. 
Se quiere demostrar que 


I +2 4-3+' 


n{n + 1) 
-0 =-;- 


(1) 


Pucde intentar resolver algunos ejemplos para ilustrar que la t'órmula (1) realmente 
lunciona. (Esto por supuesto. no prueba la afirmación pero puede avudar a persuadirle 
de quc se cumple.) Por ejemplo. 


I + 2 + 3+ 4 + 5 + 6*7 + 8 + 9+ 10 = -^-^ = 55 


Es decir, la fôrmula es cierta para \ - 10. 


Paso I. Si« = I. entonces la suma de los printeros I enteros cs 1. Pero (I)(1 + I )/2 = I. 
de manera que la ecuación (I) se cumple en el caso de n = I. 


I’aso 2. Suponga que (I) es cierta para n - t. es decir. 


1 +2 + 3 +•• 




Dcbe dcmostrarse que se cumple para n - k + I, Hsto es. se quiere probar que 

i +2+3+---+*+(*+n= (A " " 2) 


Pero 


1* + 1VÏ por MipUMCÌOn 
/- 


" 


1 +2+3 + ••• + * + (* + I) »(l -+2 + 3 + - ■•**) + (* + I) 

= l K (k + \) 

*» 

k(k + I) + 2(k * I) 


(A+ t)(A + 2) 


> la dcmostración queda completa. 
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induroxi matcmâtioi A-3 


Ilipóttsis de 
inducción 


EJEMPLO 3 
Solución 


iEn dónde está la dificultad? 

I n ocasiones la inducción matemática es diflcil a pritncra vista en cl paso 2. El paso I 
por lo gcneral es scncillo. En cl ejcmplo I. se insertó el valor n = I cn ambos lados de 

3 ccuacion (I) y se vcritìcó quc 1 = 1(1 + 1 )/2. F.l paso 2 fue mucho más dificil. I o 
cstudiaremos de nuevo. 

Se supuso que la ccuación (I) cra válida para n - k. No se demostro. Csa suposición 
se llama hipótesis dc inducción Dcspués sc usó la hipôtesis de inducción para 
demostrar que la ccuación (I) sc cutnplc para n ~ k + ]. Quizá esto quedará más claro 
si sc vc un valor espcciflco de k. digamos. *• = 10. Entonces sc tienc 


Suposicfón 

I +2+3+4+5+6+7*8+9+ 10 

10(10+1) 10(11) .. 
2 2 =55 


( 2 ) 


Para dcmustrar 

1+2 + 3+ 4 + 5 + 6 + 7 + 8+ 9+10+ tl 


_ lldl + I) _ 11(12) _ .. 
-> *» 


(3) 


La dcmustración cn sí 

(1+2 + 3 + 4+5+6*7 + 8+9+10)+II 

Pd* U hipô«Hn iir 
irnhirriOn O) 

J 

= Mm +n _ iQ(ii) 2 (H) 

2 2 2 

11(10 + 2 ) 11 ( 12 ) 

2 i 

quc os la ecuación (3). Así. si (2) es cierta. entonces (3) es cierta. 

I.a belleza del metodo dc inducción matemática es que no se tiene que demostrar 
cada caso por scparado como se hizo con este ejemplo. En su lugar sc demuestra para 
un primer caso. se supone para un caso gcncral v después se demuestra para cl caso 
general más I Dos pasos son sulicientes para tomar en cuenta un número infinito de 
casos. Fn renlidad cs una idea magnifica. 


Demucstre quc la suma de los cuadrados de los primeros n entcros positivos es 
/t(«+ l)(2/i* IV6. 

Debe demostrarse que 


l 2 + 2' + 3 : + >* • + /r = ^- 


IH2/» + 11 


(4) 
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A-4 \p.-i< ||, ,• i Irnluci ti ni.ut'm.H" ,i 


EJBMPLO 4 


Solución 


Paso 1 . Como 1 * 1 * 1 * = 1 - I la ccuación (4) es v álida para n = 1 . 

6 

Paso 2. Supongaque la ccuación (4) se cumple para n - k\ cs Jccir 


'^V l : + 2 : + 3 : + -*- + * : = 

tíclndiiccidn 1 


- *(* + 1 H-* + 1 ) 
6 


F.ntonces para demostrar que (4) cs cierta para n = k + 1 se ticnc 
1 : + 2 : + 3 : + - • • + lr + (Âr + 1) : =( ] z + 2 : * 3 : + - - • + lr) + <* » I) : 


Hiprtri~.il 
tír intluLtcm 


* A(A+iK2*+o , (A n , 

A(À -> IH2A + l)-6(t- l) : 
6 


; -1 
6 

ÀiJ 

6 

Á - 1 


f*(2*+ I) + 6{k + 1)] 
I2À-V7F-6] 

[(Àr + 2)(2i-3)l 


(À - I )(A -i- 2)[2(À - I) - 1] 

6 

quc cs la ecuación (4) para n = k + I,y la prueba queda complcta. Para ilustrar la ionnula 
obser\e que 

| : * "> : + 3 : + 4 : + 5 : *6 : - 7 : - - I M2 • 7 - |) 

6 


7 8 13 
6 


= 140 


Utilice inducciôn matcmáiica para demostrar lu Ibrmuia para la suma dc una sucesión 
geométrica: 

1 -(/•*' 


1 + o + tf : + -.- + o" = - 


I - a 


n* I 


(5) 


Paso I. Si n - 0 (el primer cntcro en este çaso). entonccs 

I -o n * 1 l-a 


I ~a 1 -a 
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-= I = t/ 1 


Indui'i i ' injtemilioi A*3 


EJEMPLO 5 
Solución 


EJEMPLO 6 


Asi. la ccuación (5) se cutnple para n - 0. (Se usa /j - 0 en lugiir ile n - I dehido a que 
d - I es el primer término.) 


Paso 2. Suponga que (5) sc cumple para n - k. es decir. 


«lc »f*lucriAn 


1 *t/ + ír + -- - + a* = 


I - i/ • 1 

I -a 


Etitonces 


I -*-a-*-ír +-t-c/ + o*' 1 *(1 + a+ar + • • ■ + a*) +//**' 

Hni/ilrvs i*; imJucuOn 

I - a 

_ I -a*» 1 *('| -aìa*' 1 l-o*- 1 

I - a 1 - ti 

demaneraque laccuación(5)secumplepara n-k- I y lademostraciònqucdacompleta 


t tiiice inducción matemática para demostrar quc 2n + /r es divisible entre 3 para todo 
entcro positivo n. 

Paso 1. Si n ~ I. entonces 2n + /r 3 = 2 - 1 + 1 1 = 2 ~ 1 =3 que es divisihle entre 3. Asl. 
la afìrmación 2n + /i 3 es divisible entre 3 es cierta para n = 1. 


Paso 2. Suponga quc 2k 

•>k + & 

Esto stgnifíca que — 


*■ k* es divisible entre 3. Hipotn.*do inducdnn 

= m es un entero. Entonces al expandir (k * I ) 3 . se obtiene 


Entonces 


2(*+ l) + (k+ \) ì ^2k + 2 + (k ì + 3/r + lk + l) 
= i 3 + + 3kr + 3A: + 3 

^k'-2k + 3(lr + k+ I) 


2(k * !)*(*•»• I) } k' - 2k 3(k : A 1) 

3 3 3 

= m + k~ * k + I = un entero 


Por lo tanto. 2 (k * l) + (k - 1 Ŷ es divisible entre 3. Esto mucstra que la allrmación es 
cicrta para n = k+ l. ♦ 


Scan.-(). n: matrices invertibles de n ■ n. Dernuestre que 

{A t Ay‘A m r'~A-jA- m '. ì “A?Al' (6) 
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A*6 Apcndic-- 1 Indtn < ii'm m.ltcm.Uic.i 


Para m = 2 se tiene (.-1,/í;) 1 =W;'/Ì7' por el teorema 1.8.3. cntonces la ecuación (6) se 
cumple para m = 2. Se supone que es eierta para m = k y sc dcmucstra para m - k + 1 . 
Sea B = A ^ A 2 ■ • • .•!*. Entonees 

M,-»:-* • Vki)*' = <*•<*-= •«;' .«■’ < 7 > 

Por la suposición de índucción 

r' = (A<Aj •. • /i*)- 1 = A- k 'A- k i , • • • iì;'.4í' (8) 

Sustituvendo (8) en (7) la demostración queda complcta. ♦ 



Inducción matemática 


El primer matemático que dio una dcmostración formal mediante cl uso cxplícito dc 
la inducción matcmálica fue cl clêrigo italiano Franciscus Maumlìcus (1494-1575). 
quien cra el abad de Messina cn Sicilia y cra considerado cl mâs grandc gcómctra dcl 
siglo XVI. En su libro Aritmctica, publicado en 1575, Maurolicus usó la inducción 
maternâtica para demostrar. entrc otras cosas. quc para todo entcro positivo n 

) + 3 + S + • • • + (2 n - I) = rr 

Se pide aJ lector que demuestre esto cn cl problema 4. 

Las dcmostraciones por inducción de Maurolicus tienen una forma de bosquejo 
que es difïcil scguir. El matemático franeés Blaise Pascal (1623-1662), proporcionó 
una cxposición más clara del méttxlo. En su Traitc du TViangle Arithmêtique , publi- 
cado en 1662. Pascal dcmostró la fórmula para la suma de coeficientcs binomiales. 
Utilizó su fónnula para desarrollar lo que hoy sc conoce como cl Trìánguladc Pascal. 

Aunquç el método de inducción matemática se usó formalmentc en 1575, cl 
término iruìucción matemática no se usó hasta 1838. En ese afto. uno de los origina- 
dores de la teoria de conjuntos. Augustus de Morgan ( 1806-187 1 ), publicó un artículo 
en la Pcnny Cyclopcdìa (Londres) titulado ‘Ìnductioa(Mathematics)'’. Al final del 
articulo, usò el término que se usa Iroy, sin embargo. no tuvo una amplta aceptación 
hasta el siglo XX. 


PROBLEMAS Al 


Fn los problcmas I al 20 utilice mdueción matcm.itica para dcmosinir quc la fórmula dada se 
cumple pani roda »/=1.2. a menos <|ue se espccifique aJgûn oiro conjunto de valores. 

1. 2 + 4 - 6 + * • + 2n = »i (n + 1) 

<»(3/i-l) 


2. I +4 — 7 


+ (3/i 2) 
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InducritVi HMtem.itTJ A-7 


J. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 


2-5 + g*.- »(3«- 

1-3 + 5+ •- +12»- l) = »r 

(iï<i 

2" «! para n 4. 5.6. ., donde 

«!~î-2 3 («-!) « 

I *2 + 4*í» - 2'= 2" -1 - I 

I + 3 * 9 + 27 - • t 3" - ** *' ~ 1 


i . 1 1 

1 rr 


10. 


3 9 


± - •> _ JL 

r>< ii. 




I j - 2’ + 3?. l>- 


•2 + 2-3*34- . u- M"-* 1 )l» + 2) 


11. 

12. 

U. I 2^ 3 4 - 5 6* • - f M :> f , | - "í” * I) 

14. 


I 


I I 


15. 

16. 

17. 
* 18. 
*I9. 
* 20 . 
*2I. 
22 . 

2J. 

24. 

25. 

26. 


: i I i ' 4--1 

» t «■’ cs par 
n : - n _ 

n —p--2si« 10. 


-f ■ • • 


(«+l) : -l 4 2(«* |) 2(,t + 2) 


«(« : - 5) cs divisìblc entrc 6 
3«' * 5« J - 7« es divisiblc cntre 15. 

•*" - I cs divìsihlc cntrc t - I 
x" - cs divisiblc entre x - > 

Dc una dcmostraciòn formal dc quc uj hr = «'ò-para todo enlcro positivo « 

U,d .° pol,n0nuo ,icnc al mcnos ur,a «k COmpleju V dcmuestre que un 
polinomio dc grado n ncnc evaclamcnic « raiccs (eontando las multìplicidadcs). 

Dado quc det .4fl - dct I dct H para todas las matríccs I y B dc « . «. dcnmcsirc que dct 
' A ~~ dcl 1 1 del L ’ dct <«• donde I..-l m son matríccs de « . «. 

Si .1,,.4,. ,,I 4 son matriccs dc m ■ «. dentucslrc quc 1 .1, « ,4. * . * 4 ) p * jj 4 

• • * (; Pucdcsuponerquc(4 +/?) 

elcmcn.ûv C ^ eXaC,amc,Uc T subc °njuntos de un conjuntn que contienc « 

Dcmucstre quc si 2k - I cs un cnicro par para algùn cntcro k. cnlonces 2(k t- 1 1 | _ 2k t 

- • I cs tambicn un cntcro par. ,.1’ucdc obtencr una conclusiôn a partir dc la 
Ucmostracion? ' 
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A-8 


Apéndice 1 Intlucción miilcmáuca 


27. ^Qué estâ mal con la siguíente detnostración de que cada caballo, en un conjunto de n 
caballos tienc cl mìsmo color quc cualquicr otro caballo en el conjunto? 

Paso I. Fs cierto para n - I ya que sòlo hay un caballo cn el conjunto y cs obvio quc ticnc 
el mismo color que él mìsmo 

Paso 2. Suponça quc cs cicrto para n = k. Es dccir. cada caballo en un conjunto quc contienc 
k caballos es del niisnto color quc los dcmás caballos cn cl conjunto. Scan /»,. /t>,..., /t b 

h t ., los k ~ 1 caballos en cl conjunto .V. Sea .Sj = {/»,. /i, ./i á } y S> - (/>,, h- ./>». 

h^ ,}. Entonces ambos. S, y S 2 conticncn k caballos dc mancra quc los cabailos en cada 
uno de estos conjuntos son del mismo color. Escriba h, h, para Indicar quc cl caballo i 
tiene el mismo color quc cl caballo /. Entonces sc tiene 

/í ,=/| 2 = /!j = -•• = /!* 

y 

hi - h) = /i 4 = • • • = /í t = /j*+1 

Esto significa quc 

h\ = /; 2 = /ij = • • • = /jj = /»*+-| 

de manera que todos los caballos cn S tiencn cl mismo color. Esto demuestra la afinnación 
cn cl caso de n = k *■ I y» por lo tanto, la afirmación es ciena parn todo n. 
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Apéndice 2 
Números complejos 


En el capitulo 6 se cstudiò el problema de encontrar ias raices de los polinomios 


X J * bk + c ~ 0 


( 1 ) 


Para encontrar las raices, se usa la fórmula cuadrática y se obtiene 

, -b ± t/fc 2 - 4c 


( 2 ) 


Si fr - 4c > 0, existen dos raíces reales. Si b 2 - 4c - 0, se obtiene una sola raiz (de 
multiplicidad 2) X = -ht 2. Para manejar el caso fc* - J c < 0. se introducc la unidad 
imaginariatt 



(3) 


* EIIirminc>i«MfinanonL'deb« Mirunaprcocupaciím «ilounnnmhrc Flfnj!cmífic<iAlt'rcdN..inh\Vhitthcad, 
en eî capttulo sohre mmicros unngiruinos dc tu Itbro Imroditaiun lo Uathema/tcs, cssribio 

En e«e punicv puedc vcr unl ohurvar que cicrtû tlpo dc Intelcctu se preocupa vlcmpre y preoccps a otrov 
sobrc l,i aplicabilidod dc lov icrmtnov tCcnicov ,,Es adccuaJu llamar rùmcros a lov numcrov ínconmcnvurahle*? 
,.Son rcalmentc numcrot lov numcrov povítivo* y ncgatnos'' t son imaginanov lov números imaginmrtov. > von 
numcros n Fvtov wn cjcmplo» de prcguntos evtcrilcv No pucdc cmcttdervc coit sufictenies ciaridad quc, cn la 
cicneÌB. loi terrnmoí tecnicos son nombrcs avignadti» dc nancra .trbìtraria. como I,m nomhrcs crivtianos a los 
ntflos No puede ponervc cn duda si los nombreí cstan bicn o mal Puedcn sct o no practicob o sensibles; cn 
ocavioncv puedc scr vcnctilntccordarlov.ovcrtalcvquc vupicntn idcav relcvantcv n mip,>rtjntes Prtoel prindpm 
cscociai me cnunciado con mucha claridad en Allcia en cl p»ts de las ntaravtlla» por lluntp , > Dumpty. cuando 
lc dtjo n propovtto dc su uso dc las palabras, "lcv pago mas y las hago tcncr cl slgnilicado quc yo quiero" Ast 
quc no nos prcocupiiícmtis por vi los números imaginanos snn Imaginarim o von nùmcms. rnmarcmos la frase 
como cl nombrc arbílrario dc cierta idca matemitica. quc intctUarctnos ahota aclarat 
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A-10 Nûn>cf<» complcji.>s 


dc manera quc r - -1. Entonces para b : —4c < 0 

V/r - 4c — ^IAc - /> : H-1) — \4t- - b' i 
y las dos raices dc (1) estân dadas por 


? + 


b , V4 c - h 2 


h V4c - tr 


X, - -- - / 


EJEMPLO 1 

Solución 


Lncuentre las raices dc la ecuación cuadrática +■ 2X + 5 = 0. 

Se tiene b m 2. c ~ 5 y h' 4c - -16. Entonces VÂ* 4< - V 16 - V16 V~7 4/ y las 

raiccs son 


>M 


2 r 4/ 

i 


-1 *2i 


y 


X ? =-l -2/ 


♦ 



Ohservación. Si [) = 0 en la ecuación <4 ►. enlonccs : = u es un número rcal. En eslc 
contcxto sc pucdc vcr cl conjunto dc nûmcros reales como un subconjunto del conjunto 
dc númcros complcjos. 


EJEMPLO 1 En cl cjempto l . Rc = - 1 c Im >., = 2. ♦ 

Los númcros complcjos sc pucdcn sumary multiplicar usando las reglas normales 
dc âlgebra. 


EJEMPLO 3 Sean : - 2 + 3/ y tv= 5 4/. Calculc i):+ir. ii) 3u' 5: y iii):u. 

Solución i. : n = (2 + 3/) + (5 - 4/) = (2 + 5) + (3 - 4)/ = 7 - /. 

ii. 3»»' = 3(5 -4/) = 15- 12/: 5: = 10+ 15/. i 3w-5r = (l5 12/) (10+15/) = 

(15- 10) + /<-12- 15)= 15-27/. 

iii. zw= (2 +30(5-4/) = (2X5) +2(-4/) + (3/)(5) + (3t)(-4/)= 10 X,^ 15/- 12r = 

10 + 7/ + 12 = 22 + 7/. Aqui se usó el hecho de que r = - 1 . ♦ 
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Nû<!hw> 5 cnmplejot A-11 


Plano complcjo 


Conjugatlo 


EILMPLO 4 
Solución 


Sc pucdc graficar un niimcro complejo r on el plnno vv graficando Rc r sobrc el cic 
x c ,m - sotlre el e J c .' • Entonces sc puede pensar quc cada nùmero complejo cs un punto 
cn cl plano vv Con esta representación el planoj»'se llama plano complcjo F.n la figura 
A.1 se graficaron algunos puntos rcpresentativos. 


y = Ira ; 


4 - 

1 

-2 + 3/ 

2 + 3f 

• 

• 

-3 + 2i • 2- 

•3 + li 

-l+i» - 

- • 1 + i 

1 I 1 1 

i i i a 

o 

-4 -2 

i i—i—i—► 

2 4 

-1 - / • - 

- * 1 - « 

-3 - U • -2 - 

• 3 - 2i 

-2 - 3i • 

• 2 - 3/ 

-4 - 

- 


EIgura A. I Docc puntos en cl plano complcio 


Si r ~ <l + 'P- entonces se define el conjusado dc dcnotado por como 


r = o-l(î 


La figura A.2 presenta un valor represcntativo de : \ 7. 


(5l 


lm j 



ttl 



b) 


Figurn A.2 : sc obticnc reflejando .• respccto ul èjc v 


Calcule el conjugado dc i) 1 • /. ii» 3 - 4/. iih-7-5/ y | V ) _3 

* ' 1 ** fi\?p7/^iàrcovtl .^ó^spotlcôrrT ^ ~ 3 


♦ 



A-1 '2 'i • 


Nûnicro 

imaginario 


Magnitud 


Argumcnto 


No cs diíìcil dcmostrar (vea el problema 35) quc 


si y sôlo si _ es real 


(6) 


Si r = (5/ con 0 real, enionccs se dice que r es imaginario Se pucde entonces dcmostrar 
t vea el problema 30) que 


si y sólo si c cs imaginario 


(7) 


Sea = a fí * a,x + a : r* + • • - + a„x" un polinomio con coetlcientes reales. 
tntonces se puede demostnir (cea el prohlenia 41) que las raices complejas de la 
ecuaciòn p, j(.v) = 0 ocurren en pares conjugados complejos. F.sto es, si r cs una raíz de 
p^x) = 0. cntonces también lo es r. liste becho se ilustrò en el ejemplo I para el caso de 
n-2. 

Para r = u + íp se define la magnitudt de r. denotada por |r|. como 


Magnitud de r - ir| = V«* + 


(8) 


v el argumento de r. dcnotado por arg r. se detine como el ângulo H entre la recta Or y 
el lado positivo del eje .v. Como convenciôn se toma 


-n < arg z < a 


En la figura A.3 se puede ver que r = |r| es la distancia de r al origen. Si a > 0. entonccs 


lm î 



Figura A.J Sir = a-<•/(J. cntonces « =r cosO y j) rscntì 


• t a magnitud t!e un numcm fnmplcjo con frecueneia rccihc el nombrc Jc nnnlulo 
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NiimfrcH <ompicf<>> A-1.5 


donde se observa laconvención de que tan"' .t loma valores en el intervalo -f. 11. Sj 

o = 0 y 0 > 0. cntonces 0 = arg r » f. Si a * 0 y 0 < 0. cntonces u = arg - = -5 Si B < 
0 y 0 > 0. cntonces B sc encuentra en el segundocuadrunte y estâ dado por 2 

9 = argr = ?r - tan' ! 

I« 

Por ulnmo.si « <0y 0<0 entonces fi cstá en el tcrcer cuadrante \ 


Cn suma, sc tienc 


0 = arg c =-it tan 1 ^ 
a 





A-12 V’ Númeroscoi 


N'úmero 

imaginario 


Magniluti 


Argumento 


No es dificil demostrar (vea el problema 35) que 


si v solo si r es real 


( 6 ) 


Si r = con p real. entonces se dice que r es imagiuario. Se ptiede entonces demostrar 
(vea el problema 36) que 


si y sólo si r es imaginario 


(7) 


Sea p,kx) = ii(, + Uj.r + u : r* + • + j„x t ' uti polinomio eon coeficientes reales. 

Entonces se puedc dcmostrar (vea el problema 41) que las raíces complejas de la 
ecuación pjpc) = 0 ocurren en pares conjugados complejos. F.sto es. si r es una raix dc 
/>„(.v) - 0. entonccs tambicn lo esr. Este hecho se ilustró en el ejemplo I paru el caso de 
n = 2. 

Para r = « + /p se definc la magnitudt de r. denotada por Ir). como 


Magnitud de r = [r! - Va- +• fì : 


(S) 


y el argumcnto de r. denotado por arg r. se define como el ángulo 0 entre la recta Or y 
el lado positivo del eje .v. Como convcnción sc toma 

-it < arg r < it 

En la figura A.3 se puede ver quc r- (rl es la distancia de r al origen. Si a > 0. cntonces 


lin r 



Figuru A.J Si: a + ip.cntonccs a = r cos(1 y |) = r scn0 


+ 1 ii maçmtud dc un nuiticro c«nplo|o cnn trccuencu reciN: cl nomhrc dc nmdiilc 
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Nûmeni» tn*npk-jo» A-J3 


d0nde se obse ^ la convenciôn de 


* nVenCI<mdC4UCU,n ' ,x,oma va '°“*cn e| intervajo í—, *) S ; 
a = 0y 0 > o. entonces e - an> - = 5 c; „ 

0 v n >n 2 ' S ~ ' V P < °* cn, °nies « -arg r = -5 si o • 

.V 0 > 0. emonces 0 s. cncuemn. cn el *e,mdn ....' - v 


segundo cuadrjme v cstá dado por 
0 = arçi j = jt _ , an J J il) 


Por último. m' a < 0 y ft < o 


I 11 ^utna. aç tiene 


u 


entonces 0 cstá en el tercer cuadrante v 


°-argr = -it4 tan' 1 ^ 
a 





A-14 Apt'ndicc J Súnit-fu» tnmplçius 



Figura A.4 


Se pueden usar |r| y argr para describir lo que con frecuencia es una representación 
más conveniente para los números complejos.t De la figurn A.3 es evidente que si r = 
o A /B. r = !;| v 9 = ariientonces 


Se verú al tlnal de este apéndice que 


Como cos (-0) = cos 0 y sen ( 0) - -sen 0. también se tienc 


I a lorimila (14) se llama fôrrnula dc F.uler.J l sando la tórmula de Culer y laecuación 
(13), sc tiene 


Forma polar 1 a representaciôn (I >) se llama forma polar del miinero coinplejo 


t ri lctlur quc hayj oludiaUx c<xr Jenad4,s pohrcs cncontrar.'i qm cxU rvprooitlhâiin lc o lamili.ir 
í Rccíbc es«c ncmbrc en hunot del gran matcittmico su«o Lconhard Lulcr (1707-178.1) 
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Nunu'r.iplc|' A-15 


EJEMPLO 5 
Solución 




Dcienninc las lormas polares dc los siguicnlcs nûmcros complejos: i) I. ii) -I, iii) /. 
iv) I + /. v) -I - VI7 y vi) -2+7/. 

Los >eis punios eslán graficados cn la lìgura A.5. 


y = Fm { 


■ x = Rc i 


a) 


y = Im î 
/ 


—-jri 

i 

4 ■ 

-+-x = Rc 



v ■ Im z 


-I 0 


= Re 


h) 

y= Im ; 


•1) 



- x = Rc 


y = lm: 

J 




•ji Rc 


c) 

v Im: 


-2+^- 

1 

■ 7i 

-2 

0 


• 4 = Rc ; 


f) 


Figura A.5 Scis puntos cn cl plano complcjo 


i. Dc la figura A.5u cs cvidcnlc quc arg I = 0. Como Re I - I. se ve que. en forma 
polar, 1 - lc' 0 =■ lt?°= I. 

ii. Como argl -1) = n (figura A.5 b) y |-1| = I. se ticne 

-1 = le** = e'* 

iii. De la figura A.5f se vc quc aq:/ it/2. Pucsto que |/| = VÔ : + I : - I. se sigtie que 

iv. argíI + /) = tan"'(l/l)-=(«/4) > jl +<] = Vl : + l ; =\’2 demancraquc 

I + < = 'Jïe** 

v. I.n cstc caso tan 't(Sa) = tan 1 V' = a/3. Sin cmhargo. arg r sc encucntra cri el 
l crccr cuadr anlc. de mancra quc 0 = a y 3 - rt - -2rJ5 Además |- I sT| = 
VI : + (s/J ) : = V l - 3 = 2 por lo que 

- 1 - V3 =2c 

vi. Para calcular cslo se necesila una calculadora. Sc cncucntra quc. cn radianes. 

argr-iiui '(-j) = tan '(-3.5) *-1.2^25 
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A -16 Apíndice J Númcrosc->m|j i‘.r>» 


Pero tan 1 ,t está deftnida como un nûntero en el intervalo (-n/2. n!2). De la tlgura A 
0 está en el segundo cuadrante, por lo que se ve que arg ; = n tan '(3.5) « 1.8491 
Después se ve que 

|-2 + 7»1 = \V-2)- + 7- = <53 


Asi. 


-2 - 7» * \'53e' ^ 401 ' 


EJEMPLO 6 Convierta los siguientes números complejos dc la fortna polar a la forma cartcsiana 

f) 2e r *' 3 ; II) 4r' ïrt . 

Solución i. e'' 1 = cos n/3 + » sen «/3 = 1 + (v3/2)i. Entonces 2e* 3 - I - \3i. 

ii. e jB ' * — cos + j sen 3n/2 = 0 +»(—1)= —i. Entonces 4c '' • = —4». ♦ 


Si 0 - arg entonces por la ecuación (121. arg r = -9. Asi, puesto que (c] = |r|. 


Si r = ne' e . entonces r = rc ,rl 


(16) 


Suponga que se escribe un número complcjo cn su forma polar r = rc' h . F.ntonccs 
r" = (re ,0 ) n = rV°)” - r n e"’* = r"(COS «0 + i sen nQ) (17) 

Lafórmula(17)esûtilparamuchoscálculos.Enparticular.cuandor- - l.seobtiene 

la fórmula de De Moivre.+ 


Fórmula de De Moivre 

(cos 0 + » sen 9)" = cos «0 +»sen «0 


(18) 


EJEMPIO 7 
Solución 


Calcule (I ♦ ») 5 . 

Kn el ejemplo 5n ) se mostrô que 1 


(1 +»)*=(%'2 e ® 4 ) 5 



+ i = <2e™*. Entonces 

' 5« 


= (n i 2)V* ,4 = 4\2 
- -L /1 = -4 - 4i 

\2 J 


5nì 


cos —— » scn , 
4 4 


* Abrahnm Oc Moivrc (1667-1754) fuc un mjtemiiico fruncés cornicido por mi Uabajo sobre leoria dc 
[imhnhiluLid. series inlinius > trigonamctria Su rcconucimutntn cra tat que Ncvvtmi con Irecucncia dccia a 
qutcno tc Uacia prcguntav sobrc maicniálicai, "vayan con Oc Muivrv; til vabc csav co>a> mcjor quc yo 
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Lsto sx* puede verilìcar mediante el cálculo directo. Si esic cáJculo direcio no parece más 
dificil. intente caleulur (I + /)*• directamenie. Procediendo como anles. se obtiene 

(1 + ,P-(V2) 2 V 0 «“ = 2 10 (cns 5 tt + i sen 5rr) 

= 2*9(-1 +0) = -1024 ♦ 


Demostración de Se demostrará que 

la fórmula de 

Euler = cos G + i sen 8 


II») 


usando las serics de potencia. Si no está familiarizado con ellai». omiia esta demostración. 
Se liene 


* mì + x +2Î+X+-’- 

(20) 

x } X 5 


senx=x- - + 

(21) 



COS X = I - — + — -... 

(22) 


Aunque no sc dcmuesira aqui. estas tres series converuen para lodo número complcjo 
x. Entonces 


e* = 1 + (,G) 



(23) 


Ahora bien. ,* -1. , 3 = — /, , J - I,,' - /, clcétera. Por lo tanto (23) se pucde cscribir 

corno 


^ = 1 + ( e.§i.jei + el /g‘ 

2! 3! 4* 


5! 


- M 0i 0J 

_l 1 ~2Í + 4T- 


= cos 0 + , scn 0 
Esto completa la demnstración. 


/n 01 


♦ 


PROBLEMAS A2 

Fn los problcmas I al 5 realicc las opcraciones indicadns. 

». <2-3/) + (7-4/) 2. 3(4 ♦ /)-5(-3 i 6,) 

3.(1+ /XI-0 4. <2-3/)(4-7i) 

5. ( 3 + 2/K7 -30 
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F.n los problcmas 6 al 15 convicrta d núinero complcjo a su forma polar 

6. 5i 7. 5 + 5/ 8.-2-2/ *>• 3-3/ 

10. 2 + 2^3 1 II . 3'IJ - 3i 12. I - 'l3i 13. 4x^-4» 

14. -óvT-6 1 15. -1 - nIi 

En los problcmas 16 al 25 convicrtadc la forma polar a la forma cartcsiana 
16. c"- 17. 2c ’«■ 18. lc ,w4 19. ic-'*' 4 

20. 6c* i1 * 21. 22. 23. 3e- ìv ‘ ) 

24. vTc IUl4 25. é 


En los problemas 26 al 34 calcule cl conjugado del númcro dado. 

26. 3-4/ 27. 4 = 6/ 28. -3 - 8i 

29. -7/ 30. 16 31. 2e*‘' 7 

32. 33. 3e 4, ‘ n 34. c"'" 3 ' 

35. Demuestrc que r - n + »(l cs real si y sólo si z = :. [Sugerencia si : = demuestrc quc 
(1=0.) 

36. Dcmucstrc que c a + /(1 cs imaginario si y sólo si c [Sugavnaa: si r r.demucstre 

quc a = 0.) 

37. Demucstre quc para cualquicr nûmero complejo ;. c; = - 2 - 

38. Demuestrc que la circunfcrcncia dc radio 1 ccnlrado cn d origcn lla drvunferencia 
uniiariaì cs el conjunto dc puntos cn cl plnno complejo que satisfaccn r I. 

39. l’ara cualquicr número complejor 0 y cualquicr número rcal positivo a, dcscriba |c: ; :,i 
= o). 

40. Describa {:: : :,i < a) . dondc r„ y a están definidos igual quc cn el problema 39. 

•41. Scap(>.) = >.* + ^ a„ ~ «,>. + «o. dondc a^. »j,. ..,. u„ , son númcros 

rcales. Demucstre quc si/ar) - 0, cntonccs p(:) 0. Esto es: ías raices Je poiinontias con 

coejìcientes reales ocurren enpares complejos conjugaJos. [Sugcrencid 0 = 0; calculc 

PÔ>.] 

42. Derive cxprcsiones para cos 40 y sen 40 comparando lu fórmula de Dc Moivre y la 
expansión de (cos 0 +» scn 0) 4 . 

43. DemuestTC la fórmula de De Moivre por inducción mattmàtica \Sugerencni rccuerde las 
idcntidades trigonomítricas cos <jc + y) = cos.« cos y - sen x scn > y scn 11 * ,v) = scn x 
cos> + cos.r scn > .) 
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Apéndice 3 

El error numérico en 

los cálculos y la complejidad 

computacional 


F.n todoi los capítulos dc este libro se han realizado cálculos numéricos. Entre otrns 
cosas, se rcsolsieron ecuaciones linealcs, se multiplicoron e invirticron matrices. se 
encontraron bases y se calcularon valorcs y vectores propios. Con pocas cxcepciones. 
los ejemplos incluyeron matriccs de 2 x 2 y dc 3 * 3 —no porque la mayor p 3 rte de las 
aplicaciones tcngan sólo dos o tres variablcs sino porquc de otra mancra los calculos 
hubieran sido demasiado tediosos, 

Con ci reciente y amplio uso de las calculadoras y computadoras la situación se ha 
alterado. Los avances tan importantes quc sc han logrado en los ûltimos aiios cn cl campo 
de la teoriadc métodos numéricos para resotver ciertos problemas computaeionaJes han 
hecho posible rcalizar. con rapidez y exactitud. los cálculos mcncionados con matrices 
de orden más alto. 

Sin embargo. el uso de la computadorajjrescnta nuevas diticultades Las computa- 
doras no almacenan números como \. 7J, \2 y n. F.n su lugar, todas las computadoras 
digitales utilizan los que se conocc como aritmética Jcpunto floUmtc. F.n este sistema, 
todos los números sc rcpresentan en la forma 


x = ±0.d i d 7 ..d l * 10- (1) 

donde t/,. </ ; .. .. d k son digitos enteros positivos y n es un cntcro. Cualquier númcro 
escrito en esta forma se llama númcro de punto Jìotante. Fn la ccuación ( I) el número 
t ••</* se llama la mantisa y el número n se llama exponente. Ll númcro k es el 

número de cifras signijicatìvas cn la expresión. 

Las computadoras tienen difercntes aptitudes en cl rango dc los números que se 
pucdcn cxpresar en la forma de la ecuación (I). Los digitos normalmente se reprcscntan 
en binarío cn lugar de cn forma decintal L na computadora común. por ejeinplo, cuarda 
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EJEMPLO 1 


EJEMPLO 2 


F.rror absoluto 


28 digitos binarios. ('omo 2 2S = 26.S 435 456. se pueden usar los 28 digitos binarios para 
representar un nûmero de ocho digitos. lîntonccs k - 8. 


Forma de punto flotante de cuatro números I os siguientes nûmeros se cxpresan 
en la forma de punto flotante: 

L ì = 0.25 

ii. 2378 = 0.2378 > 10 4 

iil. -0.000816 =-0.816 x 10-’ ♦ 

iv> 83.27 = 0.8327 x I0 : 


Si el número de digitos significativos ftiera ilimitado. entonces no habria problcma. 
Pero casi siempre que se introducen números en la coinputadora los errorcs comienzan 
a acumularse. Esto puede ocurrir en una de dos maneras: 

i. Truncado. Todos los digitos signiltcattvos dcspués de k de cllos simplemcntc 
"se eliminan". Por ejemplo. si se trunca. se guarda - 0.666666 ... (con k = 81 
como 4 = 0.66666666 ■ 10°. 

ii. Hcdondco. Si t/ 4+( > 5. entonces se suma 1 a J t y se trunca el nútnero que rcsulta. 
De otra manera. el número simplementc se trunca. Por ejemplo. con redondco (y 
* -8). 4 = 0.66666667 x 10°. 


Ilustraeiún de truncado y rcdondeo Se ptiede ilustrar la manera en que se almace 
nan algunos números truncados y redondeados con ocho digitos significativos: 


Númïro 

Númrin Iruncad» 

Númcro rcdiindiriid» 

• 

n.266r.<rfrf»fi. tn' 

0.2666666? x III 

n 

0.31415926 ■ to' 

0.31415927 « 10 

á 

"ïï 

0 IT54.tR59 • 10 ' 

-U.I7543R60 • to 1 


l.os errores individuales de truncado o de redondco no parccen importantes. Sin 
embargo. cuando se reali/an milcs de pasos en la cotnputadora. el error de redondeo 
acuniulado puede ser devastador. Lntonces. al anali/ar cualquier esquema numérico. 
es necesario saber no sólo si. en teoría. se obtendrâ la respuesta correcta. sino tambicn 
cuánto se van a acuinular los errores dc rcdondco. Para tencr un control de las cosas. se 
delìnen dos tipos de error. Si x es el valor real de un número y v* es el nûmcro quc 
aparcec en la computadora. entonccs el crror absoluto e ( está defînido por 



( 2 ) 
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Error rclativo 


I n la mayor parte de las situaciones cs mâs interesante el crror rclatìvo Er . definido por 



X• -X 


R r~ 

X 



EJEMPIO 1 HustraclÓD dcl crrnr relativo Sea r - 2 y v* = 2.1. Entonces i: = 0 I v , =n i/-> = 

0 00005*M T‘ V ' ^ ' 200 °’‘' ‘-' nt0nCeS denuevor '“- °’ 1 • Pero ahcrac r '-<>.I/2000 = 
0.00005. Muchas personas cstarán de acuerdo en que el error de 0.1 en el prïmer caso 

es tnas sigmficattvo que el error de 0.1 en cl segundo. 


• P 1 ^ , 1 e 1 ,,np ? rtante dcl an;Ulsis numérico se reliere a preguntas sobre converccn- 
cia y estabilidad. S. v es la solución exacta al problema y el método coroputacional da 
\alorcs aproximados x„. cntonces el método converge si. lcóricamente. * fI tîende a i 
cuandi» n crccc, Mas aun. si se puede demostrar que los crrores de rcdondeo no sc 

acurnularan dc forma quc la a-spuesta sca muv poco esacta. entonccs se dice quc el 
metodo es cstablr. M 

Es sencillo proporcionar un ejemplo de un proccdimiento en cl quc el error de 
redondeo sea bastante grandc. Suponga que se quiere calcular v = |/( r - ().í,6e>6666M 

- Tr' ■ V 5 ' la i coni P u,atJora tri,nca - entoneesx = 0.6666Ô666 y >•= 1/0.00000001 - |0 S 

- c° uî° I Sl laconi P u!adora redondea. cntonccs v = 0.66666667 y y = 1/0.00000002 

^ »1 diîcrencia cn cstc ca!v(> cs cnorTnc. La soluciôn cxacta cs | ti - \ - 

|/(i!'g!!U“!_ | • wi nnti . .. '* 

..,„....,.1 *' -;- 60 000 000 = 6 X 10 

Ao/a. La estabilidad aqui no es causa de preocupación. Sin emhargo. las personas que 
disehan el sofhvare si se preocupan mucho por clla F.| lector debe saber que quien se 
dedica a anahsis numcnco y disefta softvvarc eligc los algoritmos (o dcsarTolla nucvos) 
que tienden a mimmizar las consecuencias adversas En particular. MATLAB utiliza 
progratnas de muy alta calidad. Ln la actualidad. ningun novato bicn informado 
desarrolla su propio soltuare. Sc usan subrutinas de disefìos probados. 


Complejidad tomputacional 

Al resolvcr problemas en una computndora surgen dos preguntas naturales: 

/,Qué tan exactas son tnis rcspuestas? 

/.Cuânto tieropo tardarân? 

(Después de todo, lu computaciôn sc paga por hora, i 

Sc cstudiara la primcra pregunta en la primera parie de esta sección. Para contestar la 
segunda. debe estimarse e) número de pasos requcridos para llevar a cabo cicrto cálculo. 

a com Plv'jfdi«cJ computacionul de un problema cs unu medida dc! número dc opcra- 
cmnes aritméticas necesanas para resolvcr el prnblemay cl tiempo nccesario para Ilevar 
a cabo todas las operaciones requcridas. 
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Existcn dos operaciones hásicas que se llevan a cabo en una computadora: 


Opcración 

ricmpti prumcdio 
|cn micnt<icgundus)t 

Suma o resia 

j t microsegundo 

Multiplicacián o división 

2 mierostígundos 


tl micnvsegundo = I millonesìmo dc scgundo - 10 * scgundos 


Asi. con el fin de estimar el ticmpo necesario para resolver un problcma en una 
computadora, primero deben contarse las sumas. restas, multiplicaciones y divisiones 
involucradas en la solución. 

Contar las operaciones ncccsarias para resolver un problema con trecuencia es 
dificil. Se ilustra cómo se ptiede hacer cn el caso de eliminación de Gauss-Jordan. Para 
simplificar. lasumay la restasc mancjarán como la mismaoperación y la multiplicación 
v ladivisión igual (aunque. de hccho, cada división tardael triple quc una multiplicacion; 
el tiempo promedio de ambas cs 2 microsegundos). 


EJEMPLO 4 Cuenta dc suntas y multiplicaciones en la climinación dc Gauss-Jordan Sea A 

una matriz invertible de n x n. Estime el nûtnero de sumas v multiplicacioncs necesarias 
para resolver el sistema.Jx = b mediante diminación de Gauss-Jordan. 

Solución Se comienza, como cn la sección 1.3, por escribir el sistema en la torma de matriz 
aumentada 

0|| Otî û t« I ^t 
°’l a 12 **• a 2x I h 

a »\ a „l •*• I \ 

Como A es invcrtible por suposición, su forma cscalonada reducida por renglones es la 
matriz identidad de n > n. Se supone que en la reducción no se permutan(intercambian) 
renglones va que este intercambio no involucra sumas o mulliplicacioncs. Más aûn. el 
control del número dc renglones es una tarca de almaccnamiento de datos que requiere 
mucho menos tictnpo que una suma. 

Para controlar qué mìmeros se esián calculando durante un paso dado, sc escribe la 
matriz aumeniadu con lctras C y L. Una C dcnota el número quc acaba dc calcularse. 
Una L denota un número que no sut're cambio. 


Pasn 1. Sc tnultiplica cada número en el primer renglón por I la t \ para obtener 
n *■ 1 cnlumfVtt Total cn el paso 1 

t C C • • • C C | CI n multípticaciDm» 

L L L ••• L L I L 


L L L 


L L 


| — - | no fequlete cáfculoi, stmplomc-nte 
! a l( 

se irucrtJ un 1 cn !a pourinn 1,1.1 
no hay fumm 


http://harcoval.blogspot.com 
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I’aso 2. Se multiplica cl renulón I por -u,, y se suma al renglón ; para ; - 2. 3, 


\ 

L 

1. 

L 

L 

L) 

0 

C 

c 

c 

c 

C 

0 

C 

C 

t 

■'* C 

c 

• 

c 

0 

C 

c 

... 

: 

C 

c 


(’ontemos las operaciones. 

Para obtener el nucvo renglón 2: 

El cero en la posición 2.1 no requiere trabajo. Sc sabe queel número en ia posición 
2.1 será cero. por lo quc simplemente se coloca ahi. Esisten (;; + I) - I ;»núnteros en 
cl scgundo renglón que deben cambiar. Por ejemplo. si se denota por ívj-. entonces 

a 2j ~ a z:~ a :\ a iz 

Esto requicre una multiplicación y una suuia. Como hay n números quc cambiar en el 
segundo renglòn. se ncccsitan n multiplicaciones y /; sumas en cl segundo renglón. Lo 
mismo ocurre en cada uno de los n - I rcnglones de 2 a n. Enîonces 

lotal par.i cl pjso 2 

W - t ln muliipl.cdcioncs 
1 « - Dnsumj' 


Xotuciôn En adelantc a,’ dcnotará el último calculo en el rcnglon ; y la columna /. 
Paso 3. Se mulliplica todo cn el seeundo renglôn por I /a :: . 


I L L 
0 I C 
0 L L 

0 L L 


L L | L 
C C | C 
L L | L 

i : I : 

L L I L 


Totil par.i rl paso J 

n - I multiplirj. itiory lCom.. jnt.-., ç| 
1 it\ l.i pojicióri L,'l x'ito «e oitivj .ìlv') 
"o hav Mimav 


Paso 4. Se multipíica el renglôn 2 por -u,' 2 y se suma al renglòn /. pnra i- 1.3.4. 


I 0 C 
0 I L 
0 0 C 

0 0 C 


C C | C 

L L | L 

• c c | c 

• c C I Cj 


Tol.il pjrj cl p.iso 4 

(n - lXn )) mulllplicJrio«>l•» 
l/l ~ tXn- 11 -M.mJs 


Igual que en cl paso 2. cada cambio requiere una multiplicación y una suma Pero ahora 
las primeras dos componentes no rcquieren calculos; es decir. sc calctilan (/; ♦ I) - 2 ^ 
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Apéndice î El ermf nunicnco cn lr» f.llculos y la cnmplc|idad compuUuonjI 


n - 1 números en cada renglón. Aqui también. !os cálculos se hacen en n - I renglones. 
Hsto explica los números anteriorcs. 

Debe obsersarse un patrón. Hn d paso 5 se tendrân n - 2 multiplicaciones (para 
dividir cada elemento en el tercer renglón. al lado de los tres primeros. entre ci,\). F.n el 
paso 6 serán necesarias n - 2 multiplicaciones y n 2 sumas en cada uno de los n - I 
rengloncs. que dan un total de (« - IKn - 2) multiplicaciones v (;j - I )(n - 2) sumas. 
Se continûa de esta manera hasta que quedan sólo cuatro pasos. He aqui la apariencia 
de la matriz aumentada: 


r l 

0 

0 

••• 

«i« 

1 f>\ ) 

0 

1 

0 

••* 

a 2n 

1 * 

0 

0 

I 

••• tf .ú.-i 

«i» 

1 

l 

; 

: 

: 

« 

f 

1 « 

0 

0 

0 

••• °«-t.»-i 

a n - 1,» 

1 *«-. 

0 

\ 

0 

0 

' * " a n,n - 1 

°nn 

i J 


3 pasos antes del último. Se divide el renglón (n - I) entre a ,' t ., „ 



(1 

0 • 

- L 

L 

Ù 

0 

1 

0 • 

• L 

L 

1. 

0 

0 

1 • 

• L 

L 

L 

* 

0 

0 

0 • 

• 1 

C 

c 

,0 

0 

0 • 

• L 

L 

L) 


2 mullipticaciones 
no hay iuin.u 


2 pasos antes dcl ùltimo. Se multiplica el renglón (n 1) por -u,'„ , y se suina al 
renglón i. para i« 1.2,..., n - 2, n 


1 0 0 0 C’ | c' 

0 I 0 ••• 0 C | C 

0 0 I ••• 0 C | C 

0 0 0 ••• I L \ L 

k 0 0 0 ••• 0 C C t 


2 (fi - II mulîiplic.Kiofie> 
2 in - 1 ) surn*s 


1 paso antes del último Se dividc el n-csimo renglón entre a,' m : 


r 1 

0 

0 

... 0 

L 

I 

L 

0 

1 

0 

... o 

L 

1 

L 

0 

0 

1 

... o 


1 

1 

L 

ii 

0 

0 

... 1 

1 . 

1 

1 

L 

1° 

0 

0 

... o 

1 

1 

c 


t multiplM orli'in 
no hjy sumas 
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r l 

0 

0 

... 0 

0 

1 

c) 

0 

1 

0 

... o 

0 

1 

c 

0 

0 

1 

II 

0 

1 

c 

; 

* 

; 


• 

1 


0 

0 

0 

... 1 

0 

1 

c 


0 

0 

... 0 

1 

1 

L) 


Líltimo paso. Sc multiplica d reniilón n por u,;, y sc suma al renglrtn r. para ; 1.2. 

I: 


1 in - 11 mulfipHcaciOAC* 

1 l*i - 11 


Ahora sc encucntran los totalcs: 

Para los pasos Ìmpares sc ticncn 

n + (n — I) + (w - 2) + 3 2 + I multiplicaciones 

y 

no hay sumas 

l’ara los pasos parcs sc tiencn 

(« - I |[n + (« - I) •*■(» 2) + + 3 * 2 + 11 multiplicaciones 

y 

(n -I)[« + (n -I > (rr - 2) + • + 3 - 2 + I} sumas 

Kn cl ejemplo 2 del apcndice I tprtgina A-2) se demuestra que 

1+2 + 3+..- + ,, = ^-^ 


lintonces el numero total de multiplicaciones es 

De los pasos partn Oo Iih p.ivo'. impjres 


/i(rt + I) 


+ (n-l) 


nln * I) 


;;(/> + I) 


( | \ 1 1 

,, , , , V1 -» n - I | /r /r 

}l +(«- 1)} = «-^—7“| = —+ — 


y cl númcro total de sumas cs (*; I ) 


n(n * I) 
2 


n' - n /r' 


n 

2 ~2 


(4) 


Una modificación de la eliminación de Gauss-Jordan 

Existc una manera más eficiente de rcducir los renglones dc .4 a la matriz identidad: 
prirnero sc rcducca su fomta escalonada por renglones para ohtencr la matriz 


1 

o’n 

a ij *• a í.»-t 

a Ìn 

*í 

1 

0 

1 

a 2ì * ' ‘ OÌm i 

"I*. 1 




: 

* 

• • 

• | 

; 


II 

0 

0 -.-1 

- I.M 1 

K- 

t 


0 

0 ... 0 

1 | 

K 

j 
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PROBLEMAS 


F.I siguiente paso es hacer cero todos los elementos en la columna n arríba del uno en la 
posición nji. Esto da como resultado 


'l 

L 

L ••• 

L 

0 

c' 

0 

1 

L ••• 

L 

0 

; 

C 

: 

0 

0 

0 ••• 

i 

: 

0 

: 

C 

lo 

ó 

0 ••• 

0 

1 



por ûltimo, trabajando de derecha a izquierda. se hacen cero cl resto de los elementos 
arriha dc la diagonal. Hn el problema 22 se pidc al leetor que demuestre que con esta 
modificación. cl número dc multiplicacioncs cs V + n 2 - > y el nûmero dc sumas es 
+ i/r - 
Para n grande 



Por ejemplo. cuando n - 10 000. 


~ - 500 050 000 000 = 5.(M)05 - 10' 1 


— = 500 000 000 000 = 5x10" 


De manera similar. para n grande 


I ». > I »* 
3^ + "“3”*T 


Como ” cs mcnor que se ve qi 


la modificación descrita es más cficiente cuando 


n es grande. (De hecho. es mejor cuando n > 3.) 

Èn la tabla A.l sc da el nûmcro de sumas y multiplicaciones rcqueridas para varios 
procesos presentados en los capitulos 1 y 2. 

En los problemas 22 al 25 se pide al lcctor que derive eslas fórmulas. 


A3 


Kn los problemns I al 13 convierta el númcro dadoa un númerodc punto flritante con ocho lugar« 
dccinmlcs de exactitud. ya sea truncando l T> o redondcando l Rl cotno sc indica. 


1. t(T) 

5- Í(T) 

9. -IHi(R) 


2. 

• 

3. 0.000035 

4. -JR) 

6. 

?(T) 

7. &(R) 

H. IX-iT) 


10. 

237 059 628 |T) 

11. 237 059 628 <R 


12. -23.7 x 10'» 13. 83742 x 10 
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T.iblaA.1 Nlûmoro de operaciones aritméticas para una matri* invertible A rl c n * n 


Técnica 

Númcn» dc 
multiplicttrionrs 

Vúmcn» 
upn»\imado dc 
niultiplicacioncs 
para n jjramJc 

Sùmen» 

dc 

vumiu 

Númcru 
upmxiniudu dc 
«uma« parn n 
l>rundr 

1 Solución <Jc •(» b 

por eliminacuSn de Gttuss-JcinJan 

n’ rr 

T + T 

«1 

2 

n 1 n 

2*2 

rr J 

2 

2, Soluctón dc Ax bpnrlamoditìcación 
a ln eliminacinn de GauìS-Jordan 

n 1 * n 

7—3 

»»> 

7 

n* rr jf» 

3 2 b 

3 

3. Soluciòn dc ,Tx = h 

por climinacíón dc Ciauss-Jordim con 
sustituuon rcgresivii 

T** , -î 

n> 

3 

n' n~ 5« 
3*2*6 

n' 

3 

4 Obtcnciòn de .4 1 por climinaciún dc 
Gauss-Jordon 

n 1 

n> 

fr> 2ff J * f» 


5. Cálculo dc dct A por rcducción dc A a 
una matriz triungular y multiplicacidn 
dc los elcnicnhrs en la tl'agonul 

n J 2n , 

7 7* 1 

3 

n* n : n 

3 * 2 + 6 

MM 


Hnlesproblcrnas I4al2l sedaclnumcroxy unaaproximación t*. F.ncuentreloscrroresabsoluto 
y rclativo i t v e,. 

14. jí 5; jt* = 0.49 * 10' 15. * = 500;x* = 0.4999 * 10' 

16. jt* 3720; j:* =0.3704 « I0 4 |7. j = ì; =0.12 * 10“ 

,8 - 4 = x*=0.12x Itì 1 19. x=-5i; jt* =-0 583 x 10' 

20. ,r 0.70465; x* -0.70466 * 10° 

21. x= 70465; r* =0,70466* lO’ 

22. Dcnvc las fónnulos dcl rcnglón 2 dc la ubla A.l. ISitgerencla necesitará la siguiente 
fómiula que esta demostrada en el ejcmplo 3 dcl apcndicc I: 


| : + 2 : + 3 J + ■ 


+ rr = 


rr(n > IK2rr + I) 
6 


23. Dcrive las fórnuilas del rcnglòn 3 dc la tabla A.I. 

24. Derive las fórmulas dcl renglon 4 dc ia labla A, I, 

*25. Derivc las formulas del rcnglón 5 de la tabla A, I. 

26. c ( Uiintos scgundos tarda. cn promcdio, la solución dc Ax b cn una eomputadora nsiuido 
climinación dc Gauss-Jordan si -t es una matriz dc 20 ■ 20? 

2 . Resuclva cl problema 26 si se usa la modificacion dcscnia en estc apdndicc 

28. /.Cuántos segundos tardaria. cn promedio. invcriir una rnatriz de 50 • 50?. ^una tnatriz dc 
200 * 200? y ^una matriz dc 10 000 * 10 000? 


29. 


Demc la f'órmula para el número de multiplicaciones v sumas requcridns para calcular el 

^”'http//hàrcdváï:blogspót':coni" ““ Jc * > * 



Apéndice 4 
Eliminación gaussiana 
con pivoteo 


No es dilìcil programar una computadora para quc resuclva un sistema de ecuaciones 
lineales usando el mctodo de eliminación gaussiana o dc Ciauss-Jordan estudiado en estc 
libro. F.xiste. sin embargo. una variaciôn al mêtodo que fue disenadu para reducir el crror 
de redondco acumulado al resolvcr un sistema de n * n ecuaciones. Este método. o 
alguna variación. se usa en muchos sistemas de softtvare. Llna vez que entienda esta 
modillcaciôn sencilla de la climinación gaussiana. entenderá por qué. por ejemplo. la 
descomposición LU o las formas cscalonadas encontradas en una calculadora o en 
MATLAB a vcces son diferenics que las calculadas a mano. 

En el capitulo 1 sc encontró que cualquicr inatriz se puede reducir a la fonna 
cscalonada por renglones mediante eliminación gaussiana. Sin cmbargo, existe un 
probletna compuiacional con este iruitodo. Si se divide entre un número pequefto que se 
ha redondeado. el rcsultado puede contener un error de redondco significativo. Por 
ejetnplo. 1/0.00074= 1351 mientrasquc 1/0.0007* 1429. Paracvitarestcproblema.se 
usaun método llamadocliminación gaussiana con pivoteo parclal La idea cs siempre 
dividir entrc el elemento má> grande ten valor absoluto) de la coluinna. eviiando asi 
cuanto sea posible. el tipo de error que se acaba dc ilustrar. Se describe el niètodo con 
unejemplo sencillo. 


L|EMPLO 1 Solución dc un sistcma por climinacíón gaussiana con pivoteo parcinl Resuelva 
el siguicnte sistema por eliminacion gaussiana con pivotco parcial: 

.t, - C; + Cj = I 
3c, +2Cj-3c 3 = -6 

*>V _ 4* — > 
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Solución 


Paso 1. Escriba el sistcma en la forma de matri/ aumentada. IX' la primera columna 
con componentes diferentcs de cero (llamnda columna pivote), seleccione la compo- 
nentc con el valor ahsuluto mayor. Lsta cotnponente se llama pivote: 


f I -I I | I 

- ©2-31-6 

l 2 -5 4 | 5 

l’nso 2. Rearreglc los renglones para mover el pivote hasta arriba: 


© 2 -3 -6 

1-1 1 | I 

,2-5 4 | 5 

Paso J. Divida cl primer renglón entrc el pivotc: 


mteirjmb.an ct ptime!.. 
v <■! legumi. i renglont'Si) 


t ’ “ 

i -i i ì 

? ‘ 5 4 I s , 


ìc d.virle el pdinef renglon 
entrc - Ji 


I'aso 4. Sume múltiplos del primer renglón a los otros rcnglones para hacer cero todas 
las componentcs de la columna pivote: 


1 -! I I 2’ 

o o I -I 

0-7-2 1 1 


icl prnnif tenglòo «_• multipllra 
prjr -t y y se suma ,il 
seflundo y al terteroi 


Paso 5. Tape cl primer renglón y rcalicc los 


nuesvi pivvite 


-I 



pasos I al 4 en la submatrí/ que resulta: 


r 1 1 I 2' 

0 @2 | 1 

o 0 I -I 


inten .imN.rn d prnrM f. . 
y ol regundo it'nnl. int*s iJl' 
la suhmatrsr: 


1 

0 


-t 

] 

I 


1 I 2] 



i» drvide el pnmçr reug|« m 
actual ontrc el pi'.s 


o o i -i 
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1 -n- I 


(m> multiplirj «*l pnmei rengli'iii 
.Hlual p.rr 1 y «<• >uma jl 
segundu nmgtcn ai tual) 
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Paso 6. Continúc dc esta manera hasta que la matriz esté en la fornta escalonada por 
renglones: 


í' -t ' i *1 

nuevu pivote 

M 'I 2 ' 

0 1 -4. I —1 

ii i n 

0 0 116 

♦ i 



Ive ilivide el pnmer renglrm 
ai tiul entre el pivotcl 


Paso 7. Utilice la sustitución regresiva para encontrar(si la hay) lasolución al sistema. 
Es evidente que se tiene rj = 6. Hntonces or : - ijfj = o 

Por último. jf| - '-x, + x y = 2 o lo que es lo mismo 

* 1 =2 + &- x j = 2 + H3)-6 = -2 

La soluciôn única está dada por el vector (-2,3.6). ♦ 


Obscrvaciôn. El pivoteo complcto involucra encontrar lacomponcnte en A con mayor 
valor absoluto, no sólo la componente en la printera columna no cero. El problema con 
este método es que casi sieinpre incluye el retiquelado de variables cuando se intercam- 
bian las columnas para colocar cl pivote en la primera. En la ntayor parte de los 
problemas el pivoteo completo no es mucho mâs exacto que el pivoteo parcial -al menos 
no lo suficiente para justificar cl trabajo adicional quc Ìmplica. Poresta razón el mêtodo 
de pivoteo parcial descrito sc usa mâs. 

Ahora se examinará cl mêtodo de pivotco parcial aplicado a un sistema más 
complicado en el sentido computacional. l.os cálculos se hicieron en una calculadora 
manual > v se redondearon a seis digitos significativos. 


EJEMPLO 2 


Solución 


Solución de un sLstema por eliminación gaussiana con pisoteo parcial Resuelva 
el sistema 

2r,-3.5x,+ x 3 = 22.35 
-5.r, + 3x, + 3.3 jc, = -9.08 
llr, +7.8.r‘ ; + 4.6.r, = 21.38 


Usando los pasos descritos se obtiene sucesivamente. 


f 2 -3.5 

1 

22.35' 


'© 7.8 4.6 | 

21.38 

-5 3 

3.3 | 

| -9.08 

í? R% 

-5 3 3.3 | 

-9.08 

© T-» 

4.6 

21.38 


: -35 1 

1 22.35] 


—■ (>iYvte 
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1 0.65 0.38.1333 | 1.78167' 

-5 3 3.3 | -9.08 

2 -3.5 I j 22.35 


— /í, 

1K, 


IIWMI piVOll? 




I 065 0.383333 
0 , 6.25;;' 5.21667 
-4.8 0.233334 


| 1.78167' 

| -0.17165 
| 18.7867 




1 0.65 0.383333 | 1.78167 

0 1 0.834667 | -0.027464 

0 -4.8 0.233334 18.7867 

v / 


H 4 */f ; 


noirvii pivote 



I 0.65 0 383333 
0 1 0.834667 

0 0 I 


1.78167 

-0027464 

18.6549 

1.78167 ' 
-0.027464 
4.40001 


La ntatriz està altora en la forma esealonada por rcnglones. Usando la sustitucion 
regresiva se obtiene 

jïj * 4.40001 

*, * -0.027464 - 0.834667.r, - -0.027464 - <0.834667)M 40001) 

* = -3.70001 

x, * 1.78167- <0.65X.t : )-<0.38333.nr,= 1.78167 - <0.65 X-3.70001) 

- <0.383333)(4.4000l) = 2.50001 

La solución cxacta es x t = 2.5. t ; = -3.7 y t, = 4.4. Nuestras respuestas son sin duda 
bastante exactas. ♦ 


Observaciàn. El ejemplo 2 ilustra lo tedioso que es usar este método sin calculadora 
-en espccial si se requieren varíos dígitos significativos. 

Ll siguicnte ejemplo muestra la manera en que el pivoteo pucde reducir signitlca- 
tivainentc los errorcs. Ln este caso se redondea sólo a tres decímales. introducicndo con 
esto errores más grandes 

t)LMPLO 3 F.l pivotco parcial pucdc dar mcjorcs rcsultados Considere el sistema 

O.ODOlt, - 0.00031.r : + 0.0017x, = 0.00609 
5.t, - 7x : + 6x, =7 

8t, + 6 t : + 3t, = 2 
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Etimin<i( Hni ^iuvvuru rnn pivnteo 


La solución exacta es jtj - 2. ,v : - 1. ,v 5 = 4. Primcro se resolverá el sisiema por 

climinación gaussiana sin pivoteo. redondeando a tres cifras significativas. 


0.0002 -0.00031 0.0017 
5 -7 6 

8 6 3 


0.00609 

7 

1 

/ 






5/í| 

«,-»«, *«, 


I -1.55 8.5 

0 0.75 -36.5 

^0 18.4 -65 


30J' 

-146 

-242 




1114 «, 


'\ -1.55 8.5 

0 1 -48.7 

0 0 831 


30.5 ^ 
-195 
3350 



Esto lleva a 


I -1.55 8.5 | 30.5' 

5-7 6 

,8 6 3 | 2 J 

I -1.55 8.5 | 30.5' 

0 I -48.7 | -195 

k 0 18.4 -65 | -242 

'\ -1.55 8.5 | 30.5 

0 I -48.7 | -195 

0 0 1 | 4.03 

\ 1 ✓ 


t 3 a 4.03 

-Vv'-195 +148.7X4.03)= 1.26 
t i * 30.5 + (1.55XI -26) - 8.5(4.03 >--1.8 


En estc caso los crrores son significativos. Los errores relativos. dados como porcenta- 
jes. son 


x,:6,= 


- 0.2 


= 10% 


0.26 




I 

0.03 


= 26% 

I = 0.75% 


Se repetirá cste procedimiento con pivoteo. Se obtienc (los circulos indican los pivotes) 


0.0002 

5 




-0.00031 
-7 
6 


0.0017 0.00609 ^ 

6 



I 0.0002 


6 

-7 

-0.00031 


'\ 0.75 0.375 | 0.25 

5-7 6 7 

0.0002 -0.00031 0.0017 0.00609 


*,-»«, -5«, 

«,-»«,- 0 ( 1001 «, 


I 0.75 

o (^ToTs 

0 -0,00046 


3 

6 

0.0017 


0.375 

4.13 

0,00163 


7 

0.00609 


| 0.25 ' 

| 5.75 
0.00604 

1 
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I 0.75 0.375 | 0.25 ' 

0 1 -0.382 | -0.532 

0 -0.00046 0.00163 | 0 00604 

I 0.75 0.375 | 0.25 ' 

0 I -0J12 | -0.532 

0 0 <OmÎ45> | 0.0058 

íl 0.75 0.375 | 0.25 1 

- 0 I -0.382 I -0.532 

0 0 1 j 4.00 

Por lo lanto. 

x 3 = 4.00 

x : = -0.532 + (0.382)(4,00) = 0.0% 

jr, = 0.25 - 0.75(0.996) (0.375X4.00) = -2.00 

Así, con el pivotco y un redondeo a tres digitos signiticativos. jr, y .rj se obtienen de 
manera exacta y x : se obtiene con un error relativo de 0.004/1 = 0.4% ♦ 


Antes de dejar esta sccciòn. se observa que existen algunas matrices para las quc 
un pequeno cambio en los clementos puede llcvar a un cambio grande en la solución. 
Tales matrices se llaman mal condicionadas 


EJEMPLO 4 l n sistema mal condicionado Considere el sistcma 

*, + * 2 = I 

*, + 1.005x : = 0 

Se vc fácilmentc que la solución exacta cs x, = 201. x : = -200. Si los coeficìentes se 
redondcan a tres digitos significativos. sc obtienc el sistema 

*, + x, = 1 
x, + l.01* 2 = 0 

con solución exacta *, = 101,*} = -100. Al cambiar uno de los elementos de la matn/ 
decocficientes por0.005/1.005 * 0.5%. jla matri/sufrc un cambio de alrededor del 50% 
en lasolución final! ♦ 


F.xisten técnicas para reconocer y maneiar las matrices mal condicionadas. Una de 
ellas. la funciòn cond(A) de MATLAU. da una medida de la sensihilidad dc la solución 
de un sistema de ecuadones lineales a los cambios en los datos. 
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PROBLEMAS A4 

Bn los problcmas I al 4 rcsuclva el sistcma dc ccuacioncs dado por climinación gaussiana con 
pivotco parcial. I ‘tilice una calculadora tnanual y rcdondcc a scis digitos signifícativos cn cada 
paso. 


1. 

2*,- 

*i 

= 0.3 

2. 4 7.v, 

+ 1.81*2* 

2.6*, - 

-5.047 


-4v,f 

3.v, - 2v, 

* -1.4 

-3.4», 

-0.25*; + 

1.1 », = 

11.405 


3.v, - 

8v, - 3*, 

= 0.1 

I2.3.V, 

' O.OttV; - 

17x 

7.0684 

3. 

-7.4* 

, - 3.6 l.v. 

+ 8.04.v, 25.14‘J*) 






I2.lttv 

2.7*: 

-0.891*, 3.2157 






-4.12* 

, - 6.63.V, 

4 -M %.Í3S3 





4. 

4.1*, 

- 0,7*; - 

8.3*, - 3.9.v 4 - 4.22 






2.6*, 

• 8.1.V; t 

0.64.V, - 0.8.v 4 = 37.452 






-5.3*, 

- 02.V; - 

7.4.V, - 0.55.v 4 - 25.73 






0.8.V, 

- 1.3*; - 

3.6*, + 1.6*4 -7.7 






F.n los problemas 5 y 6 resuelva cl sistcma por climinaciún gaussiana con v sin pivoteo, 
rcdondcando a trcscifras signifícativas. Dcspués cncucntre lasolución exactay caleulc los errorcs 
rclativos dc los seis valores calculados. 

5. 0.1.r, * 0.05*; • O.lv, - 1.3 6. O.Olv, 4 0.03v : - 0.04», = -0,04 

llv,- 25»j- 3x,-IO Itv, - 2* 2 * 4», = 0 

- 7.V, + &»,** 15*,-2 50»,- lttv,4 8», = 6 

7, Dcmucstrc quc cl sistema 

*, ♦ », - 50 

*, 4 1 . 026*2 = 20 

esta mal condicionado si se redondea a trcs cifras stgnifícativas ( ,t ual es el enor rclativo 
aprovimado cn cada rcspucsta inducido por cl redondeo? 

8. Haga lo mismo para el sistcma 

-0.000 l.v, -•■*,“ 2 
-*,+* 2 -3 
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Utilización de MATLAB 


VlAT I AB es un sofhvarc compuiacional > visual para reali/ar el análisis matricial y otras 
activtdadcs dc álgehra lineal. Es un producto de: 

l lic MalhWorks. Inc. 

24 Primc Park Wa> 

Natick. MA 01760-1520 
leléfono: (508) 653-1415 
fax: (508» 653-2997 

Correo electrónico: Infofa’tnathworks.com 

l.os problcmas de Mai Lab cn estc libro están disertados para introducir al lector a los 
comandos de Matlab scgún lo van requiriendo los conjuntos de problemas. Los 
comeniarios que sigucn se centran cn aspectos de apovo. 


Herramientas de álgebra lineal elemental (discn de archivos *.m) 

Varios problemas de MaTLab cn el texto corresponden a archivos m (pequcffos progra- 
mas» escritos para pcrmitir una exploración más complcta de cicrtos conceptos. I.os 
archivos m estân dcscritos en los problemas. La s crsión 3.5 dc M.ati ah < incluyendo la 
edición dc cstudiante i o la version 4.0 de Mati.ah. se encuentran d'tsponihlcs en'un disco 
tya sca en ii i rmato P(. o Mac» llamado hcrramicntas de álgcbra linctil clcmcntal 
{Elenientary Lmcar Algebra Ttnjlbax). producido por MalhWorks. que pticde obtcner 
poniéndose cn contacto con Thc MathWorks. 

l. 1 disco conticnc un archivo README t leeme» que dcscríbe brevemente las archívos 

m. contiene infotmación sobre la trayectoria de búsqueda ( jjatìi » para que M.ATI.AB los 
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accese e información sobrc a quicn dirigirse con preguntas o problemas concernientes 
al uso de eslos archivos. Los archivos m son rutinas con las que han contrihuido los 
usuarios y sc distribuyen a través de MathWorks, previa solicitud. sobre la base de “lal 
como 6513”. Una rutina de contribución dc usuario no es un producto de MalhWorks. 
Inc. quien no asume ninguna responsabilidad por lo errores que puedan existir en ellos. 


MATIAB Primer 

Adcmás de los manuales que acompaftan al softvvarc. resulta útil adquirir una copia de 
Mailih Primer de Kermit Sigmon de la University or l lorida. Se trata de una guia 
general cuyo propósito es servir como una introducción a MATLAB, Una caracteristica 
excelente del Phmcr la constituyen las listas de comandos de MMI AB clasificadas 
según la funciôn básica del comando. MaïLAB incluye una excclcntc ayuda cn pantalla 
para aquellos que conocen cl nombre de cierto comando. (Dé hclp. scguido dcl nombrc 
del cotnando y aparecerá una descripeión del uso y resultado dcl comando.) La 
combinaciôn de la avuda con las listas de comandos cn el Primer cs una hcrramienta 
poderosa para aprender MATI.AB. 

Los programas fucnte básicos T h X de la última versiôn del Matlab Primer están 
disponible via un fip anónimo por 

math.utl.edu directoryipub/matlab file:primcr.tex 

Esta localización también tiene tin archivo PostScript pnmer.ps para el Primer. al igual 
quc una vcrsión en espanol de primersp.tex. F.n el archivo README encontrará más 
información. Le aconsejamos que baje la última versión de cada término porque puedcn 
contcner algunas correcciones menores y quizá haya aparecido una nueva cdición. Si 
no pucdc obtener una copia adecuada de estos programas fuente puede ponerse en 
contacto con el autor de MaU ib Primer: Kermit Sigmon. Departament of Mathematics, 
Unversity of Florida. Gainesville. FL 32611, sigmon@math.ufl.edu. 

La intención es que la distribución del MaTHB Primer sea sencilla mediante un centro 
de copiado local. Si un profesor dcsca tcner copias hechas para una clase. el Dr. Sigmon 
dará el permiso correspondientc. 


Obtención de un registro de trabajo y resultados 

El usuario con frecuencia dcsca guardar un registro del trabajo rcalizado. tanto de los 
comandos como dc tos rcsultados dc M ati AB. El comando diary puede almacenar esta 
informaciôn junto con cualquicr programa editor. Antes de introducir los comandos que 
se quieren guardar, dé el comando diary seguido de un nombre de archivo quc dcbe 
comcnzar con una letra y tener hasta ocho caracteres. Cualquier texto que aparczca cn 
la pantalla dc comandos quedará en el archivo. Debe dar el comando diary ofí ial 
tcrminar cl trabajo que quiere registrar) para grabar la última porción del trabajo. Si se 
usa cl comando diary otra vez. con el mismo archivo. el nuevo trabajo se anexará al 
anterior. Una vez que se ha grabadoel trabajo. el archivo se pucdc lecr. cditar c imprimir 
usando el editor. 
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I.n vcrsiôn 3.5 dc MaflaB lacilita cl uso dc un editor sin tener cjiic salir dcl programa. 
Para llamar al cdiior desdc MArLAB. comicncc con la llamada !. La salida del editor 
rcgresara a la pantalla de comandos dc Matlab. En la versión 4.0. la pantalla de edición 
> comandos aparecerûn cn ventanas separadus. Se puede obtencr más int'ormación 
sobre el uso dc dairy o ! en la ayuda en pantalla dc MaLLAB o en cl A hn.ut Pruncr. 

Dcbc tcnerse cuidado cn la ctección del editor para evitar frustracioncs. Algunos cditores 
colocan un caráctcr Ctrl-/ al llnal de un archivo cditado (cambios hechos y grabados). 
F.n esta situación. aun cuando continúc activo el comando diary para guardar el trabajo 
nucvo cn el archivo que sc cditó. cl editor no podrá acccsarlo. asi que dc hecho se picrdc. 


Consideraciones gráfícas 

Los comandos dc gráficas se introdujeron en varios problemas de Matlab. Diremos 
algunas cosas que debc saber al respccto. 

Al trabajar con MATLAB versión 3.5. o incluso la edición de estudianle. opriina cualquier 
tecla para regresar a la pantalla de comandos despuês dc ver la pamalla dc gráficas. Dc 
el comando shg para regresar a la pantalla actual de gráíicas desde la pantalla de 
comandos. AI trabajar con MATLAB versiôn 4.0. las pantallas de comandos \ de gráficas 
aparecen en ventanas scparadas v se puede cambiar de una a otra o se pueden arreglar 
para verlas al misino ticmpo. 


Al terminar un problema o una parte específica de el que invoiucre grálicas. debe limpiar 
la pantalla de gráficas > liberar las caracteristicas que se congelan (después de guardar 
o imprimir la gráfica deseada). En MATLAB versión 3.5. de cíj» y hold nlT En MATLAB 
versión 4.0 dé clf. Algunas de estas instrucciones aparecen en los problemas del libro. 

Hay que tomar en cuanta variascosas paraobtener UNnsuluiaih:xruftcu.s- Si está usando 
Mai l AB cn un sistema que tiene acceso a memoria extcndida o si cuenta con la versiòn 
4.0, dé help print y obtendrá las instrucciones. Si su sistema no tiene acccso a mcmoria 
extendida, dé help meta para obtener información sobre el almacenamiento de una 
pantalla dc gráficas en un archivo. Despues lcaen el manual de MATLAB la intormación 
sobre el uso dcl programa gpp Si está us-Mido la vcrsión de estudiante, la única mancra 
de obtener una impresión de las gráficas es realizar una impresión directa dc pantalla 
(la tcclas Shift.PrtScr. es decir. Mayús-lmpPantt Antcs de usar MAT! ab debe cargar el 
paquete de gráficas de su sisiemaoperativo. AJvcrtenaa : la salida de impresión direcla 
no neccsariainentc prexerva la proporción v aspecto de la pantalla. los angulos rectos 
pueden no aparecer como ángulos rectos y las longitudcs iguales pueden apareccr 
diferentes. 


Consideraciones de Matlab versión 4.0 

Algunos problemas del libro incluyen pcqucfios bloques de programas dc MaTLAB para 
que el usuario introdu/.ca a la computadora. El programa. como eslâ escrito. es compa- 
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tible con la versión 3.5. inciuycndo la de cstudiantes. Se han hecho algunos esfuerzos 
para incluir una dcscripción dc las moditlcacioncs necesanas para que los programas 
scan compatibles con Mati.au vcrsión 4.0. En el caso de alguna omisiOn. acuda a la 
siguiente guia general para csas modilicaciones: 

1. En los problcmas quc incluyen establccer ejes usando el comando a\Ls. Matlab 
versión 3.5 requicrc quc se establezcan antes de gralìcar. mientras que en la versión 
4.0 ios ejes debcn cstablccerse despuès de la grâfica. 

2. Si un problema involucra el uso de hold on, con la versión 4.0 use los comandos 
hold on y a\is(a\is) (o vuelva a dar todos los comandos axis). 

3. Si un problema involucra el uso de clg. en la vcrsión 4.0 utilicc df. 

4. Si un problema incluye el comando rat, cn la versión 4.0 utilice format rat. La 
ayuda cn pantalla contiene una descripciôn del uso compteto de estc comando. 


Nombres de variables especiales 

l.a vuriablc i esta construida para representar el número complejo i. v la variable pi 
representa el tuimero rt siempre quc estas variables no se hayan usado con otro propósito. 
Es iinprobableque se use pi sin advcrtirlo. peroesmuy probable que se usc i. I.avariable 
cps se usa en fomia global en muchas mtinas de MATl.AB y nn debe usarsc de otra 
manera. 


i- 
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Respuestas a los problemas 
impares 


Cnpítulo 1 


2I ‘ (*.*) 


23. v 13 13 


Problcmas 1 .2, página 5 


25. v f ôT■'5 27. V5 


•* *■* t. >*«—■ -to 

3. No hay solucioncs; a^i^- 

ii | tÚs | 0 

5. .t =y. y = - Î0;a n flr,- 
ri,^;« = -2 

7. Número míinito dc solucioncs; 

* -r. dondc x cs urbitrario; o,- 

o,^„ = 0 

**• -» -I, = 

11 . cr, ,a : , - r 7 ,<lT| rr /+; si ir - fr*' 

< 0 (es dccir. si 4 1 * th). entonccs 
x * .» = c/(a + /)>. Si a : - /r 1 = 0. 
cntonces <i = * b. Si a * 0 y a - /i, 
entonces cxistc un número inftníto dc 
solucioncs dadas por i • c'a- x, St 
a * 0 y a -h. entonccs no hay 


29. Como la pcndicnte de la rccta dada 
L cs - la pcndicntc dc L cs - 

La ecuación de la rccta l jtcrpendi- 

cular a I. que pasa por (.t |t< Vj) cstd 

. , >'->1 h 

oatla por- o sca. hx- cn 

X - .T, (I 

-hx. - tn ; . E1 unico punto dc íntcr- 
sección de £ y I ( cs (x„. y„) - 

I oc - ahv, t h l i, 

( o* + h 1 

Entonces J cs la 

distancia cntre u„ i i y (r,. >,). > 
despucs dcl álgebra. 


hc - ahx , + a T y, 
a 2 + h : 


soiucioncs ta menos quc c ■ 0, cn 
cuyo caso x =y cs una soluciòn). 

13. U||<r,.-ti|yí : i = -2ab', solución ùnica 
•>i ‘i y h son difcrentes dc ccro, 

15. ci ■ h (>> , * l)oi/< 0 
17. \o hay pumo dc intcrsccción 
19. Las rectas son coíncidentcs Cual- 
quicr punto dc la forma (.r. (4.t - 
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- —Ï—tttt * (rrV- 2i rhcy, 1 - 
«r + />•)* 

-2<rV.r, - 2<r‘A,T,,v, - 
fj’x; + irtr - 2<rA : c.T| - rr/rixf - 

2AV>, t 2rjA\t,.r, - A*>f = 

<r + h : , - , , t . . 

2<ict, * 2<?Ax,y, + a : .rf) - 
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. k«*i + *.v, - d 
a - —. — —' 

V«r + h : 

31. Si a,,ii; ; - rt,jU,, = 0, -<j, ,rt, ; - -«,yj,, 
y-—— 5i * 0. Las dos 

a j, u 

rcctas son paraJclas ya qtic ticncn 
pendientes iguales. Si rt, ; = 0 y 
a :: ~ 0, entonces las rcctas son para- 
leias porque las dos son verticales. 
33. Las solución única sc puede encon- 


trar como x = 


a n^\ ~ a \:^i 




£>2 ~~ ^i 

35. Sea x núin. de tasasiy = núm. de 
platos. las soluciones son (*, 240 - lv) 
[Existc un numero infinito de solu- 
ciones porque.t > i deben ser entcros 
positivos.] 

37. 32 sodas, 128 maltcadas. 


Forma escalonada rcducida por rcn- 

glones 

Ninguna 

Forma escalonada reducida por rcn- 
glones 

Ninguna 

Forma escalonada por rcngloncs: 
^ : forma cscalonada rcducida 

porrcngloncs '* 

Foima cscalonada por rcngloncs: 


0 ' 17 


forma cscatonada reducidu por rcn- 
gloncs: 

’l 0 0’ 

0 I 0 
0 0 I 

v y 

Forma escalonada por rcngloncs: 


Problemas 1.3, página 24 

A ola C'uando hay un númcro infinito dc 
solucioncs. sc cscriben soluciones seleccio- 
nando la última \ariablc arbitrariamcntc. 

Las solucioncs sc pueden escribir de otras 
mancras. 

I. (2.-3.1)/ 

3. (3 = ì.Tj,5*j..t,).t,arbitraria 
5. (-9.30.14) 

7. No hay solución 
9. (-i» 3 . j* 3 , t,). t, arbitraria 
11. i-l.ŷ + |t,,t,).t, arbitraria 
13. No hay solución 

15 - (7? ~ -77 * p*-** “ 7 T + tt**' •*<)• x * 

arbitraria 

17. (18- 4t 4 . -j + lt 4 , -31 * 7.r 4 , t 4 ), t 4 
arbhraría 

19. Nolmy jolución 

21. Form a escalenada por rcnglones 
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forma escalonada rcducida por rcn- 
glones: 

'l o' 

0 I 

1° °J 

t, = 30 000 - 5tj 

t;=tj-5000 

5<K)() < t, < 6000; no 

No hav solución ùnica (2 ccuaciones 

con 3 incógnitas); si 200 accioncs dc 

McDonald’s. cntonccs 100 dc Hilton 

y 300 dc Dclta 

La forma escalonada por rcngloncs 
de la matriz aumentada quc repre- 
senta cl sísteina es 


0 l -Z | l(fc-2«) 

0 0 0 | -2« + 36 + r 


Riipucit.r. .1 los prut'lem.ì'. mipjifcs A-41 


lo quc cs inconsistentc si -2a + 3/> +• 
c * 0 o c * 2a - 2b. 

43. a it a lý j n ^• a ir a ì: u :t - 
" rt tJ°2l a J3 " OitfljjOjj * 0 
45. (-3.5.0,2) 

47. (-17.29018527.-0.2927858589. 
-12.91757558. 39.93531770» 

I I -2.333 -0.333 1.333 ' 

49 0 I -<L5 -2 I 

‘ 0 0 1 -0 263 -0 526 

0 0 0 I 2 

J 

I 0 887 0.37 0 623 2.562 

5 , 0 I 0,086 0 653 24.665 

'00 I -0 307 -25 187 

o o 0 | 39.935 

I -0 381 1.662 0 394 -0 257 1 643' 
0 I -0.74 -0 258 -0 768 0.129 
0 0 1 1.292 -1.235 0.754 

0 0 0 | -0,246 -2 847 

,0 0 0 0 I 0 6521 

55. (1.275*, - 0.961, -0.403x, 

- 0.090, tjl.jt, arbitrana 
57. (7.616*, - 11.870.1, ▼ 31.348. 

4.876», - 6.775*5 * 11.043. 

-1.121*,-3.072*,-2.696. 

*,. *,). *„*, arbitrana 
59. (- 11.870*, • 50 540. -6 775*, 

+ 23.33,3.072*, -5.52.222, *,). 

*, arbitrarìn 

ruloría de MATLAB 

I. A - 

|2 2 3 4 5;-6 1 2 07 : |2-1341o 
A =[2 2 3 4 5: 

-6 -1 2 0 7; 

I 2 -1 3 4J 

l» = [-1:2:5] 

3. D 2*(2» mnd(3.4»-l) 

5. K = B, K(|l 4],:)=K([4 I],:) 

7. Pìiracscribiruna lincadc comcntario. 
prímero se ponc °i. El cornando da la 
submatriz dc B dada por 



9. < (2,:)=C(2.:) + 3*t(l.:) 


II. Kl sistema dc ccuactoncs cquivalentc 
cs 

*, - 1915», 1.4681*5 = -1.1489 

t : + 1.7447*, - 3.0426», 2.4681 

*,+ .2979.»,* .6170*, = -1.2128 

MATLAB 1.3 

I. Rxistcn solucioncs únicas ya quc 
cada columna dc la fomia cscatona- 
da rcducida por rengloncs dc la ma- 
triz de cocficicntcs ticne un pi\otc 
Si la matriz aumentatia ticne cinco 
columnas. por ejcmplo. y su forma 
cscalonada rcducida por rençloncs 
sc asigna a la variable K, entonces 
la soluciòn será \ « R(:J*), 

3. La respuesia para iv i como una mues- 
tra es: la forma escalonada rcdticida 
por rengloncs 

I 0 .5 0 5 n 

0 1 10 I) 2 

0 0 0 1 -3 -I 
0 0 <) 11 o 0 

k 0 0 0 0 U 0 , 

Los prvotcs cstnn cn las posícioncs 
(I. I). (2. 2) v (3. 4), El sistcma dc 
ecuaciones cquivalentc cs 

x, -+ .5*, + 5*j = I 

*i+ *, =2 

*, — 3*, = — I 

Lnscolumnas 3 y 5 no tícncn pivotcs, 
asi: 

*, l-.5*,-5», 

*, =2-*, 
t, =-1 +3*. 

5. Sc da el prograroa para cl inciso iii) 
dcspucs dc introducir la matri/ \ 
Existcn posihlcs variaciones 
Para haccr ccros cn la eolumna uno 
abajo dc la posiciòn 11. I \. 

A(2.:| = \(2,:)-2« V(l,:) 

\(3.:>- \(3,:)+3*A(l.:) 


\(4.:) \(4,:) \(I.:) 

E1 siguicntc pivote está cn la posición 
(2. 3), Para liuccr ccros cn cl rcsto de 
la columna 3 <va ha\ un ccro cn el 
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rcnglón •! I y para poncr un I en la 
posición pivote: 

A(3,:| = A(3.:)-2*A(2,:) 
A(l,:) - A(l,:)+2/3*A(2,:) 
A(2,:) = t/3*A(2,:) 


La soluciôn es quc la industria I 
nccesita producir S537 197.63; la 
industria 2. S4<>(> 453.67, v la 3, 
S277 042.45. 

II. a. Matri/decocficicntcs: 


E1 siguiente pivote esta en la posición 
(3.4). Para hacer ceros en el resto de 
la colunina 4 (ya hay ccros arriha del 
pivotc) y poncr un I en la posición 
pivotc: 

A(4,:) A(4,:)+2»A(3.:) 

A(3,:) = l/2*A(3,:) 

ILsto completa la rcducción a 

I 2 (I t) -3 -12' 

0 0 10-2 -5 

0 0 0 1 1.5 8 

0 0 0 0 0 0 

' 2\ 

7. a. Primer sistcma: 3 Segundo 
-1 


sistcma: 



h. Primer sistema: sca arbitmria. 
Entonccsjc, - 2 - .rj y jr ; — 1 + 
2r,. Scgundo sistcma: sea.r, arbi- 
traria. Entonccs.r, = 1 -x } y 
.r, = -1 + 2jtj. Tcrccr sistema: no 
hay solución. 

c. Si un sistema cuadrado tiene 
una solución ûnica para un lado 
derecho. tendrá solución única 
para cualquier lado dcrccho. Al 
cxplicur la causa. analicc por 
qué hay un pivotc cn cada ren- 
glòn y cada columna y lo quc 
esto implica (respectivamcntcl 
sobre la cxistcncia y unicidad de 
las soluciones. Es posible que 
un sistcma cuadrado tenga un 
númcro inllnito dc solucioncs 
para un lado dcrccho y no tcnga 
solución para otro. como se ilus- 
tra en el inciso b). 

’). b. La mntriz de coeficicntcs ndccun- 


I I I 
9 3 I 
16 4 I 

Polinomio: 

-2.3333.r + !13333.r- 10. 
b. Matriz de coetìcientes: 

r (I 0 0 f 
1111 
27 V 3 I 
,64 16 4 I 

Polinomio: 

-1.4167^+8.8333^- 
I4.4167r - 5. 

Problemas 1.4, (lâgina 42 

I. (0.0) 3. (0.0.0) 

5. (ir,.ir,..r,)..r i arbitruria 

7. (0.0) 

9. (-4.r,. 2r,. 7jr,..r,)..r, arbiiraria 

II. (0.0| 13. (0.0.0) 

«5. *«$ 

17. (1.6621+,. 0.002ir,.+,). .r arbilruria 
19. (0.3305.x 4 +• O.I47.tj, 2r, 

3.25+,. -0.7124+4 + 

0.1019+,. r 4 . +,). v 4 . x, arbilrnrias 

MATIAB 1.4 

3. n. r, 6 de C0 2 ,.r 2 _ 6 de H.O. 
r, - I de C ( ,H,,Ô 0 y r, = 6 dc 
O,. 

b. *, = 15 dc Pbi S, |„ +, - 44 dc 
CnMn0 4 ),.+, 22dcCr.O } . 

, 4 = 88 de MnO,, +, - 5 de 
Pb,0, y r A 90 dc NO. 

Problemas 1.5, |»gin.i 3b 


8 -I -3' 
daes .15 .75 25 
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7. 


0 

0 

/ 


«I. 11.2,5.7) 


45. 


0 I 0 | o' 

I 0 | I (| 

oioot 
I 10 0 0 
0 0 I 0 (I 


MAfLAB 1.5 


13. (-8. 12.4. 201 
>5- (8. -5. 7. I) 
17. <7.2.4, ||) 

19. (-11.9. 18. 181 



f 3 

9 



f 2 

2 

21. 

6 

15 


23. 

_2 

-1 


.‘3 

(. 



. 6 

-u 

25. 

'0 0 ' 




_2 

4' 

0 0 



27. 

7 

15 


0 0 





1(1 


4 10 



0 

6 

29. 

17 22 


31. 

5 

14 


-9 

u 



-9 

9 


1 

-5 

0 




33. 

-3 

4 

-5 





-14 

13 

-f 





35. 


fl I 

9 5 

(7 -7 


5] 

10 

K 


37. 



-1 

-3 

3 


39. 


-9 -5 
-7 7 


-f 

-10 

V 

-5 

-10 

- } J 


I. a. Ln programa posìhlc et 
c - -A(2,l )/A(I,1). 

A<2.:) = A(2.:)+c*A(l.:) 
c=-A(3.I)/A(I.I), 

A(3.:)= A(3.:)*-c*A(l.;) 
c=-A(4.l)/A(I,l). 

A(4,:) = A(4,:)+c*A(l,:) 

Obsers e quc la coluinna 2 no liene 
pivote. El siguienle pivotc esta cn 
la posición (2, 3). 

c = -A(3J)/A(2J). 

A(3,:) A(3,:)+c» A(2.:) 
c= \(4J)/A(2J). 

A(4.:| = A(4,:)+c« A(2.:) 

E1 último renclón ile coinandos se 
incluyó parj asegurar quc la posi- 
ciôn (4. 31 sea en rcalidad cero El 
siguientc pivotc está en la posi- 
ción (3,4). 

c - -A(4.4)/A(3.4), \(4,:) = 

\(4.;)t-c* A(3,:) 

No hav mas pivotcs La forma 
escalonada por rcngloncs cs: 

I 2 -2 0 f 

0 0 3 0 -6 

0 0 0 2 3 

0 0 0 0 0 

3. h. i(.-t - H) =s.4 • v/í 


41. 0.4 - 0 porquc Ort = f)paracualquier 

escalar a; 

I I - l porquc lu-aparacualquier 
escalar a; 

0 + .4 .4 porquc 0 s a = (l para 

cualquicr cscalaru. 
43. Se dcducc porque u(a + b) = Uí , - 


Problemas 1.6, p,igin.i 78 

I . -14 3. I 5. i,c - hti 

7. 51 9. a = 0 II. 4 

13. 28 



«/> para cscalarcs a y b. Ademas. /13 35 , 8 
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21 . 


' 19 
8 

-8 


-17 

-12 

-II 


34' 

20 



15 35 
21 13 
9 9 


25. (7 16) 



3 -2 1] 


a b r 

27. 

4 0 6 
[5 1 9j 

29. 

d e f 
>' * / 


31. Si D = í/, jfl», - entonce < ; 


h :t h ìì) a M /i)j 


ft 0 I 0' 
ft 0 0 I 
0 0 0 0 
oooo 
0 0 0 o ; 


ÍS 


4 4 - 


0 0 0 l' 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 


,l 5 = 


(I 

0 

(I 

0 

0 


0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 


0 

0 

0 

0 

0 


33. a. 3 cn cl grupo 1.4 cn cl grupo 2 \ 
5 cn cl 3 


I». 


2 110 0' 
I I 0 1 0 
10 2 0 1 


35. Ortogonal 

37. Ortogonal 39. Ortogonal 

41. Todo a y |1 que satisfacen 5a - 4|t 
25 l[) (25 - 5u) 4. rt arbitrarial 

43. a. (2.3,5. 1) 


'l' 


: 

7 

V 2 / 


45. u. 


80 1)00 
50 


r. II 

45 000 40 000) 

20 10 J 



c. dincro: 255 000: 


53. PQ = 


/i! >1 

*i *i TT 

\y ~ I; todos los clcmcn- 




tos son no negativos y Ji + it - II 

= I, 


JLL-t-.lL — = i * ì 

l> LÎO (« * * 


55. Sea = (/>)> <J u/> dos matri- 
ccs dc prohahilidad dc k x k. Sca 
l’Q - C (l-„). La stuna dc los clc- 
mcntos dcl renglôn m dc l'Q cs 

c *.i + c ml + C w? ■* 

C '<"* = P«il7ll * Pm^ht 
+ Pmjfhi + • • *Pmk<h\ 

+ Pmtfftì ’ + 

■*■ ~ Pmk<ltí ■*■/’»|7|) 

+ /’«*?» + /»«i‘/u * 

~Pmi‘Ul 


+ Pm\‘ì U * /W/ii ' PmlQ'l 

+ • + /’-*9u 

I Los elcmentos entrc parcntcsis csî» 
cn un renglón de 0 cuya suma « I 


accioncs: 120 


4 



51. ,l 3 


'0 0 I 0 o' 

(I 0 0 10 
(I I) II 0 I 

0 0 0 I) 0 

k 0 o o o o, 


/’*»d < /ii + r /i: + (fn + 

‘ <7ul + /’m.4«/:i + r/:: 

+ V» + • * + 

*/’»d < /.M ’ 9t: f <7u ■*■ 
-rt/i*> + * ‘ + /’mJr/ít + r/c 
♦ t/ 4 , - • • • <jr u ) 

/’.|(D*/’«’<)) */’-t(D 

- • • • * />«J 1) = I 
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Respuctus j im pfotilemai imp.irp' A-4j 


57, a. tcnistJ» 2 tenisla 4 > tcnista I 
tcnista 3 

b. marcador = nûmero dc jucgos ga- 
nados más !a mitad dcl númcro de 
iucgos ganados por cada tenista al 
quc cstc tcnista dado lc ganó. 

59. AiB t D 



61. 


( J 7 

18 42 


> »* 
6 70 
2 1« 


63. 


(* /Jo 0 

J?_A, 0 u 
0 0 | .) b 
0 0 I c rf 


65. Att^BA ^ ^ j Observe 

quc D ■*- C- C * D 

67. 36 69. 9840 

71. ii + ii » i: = 

1 i t W1 

73. 11 2 * 2- - 3-M2 3 * 3 J ♦ 4 J l =» 1386 


T5. £(-3)* 


77. Ỳ,»* 

H 



<-i)‘ 

a' 


i 


81. Y, k ' 2k X 2 *’ 

§•: 

j : « 

83. ^ £ o ( 85. a„ 6 J; 


r*l r-l 


* 

87. £ (o, + b t ) - (,i u *■ 6,,)- 

14) 

. + \r.|) 4 Kr. : + 

/ »«.j) + ’ K * **) 

= <«Af f "ir.i +<J vr.3- + «,v) + 

Kr + fr»f. t + A »r.: f ' *^\) 

.V V 

= S "* + X 

l-A/ U/ 

89. y<),-a A , + rt\,.,+ +fl.* 

k-M 

tf-., + + 0,V=Kf + ‘ J V,-l + 

+ ‘ J »)-(«.. , **>..; ♦ 

<W \ 

fl\) = Z + S "< 

)-W l.m.f 

'34 192 3X 621' 

„ 50 408 44 115 

62 661 71 731 
,59 190 55 046 , 

93. a. Los númcros cn los rengloncs dc 
cada matrÎ 2 son positivos v su- 
man I. 

b. bq 

0.31118 0.18444 n 14174 0 36264 
032625 0 27585 00X454 0 31336 
0 17955 0 22651 0 19619 039775 
0 30047 0 15251 033558 0.21144 
cs una mairu de probabilidad por- 
que Iqs elementos dc los rcnglo- 
nes son positivos y suman I. 


95. A" ~ 


0 6" u 
0 0 e* 


dondc «. v y t» 


son nûmero rcalcs. 


MATLAB 1.6 

I. 4 tt está dcfinido; tt. l no csta dcfinido 
y produce un mensajc dc crror, 

3. Encontrara quc 4t.V * sZ t H 
5. V = IO*(2*rand(5.6M). La cxprc- 
sión dada será igual u ccro dcmos- 
trandoquc 4\ ticnc la intcrprctactón 
de una combmación Imcal dc los co* 
lumnas dc I. 
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A-4fa Cipitu''' 1 


7. (.■( t H)- . 4 - * 2.-\H - fí : sólo para 

aqucllos parcs .4 y fí quc conmutcn 
Sugerencia para la iJemosnvchin 
cxticnda la multiplicación ( I + fí) : , 
9. a. El productodcmatricestriangula- 
res 5upcriores c.s triangular supe- 
rior. Sugercnda paru la demas- 
trucìôn Suponga que T y S son 
triangularcs superiores. Utilicc cl 
hccho dc quc ( TS)t/ cs una suma 
de elementos dc la fomia / rt ,v 4) y 
quc / 4 = 0 si i ■ k y s tj D si 
k - / parn dcmostrar quc ( TS) = 0 
para t > J, 

II. El patrón sc cumplc: 

\A-BB-K = 0 

13. a. La matriz dc contacto ìndirecto 
deseada K cs \')7, dondc V cs la 
matri/ dc contacto del grupo I cnn 
el grupo 2 ,) es la matri/ de con- 
tacto cntre el grupo 2 y el 3 y / 
cntre el grupo 3 y cl 4. 

Sc da un cjcrnplo del program 3 
pani introducir ) dc una mancra 
sencilla: 

V = /eros(5,8); 

Y(1,|l 3 5|)=|l 1 l| 

Y(2.|3 4 7|) = || 1 lj 

Y(3,|I 5 6 8|) = |l I I l| 

Y<4^») = I 

Y(5,|5 6 7|) = 11 | || 

I a matriz de contacto indireclo 
entrc cl grupo I y cl 4: 

3 1 1 2 2 1 1 3 3 2) 

S I 3 I 4222232. 

5 3 1 4 13 1 3 3 2 

V 

I». No hay ceros cn A, de manera quc 
cada pcrsona del grupo I tiene 
contacto indirccto con todas las 
personas del grupo 4. 
c. 11 I l|*kproducirálassumnsde 
l;is columnas. es dccir, el númcro 
total de contactos indircctos que 
tiene cada micmbro dcl grupo 4 
eon el grupo I. Cl tìene 12 con- 
tactos. cl cual cs cl nûmero mas 
grandc cn las suinas dc las colum- 
nas. 


k-ones(10.1) producirû las su- 
mas dc los rcnglones, cs dccir. el 
número total de contactos indircc- 
tos dc eada iniembro del gmpo I 
con el gmpo 4. .43 cs la mâs pclt- 
grosa pucs tiene 26 conlactos in- 
directos 


Problerrtds 1.7, |wgina ‘)4 



7. *, +,t ; - t, - 7 
4», -x z - 5.tj - 4 
6 t, * ,t. - 3 jcj 20 


9. 2t, + jt, = 2 

-34, +4*, - 3 4 

5*. - 6t, 5 
II- *, =2 

* 3 = 3 

X, —3 

t 4 = 6 

13. fiv, - 2t, + 1,^ 2 
-2t, + 3*j - *, = 4 

Ot, * 0 *-, + 0 .t,» 2 

15. 7*, +2* 2 '=| 

3-t, 4 *j - 2 
6t, + 9*,-3 

17. I.a soluciòn más scncilla al sistcma 
dc ccuacioncs no homogcneo se ob- 
ticne hacicndo *, = 0. Entonees, la 
solución gcncral cs (2. 0) - .t,(3, 11; 
*- arbitraria- 

19. Si.i, = 0. una soluciòn no homogcnca 
cs (2.0. 0) y la solueiòn gcncral cs 
( 2 . 0.0) + .t,t -i. I); *, arbitraria. 

21. Si r, = t, = 0, una solucíôn no homo- 
gcnea es t-l. 4. 0. 0) y la solucion 
gcncral es (-1.4. 0,0) - 
*j(-3.4. 1.0) ** 4 (5. -7.0. I). 
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U. U t* Cj.vj)" 

-*•</(jíHc,.»', 

+ h{x Hc,>', ♦ e-j.Vj) 

- ‘ |V,“ + Cj>'í’ • r«.vK-,y; 

-a(*)Cj>j’ * h.rjc,.,,- /S,i ic : v : 

' C,( + /K.T)V,1 

+ Cj( v." - al x li'.’ - /n.r |v 3 ) 

= Cj ■ 0 + Cj • 0 - 0. ya quc, y >■, 
son solución dc (7). 

MATLAB 1.7 

I. Para cl inciso b). t, -Iïj-t, >> 
.tj -t, -Tj - I. un cjcmplo de solu- 
ciôn, scleccionandox, -I v r 4 
es x = 11 ;0; I:—2|. Dcbc encontrnrsc 
quc .-H y I». lo quc ilustra quc \ 
cs una soluciónal sistcma dc ccuacio- 
nescuya mntri/ aumcntadacs (.( b|, 
entonccs.íi b y besunacombi- 
nación lineal dc las columnas dc .-I 
dondc loscoclicicntcs en lacombma- 
ción lincal son las componentcs dc \ 

3. Para venficar quc un vector w es una 
soluciòn, dcmucstrc que l\* b 
S. n. Scotj = I cn la solución t,= -t,. 
X; - !t,. ,T| = 0 conduce a 

0 T,(cóM)-Xj(col2)+x,tcol 31 
f x 4 (coI 4 i=-(coI 1 )-t 2 (coI 2 )- 
(col 3). 

lo quc a su vez llcva a col 3 
(col 1 1 - 2(col 2). 

b. I .a solución c* x, - - 2* } +x 4 y • 
X 2 -x, - x 4 .1 iacicndo x, = 1 y 
x, “ 0 sc ticnc col 3 = 2icol 1 1 + 
icol 2). Hacicndo x, ~ 0 y i*- I 
sc licnc col 4 - - (col 11 + (col 2). 


Problemas 1.0, página 11 2 


l. 



5. \o invemblc 


7. 




•>. \o Irtvcrtíblc 
II. Nloinvertíblc 



T % i 
> £ 



H ï T íj 


U I 
I -I 
0 I 

-2 2 



n. f 1,4; IJ - •■!» 4„ , 

4.'.4;' dcsdc (,4J l_ 

^ç'.-lT'X 4,.l, ,,|j 

MJ.4J , l.'K.4T' l 1 |»,(. 

MJ'L 1 - fj’i- 

(.4j • • - .4, ,4«) 


19. r 


I 




* ( " u ‘ ; j. Si,( î /. 

V" 0 :i »m ) 

cntonces -) - 4 Si «„ - v 

Lntonces u,,a 3? - 
u.,o, ; -a' - 1 1 — t =*— I. Asi, 



21 . 


Fl sistcma ii\ 0 tienc uri numcro 
infìníto dc suluciones i por cl teorema 
I4U Pero si tì\ 0 enionccs 
ifi\ 0. Por lo tanto. dcl lcorcma 6 
fpartcs i) y Hi|. ifí no cs invcrtiblc. 

- - -V 


23. 


sen tl co50 
(M 0 -scn 0 
0 0 


e* >u propia in- 


vcrsa i ya quc scn : 0 - cos : H I). 

25. Si la i-csimacomponentc dmgonal cs 
0. errtonccs cn la rcducción por ren- 
cloncs de I cl rcnulón t es ccrc» dc 
mancra quc. por la nfirmadón cn el 
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paso 3b). página 103. .1 es no invcr- 
tible. De otra manera, si 

A - diagur,. « 2 . a„) 


cntonces 


.4' = diag 


27. 


(, 

■ 

0 

0 

\ 




29. Scdemuestracl rcsultadoparaclcaso 
dc quc A sca triangular superior. La 
dcmostración para una triangular in- 
fcriorcs similar. Considcrc el sistcma 
homogcnco 

a u «'i. 

0 «jj n : , • - • , « : „ 

♦ 

0 0 0 a, Ij, | 

0 0 0 --. 0 a, m 


( \ 
■*l 


0 

•*: 


0 


= 


•*.-i 


0 

i - 


io. 


Suponga quc «,,. « ;: . , a m son 
todas dífcrcntcs dc ccro. La última 
ecuacii'in en el sistcma homogéneo es 
= 0. y como «„„ = 0. *„ = 0. La 
pcnúltima ecuacíón cs 

y «„ ljt | = 0. ,t„ = 0 implica quc ,r„ , 
0. De manera similar, se concluye 
quc r, = *, = -• =*„ , -Jf„ = 0.por 
lo quc la única solución al sistcma 
homogcnco cs la trivial. Por cl teore- 
ma 6 [partcs i) y iit], -I es invcrtiblc 
Inversamente, suponga que una de 
las componcntcs dc ladiagonal.diga- 
mos «,,. cs igual a 0. Entonccs cl 
sistcma homogcnco Ax - 0 tienc la 
soluciôn 


\ 


ílì 

ti 

l", 


[Si a Ll = 0 con j* I. cntonccs sc clígc 
t eomo el vcctor con un I cn la posi- 
ciôn j y 0 cn cualquier otra parte.] 
Lsando el teorema 6 otra ve/, sc con- 
cluyc quc I no cs invcrtible 
31. Cualquiermúltiplodet l.2)diferente 
de cero. 

33. 3 sillas y 2 mesas 

35. 4 unidades dc A > 5 unidadcs dc B 


37. n. 4 - 

/ - .4 

f 


02M o o 
0.014 0.207 0.017 
0.044 0.010 0 216 


0.707 0 

-0.014 0.793 

-0.044 -0.010 

% ' 

r |X 6X9' 
b. 22 59* 

3 615 


0 

-0017 
0 7X4 



En los problcmas 51 al 55 las respucstas 
estan dadas con cuatro cifras dccimalcs. 

[-1 4075 0.4560 0.3034^ 

51. 0.65^1 -0.1670 -0 1544 

0.439») 0.2675 0.0323 


http://harcoval.blogspot.com 




Sí -.111)1 .i.r .1 Im |i- IiIimii i-, nn(>ati - A* 4 ‘) 


<><KWJ 0.0152 0.0106 1 

5< -0.<X13? 0 (K)43 00004 -0 0050 

' ' 0 0183 0 0094 0 0085 0 0030 

0 0194 0.CK)70 0 0255 0.0158 

/ 

55. Fl invcrso de In matrí/ dada c> 

0043? -0.1237 -01964 0.1269 0.2034' 1 

0 —0,0690 -0 0671 0.0357 0 1133 

0 0 - 0.0269 0.0191 0.0078 

0 0 0 0.0110 -0.0032 

k 0 0 0 0 0.0213 

MATLAB 1.8 

1. Sca S=í<(:,|4 5 6|), Jondc R '•c ajusla 
a la fonna cscalonada rcducida pnr 
rcnglones, Dcbc tcnerse que A-S 
S* A. ambas igualcs a lu idcnlidnd v 
s debe coincidlr con lnv( \) Sc licnc 
54 -23 -7 
qucS-—16 7 2 

.-7 3 ' 

3. Parademostrarque tnocsinvertible. 
dcniucstrc quc la fonna escalonada 
reducida por rcngloncs no cs igunl a 
la identidad ïtigervnciapara demos 
irtninn *iW, = 3A’, 5A : . ^cual scrá 

el rcsultado final dc las siçuicutcs 
opcracioncs cnn rcngloncs: /< t -* /í 
3W, seguidu dc W, -* /f, - 5/?,? 

5. a. L na matriz triangular superior es 
no invcrtiblc si un clcmento dc la 
diagonal cs ccto. Los clcmcntos 
dc la diugenal dc la mvcrsa dc una 
rualriz Iriangular superior son los 
invcrsos muliiplicanvos de los 
clcrncnlos dc la diagonal dc la r«a* 
tríz oricinal. Sugerencia para la 
ilcmastracion considcre (.1 /]. 

Si primero sc reallzan lus opcra- 
cinnes eon rcnglnncs para hacer 
unos cn las posicioncs pivotc, 

, quc crea eso cn la partc dc ta 
inutriz uuinciilada corrcspondien- 
tc a /? Argumcntc por quc cstas 
posiciones no cambian con las 
otr.is opcraciones con renglones 
ncccsarias, 


b. Todas las mntriccs dc cstc tipo son 
no mvcrtiblcs. 

c. í*ara vcctorcs \ con clcmcntosdis- 
tintos. la matriz I asociada cs in- 
vcrtiblc. 

7. c. Los elemento.s dc la inversa son 
grandesy sevuelven masgrandes 
cuandoy sc hacc más pcqucno. es 
decir cuando la rnatriz. se acerca a 
scr no invcrtiblc 

d. La cxactitud cmpcor.i cttando la 
matríz se accrca a una no Inverti- 
blc ya quc la solución calcutuda y 
la solución cxacta tienen cada vcz 
menus dicitos igualcs. 

9. Vlultiplicandopur ludcrech.i cncfcc- 
to se catcula iM.lì.l ', Ll mcnsajc 
dccodilìcado dícc. “4rc \nti Itaviitii 
futí'. cs dccir "tc cstas dìvirtiendo". 


Prohlomas 1.9, (tâgirta 124 



II. Í(.l-/»>'1,,, = < t * = l 

* < fí’ i, Asi. la componente ij dc i -I 
r H\'t s igual a la compc'nentc i/ de I 
más ln componcntc ij dc fí' 

13. (.4 * fiì' V-H' I - H 
15. Si A cs dc m « n. cntunco I' cs dc 
tt ■ m \ I I' es de m .» m. Vdcmnj. 
(. M'l' = (.nM = M’. 

|7. Si .4 cs uiangulai supcriuf y R -I 
cntonccs A = a, = o -_.i / i. Por lo 
tunto. fí cs triangular inlcrior. 

19 . (.4 - ÛY =‘ /I' 

= -.4 - W=-(.l - H) 

21. (.4//)’ /f'.4’=(-//)(-.() 

= (-l)-‘ H. l = H1 
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Capîtulo 1 


23 . [ì< ì - ny 

=j<,r-.D 

25. ii) Nos dicc quc 0 |,cj ; - ti,0. 
Entonccs 


|,_ a Ti tt n B :r + a >î 0 :: | 

Uti«:i + °»:"a °?i + «!j J 

-(:?) 

Etitonccs, dcl tcutcnta 1.8.7. sc ve 
quc A'-A' 1 . 



20 . 



ï 

0 


MATLAB 1.9 

I. i ABì'- li'A'. 

3. fì v G son simctrìcas: cs dccir. h,. = h,, 
> fì :: ~K ,,• í” es nntisimétrica, es decir. 

e >i = * t > 


I 1 0 
-2 


23. 


(- 


I I 

/ 


25. 


'II 0 I 
0 I 0 

l' » «' 


29. 


I 0 0' 
0 I t> 

1-5 0 I 



37. 


30. 


41. 



0 o' 


0 

-2 0 



0 ij 


fl 

0 tl 

< 

o 

1 0 

0 

\ú 

« 1 

1) 

1° 

« II 

h 

(2 

oVi 

nV’ 

1» 

'A 3 

'A 


27. 


10 0 
0 I 0 
oo I 


33. 


o 

JL 


0 V I 

w» 


Problcmas 1.10, página 134 

1. $*:*■£*; 

3. No [se uson dos operaciones: /0,«I* 
A', seguida dc fì 3 -» rt } - /?,] 

5. No [se usan dos operaciones: /?, • 

3/?, y /? : -* 3/< } ] 

7. \o [se usan dos operaciones: H, 

/?-, seguidn de /?, /f-J 

0. Sl J{ z ~* fì z - 2R, 


I 0 0VI 0 OVl 10) 

43. 0 I nHO 2 0 0 I 0 

(5 0 lj[« 0 lj(0 0 |J 


i 

0 

o' 

1 

» 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

-4 

() 

(> 


I I « » 

0 I 4 

o« 


f° 

0 

iVi 

» oYi 

« «' 

J« 

1 

«t» 

i «1« 

1 0 

V 

« 

«A» 

-1 lj,0 

« -i 


ii. 

13. 


15. 


17. 


\o |se usan dos opcracioncs: fì, 
fì. — fì, y /?j »/?,, — /?,] 

(\ « «ì 


0 4 0 
0 » I 

1 -3 « 
0 I u 


47. 



1 

0 

l)( 

1 

» 

o 


X 

» 

1 

0 

« 

1 

-1 



0 

» 

1 II 

» 

n 

1 



V 


A 





2 

» 

« 

ii 

I 

0 

0 

0 ] 

t) 

1 

« 

0 

0 

3 

0 

0 

t 

» 

1 

« 

11 

» 

1 

« 

0 

() 

« 

1 


» 

» 

1 


0 

»‘J 




íl 

0 

0 

o' 

/1 

(1 

(1 

°ì 

0 

0 1 ) 

f 1 

« ») 

X 

« 

1 

0 

0 

0 

1 

« 

0 

0 

« 

1 0 

10 . 1 ) 

1 1 


0 

0 

—4 

0 

i» 

1 

<1 

4 

1 

0 01 

0 

•I 11 


0 

0 

0 

1 

V" 

0 

0 
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Ri_i[uifsr.ií .1 loi i n>iíUrmas i'itporci A-5) 


49 [• "ì 1 «Yl h '<i) . 

[« 1 /,<► 4« 1 )• l3S pnmCraS 

57. 

e 

«Yi 

'A° 

3 

dos matrices son clemcntales porquc 
ii « 0 y c * 0 

59. 

c 

Ìf. 

3 

51. t.os casos de 2 * 2 y 3 « 3 son los 

61. 

í' 

o <0 

1 1 0 «' 

resultados de los problcmas 49 y 50. 

? 

1 01 

1« -3 « 

Fn la respucsta al problcma 1,8.29 se 



o ij 

[« « 1 


pmlrô esic resulUulo. Se pucde dur 
otra prueba demostrandn, como cn 
los problcmas 49y >0.quc.l se pucdc 
escribir eomo el producto dc matriccs 
elememalcs. El paso clave e% reducir 
l a /. obscrvando quc cuondo sc di- 
vidc. sólo sc hace enirc los nûmcms 
en la diagonnt, que son dit'ercntcs de 
ccro por suposición. 

53. I cs triungular supcrior. dc mnrtera 
quc M' I 1 cs triungular supcrior por 
cl resiiltado dcl pmblcma 52 Pcm 
(4’ > 1 ~ i » de manera que (f ')' 
cs triangular superior, lo quc sigmtìca 
quc t ’ — (i.f i'J' es trîangulnr infe* 
riar. 

55. Sca H A„ v O = . j, A . Enlonccs la 
contponcme tr-csima. dc !) csta 
dada por 


Y. b « a i> 


C) 


M 


Si k *y. cl renglón k àefíci el renglòn 
k dc la idcntidad, por lo quc /> 4 , - j sí 
/= k y 0 dc otra mancra, Emanccs 

<A. = a t , s \k*J 

Si k -j, cntonccs 


b 


Si/=y 

Si 

de otra moncra 



y (*)sc convicrtc cn 

a » 1 h h a ,< * h „ a >. 

3 «V * «V 

A.si. cada componente en cl rcnglón / 
dc A,, I a la suma dc las coitiponcn- 
tcs correspundfetitcs en cl renglort / 
dc A y c veees liis componcntes co- 
rrcspondicntes eti cl rcnglòn / de A 
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3. a. 


MATLAB 1.10 

I. a. í. F = eye(4): K(3J) = 4 

ii. F cye(4); F(l.2) *-3 

iii. F = eye(4); F(|l 4|).:j = 
F(|4 l|,:) 

h. i. I a inversu cs la idemidad e.s- 
cepto por - en la posición 
(3.3). 

ii. La invcma es la identidad cx- 
ccpto por 1 cn la jtosicton 
(1.2). 

iil. La invcrsa dc / cs la ntìsnta / 
Sc da tin eiemplo dc programa. 
Algunos pasos pucden no scr nc- 
cesarios para esta niatfi/ en parti- 
cular j>ero se incluven para quc 
sea completo. 
t = A; 

Fl = eye(3); 

M<2,l) = -l!(2.l)/t (1,1), 

I' ■ Fl*1 
F2 = cyc(3); 

F2(3.l| =-l (J.l)'V(l.lj, 
l =F2*l 
F3 = eyr(3); 

13(3.2) -l(3.2)/l(2JÌ), 

I =FJ-1 

L = inv(FI)*inv<I 2)*m>(F3) 

L = 


1 

•» 

ï) 

(1 o 0' 

0 

-1 

4 5 

t -1 1 1 « 

0 

1) 

-'J 

i“ " «J 


com 


La nmtri/ / cs tnangular infcrior 
con unos en la diapoiml. El clc- 
mento (1. 2) de Z. cs el ncgativo 


Capítuk> 1 


del clemento (1, 2| cn Fl > eon- 
ticne cl negativo del prinier mul- 
tiplicador usadoy Miposieióndiee 
quC clcmcnto sc hizo ccro. IZl cle- 
mcnto 1 1. 3i dc L cs cl ncgativo 
del elementod. 3) de / 2 y el ele- 
mento (3. 2t de / cs el negativo 
del (3,2) de F3. 


d. ( 


6 2 7 3 

(l 7.3333 -8.3333 0 


0 

1) 

-15 


3 

(1 

0 

0 

26 8182 

r 1 

0 


0 o' 


1.3333 

1 


0 0 


1 6667 

.5 


1 0 


.6667 

909 J 

-7.9394 I 



l£l programa cs sínnlar cxcepto 
que las matriecs elcmentaJc.s son 
dc 4 - 4 y sc ncccsitan más pasos 
cn la reducción 


Problemas 1.11, página 132 

r i oVi 2"! 

1 À° -2j 


I. 


5. 



2 I 7) 
I -<> 


7. 

I 

J 3 4 J 
9. (8.-5) 

»• 

13. (-y. 34, 5) 


19. a. L = 


F 


<* ; I 


o o n 

0 I 0 
I 0 0 


ì 

4 1 5 

{/= 

0 3 7 

/ 

II 0 -i 

V 


b. (-1.-:.:) 

' J : : 


21. a. I. 


I 

0 

0 

I 


0 0 0 
1 0 0 
11 " 
-I ? I 


V • 


p 


(I 0 t) '-r 


(0 II I 0) 
0 10 0 
I II (I (I 
1,0 0 0 \) 


l>. I 

1 M 9 %t' u' |f-2 1 


UJ T »i 

r 


23. a. /. 


0 oì 
0 0 
I 0 


v 4 0 -4 I 


0 -x 








'_2 

-4 

5 

-10 

1 

2 

-1 

4 



0 

4 

-3 

2 

0 

-1 

f 

8 


L ' = 

0 

0 


2 

0 

0 


-12 



ï 


n 

\ 

0 

0 

24 



i° 

(1 

0 



/’ = 


• 5 - <ïï-*ïï--7--37> 

,7 - ï; íj 

'"(? ì) 

b. (-11. I 
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I) o o i 
0 10 0 
I 0 0 0 
V» o i n 


b. <l2.f 7, 2) 


25. Sca C - AD. dondc.1 y B son matriccs 
trtangulares supennrcx de n * n Por 
la definición dc matrlz Innngular su- 
perior. « (l - 0 si » > j Similarmentc, 


Rí--ouc-,i.h j lo, problcnvis irrpitros A-53 


29. 


31. 


b * O si/ / SuponjM / / Emonccs 

+i 

Si < 7 , cntonccs /> t = 0. de mancra 

que 

/ 

*-/ = £ ®A 

• -l 

Pcro para I • * s/ / * y asi { / ;i 0. 

1 « quc significa quc c, = 0 para / • / 
y C es triangular supcrior 

!7. La matriif sc pucde factonzar como 
II, dondc 


U - 


0 0 o 

I 0 0 
I I 0 
-I c I 

donde c pucde scr cualquier tmnicro 
rcal. 

3 

13 



(I 0 oY2 -I 
i o oo 


1 

? 1 

2 2 c I 


i 

0 

0 0 


33 


dondc c es cualquícr número rcal. 

l (.: fl; ï ?) 


35. 


37. 


I oV7 I 3 4Ì 

4 l j v 0 ~ ^ J 


0 

0 

£ 


u 

[ _l« _» 


0 II 0 

0 0 0 

I 0 0 

0 
I 


1 ' 


5 I 
0 f 
0 0 
0 0 
0 0 


Nota: La Ll-S? proporcionauna t con unos 
cn In dragonal: la / quc da no tiene unos cn 
la díagcmal Por lo tanto, cn las rcspucstas a 
los problcmas 39, 41 \ 43 sc dan dos res- 
puestas. la pnmcra cs una l. con unos cn la 
diagonal: la segundacs l.i rcspucsta dada cn 
laTl-85. 


39. 1 = 


n 0 
I 0 

u 'J 

f» 

/-10 


3-3 2 5' 



0 3 -£ 


r 3 1 f 

0000 

> u=* 

0 2 5 



0 0 -Ç 

0 0 0 0 

L i 


V i,i 


0 0 

: 

-I.P66Î 8.J 



41. 


I 

0 

0 3125 
0 125 


0 0 oì 

I 0 0 

-0.6518 I 0 

I 


0.0536 -0 1945 
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oì 
0 
0 

2.9760 

4 

16 -5 II X 

0-7 4 | 

0 0 8 |696 0.1518 

y 0 «) 0 2 976 

-.3125 .(»875 .5 

I -.5714 - 1429 
0 I 0186 

0 t) I 


16 0 0 

0 -7 0 

5 4.5625 8 1696 

2 -.3750 -I 5893 


t 



A-54 Opitiil 


43. 


o o o r 


' I 0 tt' 

10 0 0 

L = 

1 25 10 

0 10 0 


, 5-4 1 

k 0 0 1 0 , 




'o o o r 
10 0 0 
0 10 0 
lì 0 l 0 


3. C'onsuite !a interprctación cn cl pro- 
hlema 3 de MATLAB 1.10 l£l pro- 
grama es mu\ similar cxccpto quc sc 
necesitan scis matriccs clemcntales 


para complctar la rcdticción v catln 
matrt^ elemental es de 4 ■ 4. 


I 0 0 o’ 

0.9121 1 0 0 

0.5055 -00725 I 0 

0.23ON 05336 0.3372 I 

v / 

91 0 0 0 

.83 5002 0 0 

0 

21 2669 .0638 0495 


l = 

0.91 

0.23 

0.16 

2 

0 

0 5002 

-0,8259 

0.9524 

0 

0 

0.1892 

-04199 

1° 

0 

0 

0.0495 


Problemas 1.12, página 163 


'o 

1 

1 

0 

í 

0 

0 

0 

0 

3 . 

1 

1 

0 

0 

l» 

0 

0 

<>J 

\ 


I o o l o 


0 I 
I I 


0 I 0 

I 0 I 

0 0 (I 



I .252" 1758 

0 I -1.6511 

0 0 I 

0 0 0 


- 2198 
1.9040 
-2.2186 


P 


fo 

l 

0 

O 





0 

0 

0 

1 





0 

0 

1 

0 





1 

0 

0 

ûj 









'0 

1 

0 

0 



/ 

1 — 

II 

0 

0 

1 



/ 


0 

(1 

1 

0 





l' 

0 

0 

0 


MATLAB 1.11 


1. El programa scría el mismo que en cl 
problema 3a) dc MATLAB 1.10: 


L = 


2 -1 
-1.5 -3 
0 0 


6 

1.5 

6 



9. ‘Existcttna 2 -cndcnacntre 12 , 14.21, 
22.25.32,33.34.35.4 1 .43.51.54; 
dos 2-cadenas cntrc 23. 31, 42. 44; 
una3-cadcnncnUc 12.13.14.15.21. 
23. 35. 51. 52. '5: dos 3-cudenas 
cntrc 11.31, '4. 45. 53; tres 3-cadc- 
nas entre 22. 24. 32. 33. 42. 43, 44; 
cuatro 3-eadcnas entre 41; una 4-ca- 
denascntrc 15.51.53; dos 4-cadcnas 
entre II. 14. 35; tres 4-cndcnas cntrc 
12. 13.25.45.52. 54. cuatro 4-cadc- 
nas entrc 22. 23. 24. 33: cinco 4-ca- 
dcnas cntrc 31; seis 4-cadcnas entre 


http://harcoval.blogspot.com 
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21. 32, 54. 41, 44: Mctc 4-cndciias 
cntrc 43; ocho 4-c.idenas cntrc 42 
11. Sca H I - t', Entonces ( B ) f , = 1 . 4 ) 
* (.-/■), Pcro i.l i, es cl ntnnero dc 
traycctorias de un paso cntrc los vcr- 
tiocs / y /, y (/l-|, f cs cl númcro dc 
trayectorias de dos pasos cntTe los 
vcrtices / y /, ÍTnt..nces (fl), cs cl 
núrncro total de travcctorias de uno y 
dos pasos cntrc los vcrtices / y / 

Capítulo 1. Rcpaso, página 1 Ga 

I- té. 3. No hay solucíón 

5. (0.0.0) 7. |- 7 . 0,1) 

9. i îi„ jtj, x., , T , arbitrarm 
II. \o hay solucìòn 
13. (0.0.0.0) 


15. 

f-6 3' 

0 12 



6 9, 



l(» 2 3' 

17. 

-20 lli -I 


—36 X )/, 

19. 

17 39 

"ì 

14 20 

42 

21 . 

O ,„5 


,30 32 1 



23. Forrna cscalnnada rcducida por rcn- 
gloncs 

25. \iuguna 

27. Inrma escainnuda por rcngíoncs: 


31. 


[I 2 (l 
0 I 
0 <> | 


la inversa cs 


33. 


ì -4 1 

\ • • %) 

fl 0 2Ì 

0 I I 
0 0 I 


; la mvcrsn cs 


( • 


l -2 

I 

-4 -4 i 





1 2 OV’», 


f 3 Ì 

35. 

2 1 -1 jjt; 

— 

-i ; 


i3 1 


h 


cn cl cjercicío 31; 


‘i 


4. .»,»2; 

• • • • I 


3". 


39. 


41. 


2 -I 

3 0 
I 2 


: ningunn 


2 3 I 

3 -f> -5ú simctrica 
1-5 9l 


( 1 -I 4 

-1 2 5 

4 5 3 

(t 7 -X 


6 

7 

-8 

‘i 


. strnctnca 


I 4 -1) 

í° * ;) 

forma cscalonada rcducida por ren- 
glones: 

fl 0 -6 

0 I 2 


29. 


« f 

0 I 


. la inversa es 



40. 


0 I 0 

I t) II 

0 0 I 
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Capftuln 1 


51. 




i oY i -i 


10 


53. 




/*= 


í° 

I» 


I o' 
o i ; 
0 0 


(-47. 19.-i 


59. 


'ù I 0 0' 

I) 0 1 0 
10 0 1 
0 I 0 0 



Capítulo 2 


Problemas 2 .1 , pâgina I H 1 
1. 10. 3. 47 5. 4 7. 56 

9. 274 


U. Sea î- 


fcr„ 0 0 

0 d;. 0 

0 0 u,j 

0 0 0 


H * 


(h xx 0 0 

0 0 
0 0 b 


ii 


0 0 0 


Entunces det l - n xx a } *t xx <t.„ r 
dct H= b tx b : Aj, • /»„,. 

U|,/> t | 0 o -0 

0 0 • • 0 
0 0 (!„/>„ - - • 0 

0 0 0 • • 0 m h m 

y 

dct.l/í (au/’iiHu.’/i.a 

■ ( u .i;/ , xO ' (t'r.A,n|! 

— '' < 7 n«i 

■ ( b | ,6 • /’». ,1 

- dct I dct fí 


13. OaM coalquicr cjemplo funcionnrá; 
uno cs, dct j ( ' ( | “ • • ( u ‘ ,<> 

*■(: s] +to (í!:] 

0 * 0*1 
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Como oiro cjcmplo, sean I * ‘ 
> H ; y ^ j: entonce* (.-I + fì) - 

| 10 jî j.det > = dct/t > 
det 1.1 - H) —8 *■ det I — del /f 


15. Suponga que t (0, c). l a situación 
se dcscríbe en la fîgura. 


17. 40.9J4 


t9. 1.91524617425 ■ 10'* 


MATbVB 2.1 

I. I cs invertiblc si det(.l) r* 0 > es no 
ìnv crtible >i dctt.4 1 - 0 l.us matriees 
constmidas en el incíso hiil nunca 
son invertibles y lov detcrtninantcs 
scrát» cero tconsidere que los nume- 
ros muy pequertos von ccro dehidn a 
errorcs de redondcoi 

3. dctt.l - Û) » deti.l) + dctt/rí 

5. dett.-i i I dcl(.4). Sugerencht use 
ll' / > saque detcrminanlcs en 
anthos lados. 



I a hitsc dcl paralelogramo es « = 
'fô 3 + d' I a pendicntc dc 4C es ~. 

P 

1 

por lo que In pcndicntc dc BQ‘ — 

a 

> la eeuacton dc la rccta quc pasa por 
0 > Q es i - — v Lîi ccuacion dc ia 

i/ 

tecia ,4< 'cs t t - Q es el punto 

b 

de îtitcrsección dc csns rcctas y ev 

j r/t-hf) -M-f*. I I 

1 /> 3 ♦ (/• h : ♦ if J 

r/dct I h dCL t 
h : + J : ’ fr 1 ♦ J : j 

i nk'iiv.'cs/i ~ 0() .cntonccs 

basc * altura = tí'x 00 ■ det <|, 

l ttu pnieba similar funciona 
puracl caso.f ~(a. 0). 


7. a. detl l/i dctt l ldetl/>) 

b. detí l/i dctt -I idclt /.)|dct(/0. 


Problemas 2.2, |wgin,i 200 
1. 28 3.2 5.32 7.-36 


9. 

-260 

11. -183 13.24 

15. 

-2% 

17.138 

19. 

abcdc 

21. -8 23.16 

25. 

-16 

27. -líi 

29. 

Prucbu por inducciòn cíerto para n 


2 va quc 

I 4- T, .t. I 
t| l+X;| 

♦ (I * ,t,)( I + r .) _ r,r : 
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Capiiulu 


Sc suponc clcrto para tt ~ k. Es decir. 


I + .», 


I * .r ; v, 


*. 


I +t, 




= I -.r, +-JT 2 + • • • + .V* 

Entonccs para n ~ k *■ I, 


l+t, .t. 


M 


I + .»j J»t 

■t ; t + tj 

*, x. 


11 




,V| I * .V, . 


luundo U 
|)'opie<ÌJcl 3 un |j 
pfimprj l uluntna 


1 *; JT, 

0 1 + .t. X , 

0 .tj I +:t, 

' 4 ' 

0 .t, .t, 


•Tj 

I +JV. 


*1 


I + Xj 


•*» . t 

*» *J. I 

V ’j - 1 

*j I * •>» -1 

»j •*». 

• •*» *», 

•• V, 


© 


'* ♦» 


© 


i, tj x, • • X t l+í,., 

Pero expandicndo det © en su pri- 
ntcnt coltimna sc tiene 


det 0 - 


I + *. *, t, .» 4 ,, 

*, t + X, ... X t *| . | 


t. 


T » 1 *■*»., 


- I ■*■ Tj *-.*) + •-+ T*. I 

por lit hipótesis de inducdón (>a quc 
©cs un delerminantc dc k • I*ar.i 
cvaluar det (2 ). reste cl pritner ren- 
plón dc todos los dcntâs; 


|*i •»: *i •*» •*.- 

0 I 0 ••• 0 0 

dct@- 0 0 I •-- 0 « 

« 0 0 • • 0 t 


-*i 


Stjmando det Q) y dct 0 se 
cornptcta la demostrnción. 


31. Si n cs impar. dc! -í -dci I. por lo 
que 2 dct •! - 0 > dct A 0. 



1 *, >i 

I *, t. 
1 -»j »t 


= I *t “ * 

Ohscrvc las figuras siguicntcs. 


v 




- y,> 


Hl ârca A dcl tríángulo cs la mitad del 
área del paralelegramo gcncrado por 
los vectorcs u, > u que. por cl rcsul- 
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tado dc! problcma 2.1.16. csu dadu 
por 

M = ±- fî_x ' 

2 v,-.v, 

I I I 

35. D , = «, í», tí. 

«f «5 

I 0 (» 

" «I a 2 ~ a , «} “ «, 

«i «;-«i ‘n-a : , 

„ «: - a > 

(fl, -«,)(«, -o,) 

= («;-fl,)(M,-a,| 

I ] I 

V 

fl;-fl, fl, + fl, | 

■ (fl; - fl|)(rt, - fl,) 

« («,-«;) 

I I I I I 


3 7 . a. D, a\ «J a; 

«T' «;■' •’ «;-> 

b. Se prueba esto por inducción, El 
rçsultado cs cscrto para n = 3 p U r 
el resuhado del problema 35. Sc 
suponecierto para n -k Aliora 


I I .. j | 

«? o; - ■ «î a; ., 

u { • d 1 - 1 

* "r. i 

OÍ «; «í «J,, 

Sc resta la primera columna de la» 
otrsìs k columna;.: 
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D -- a ' 


«J ‘ 1 ai ’ - «! • . 

«J «t-«* 


".. , «, 


o« — «I 


oî.l-rrt • 

«î-fll flî.l-flj 


«î - a; 


flî-of 


«î •-«* • flj 

«; - «J «*, “ «J 

«! - «, «< . , - fl, 

•* flî-o? «ì-t-tíT 

«í '-«; ' ojri-tí* ' 

fli-flî flì.,-«J 

•\hora ,/í - A* - (A, (/| ) x , . 

«î '«, if| 'rtT - , «;«* 

«:•!* : + ci{-'i \ ai - '«{ i = 

<«.- «,i • <«j : • «t 'u, - 
flffl* 4 - ' - «; -I. Observc 

quc si los têrmínos cn el segundo 
factor dc la última cvprcsión se mul- 
tiplicnn por«, y después sc restan del 
scgundo factor dc ,-rî «{. sólo qucda 
el tcrmíno «î '. Asi. i) sc cxpandc cl 
dclcnninanle autcrior rcspecto al pri- 
mcr renglrtn. II i s C factori/a«, , «, 

cnlacolumna/.pnra I %/í AvHljse 
multiplica cl renelón / por «, y sc 
resta del rcnglon </ • 11 . p ;ir<1 / - * 

I • * - , 3. 2 en sccuenaa. Esto 

llevn a /.).,, = <«, </,)(«, _ a,) 

«,l 


1 1 

... i 

i 

o. o, 

«t 

«i.i 

Oî rtî 

• - - rt; 

«ì.i 

rtî* 1 o* 1 

... oj- 

’ «î'. I 

rtt û* 

••• oj 

"i .i 

»•1 

í.i 


n k-«i> 

n- 

«.) 

>-2 

i*2 



Uie la hipótesis de inducciòn ya que 
el últímo dcterminante es k ■ k) 


i-i 

n h-"» 


1*1 

i'i 


Esto complcta la demoslrución. 



41. det. I’ ; Jct.-I dct.4 = det .1. Si 

det .4 * 0. enlonccs det À I. La 
respuesta cs 0 o I. 

43. Sea Q unamatriz de permutucion ele- 
rncntal de mnncra que O se ohtiene 
intercambiando dos renylones. cl / > 
cl /, de /. Ll rcnglòn / de / tienc tm I 
cn la columnu /. usi quc d renglón / 
de Q tiene un I cn la columna /. P.s 
dccir. Q = I. SimiltUTTiente, Q t = |, 
Lntonccs Q Las tinicas com- 
poncntcs difcrentes dc ccro dc Q son 
los unos en lu diagonal y las compo* 
nentcs de la diagonal se quedan igtial 
cuando se obtícne la irunspuesta. Asi 
Qf ~ Q. Ahora, si /' es una matrlz de 
permutacion. Entonccs 


p -íV.-f P 'A 

dondc cada P. es una matriz de per- 
niutación clemental. Entonccs, por el 
tcorcma I: 


dct /’ = 


det /'„ dct P„ _ , det P, det /* ( ~ (-1 >" 


por el resultado dcl problema 42 
Adcmns. por el icorcina 1.9.1 ii I 

r-pQ». p: ,/•:. 

Así P’c s una matriz de permutaciôn 
y como antcs. 

det /" = t-1)" - det /‘ 


MATLAB 2.2 

I. deti i l) k J dctt. I). donde I es dc n 
* n SugdmiLÌa cn A.4 sc mulliplica 
cada unc» dc los n rengloncs dc I 
por k. 

Problcmas 2.i, |j.it;iii.i 210 

1. LB es la mutriz obtenida al pcmtutar 
dos rcnglones de 0. Por la propicdad 
4. det Ltt ~ -det H. Por cl prohlema 
2,2.42. dct /. — 1. I nlonces det H 
det E det U. 

3. FH cs la matrì/ oblcnidn al multipli- 
car el rcnglón / dc H por c. Por la 
propiedad 2. det EB c det fí. E cs In 
rnatriz obtenidaul multiplicar cl rcn- 
glon i de / |wr c. Entonces 
dct E c det / = c y det F.fí = 
c dct B det F det B 


Problemas 2.4, página 2lf> 



9. No invcrtiblc 

f i -i 4 41 


H i i íj 
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>3. Scdcduccddhecliodcquedei i 

dei ,-f, 


15. f'. 


f i j. .\ 

' II U 7 

_i 1 

I* 

i i I 
\ '* •• *J 


dct.-í^-HS, det ^, 

r. Xoha> mvcrsa sf c* cs cualquicr nú- 
mcro rcal 

Su dcterminonte cs cos- fl • SL * n - ,, _ 

I; su inversa cs 1 "' os 0 ~*m " I 
ÌMrnU ci» O j 

MATIAB 2.4 

ar.i >r «r. es decir. más colurnnas 
quc renglones, deir.fU) - « imn 
|>cquci1o dchido u errores de redon- 
dcoi. asi, l' l es no invcrtíblc. Para 
" m ' n Jec '>. más renclones q Uc 
columnas. .f' | puedc s cr invcnihlc 

3. Se licne quc la forma escalonada re- 
ducida por rcngloncs de. f cs | a iden- 
ticfrui por |o quc .4 cs invcrtihlc 
aunquc. por construcc.on, «tá muv 
ccrca dc cer ni> invertible Sc ticnc 

que detf.f) 6 55. quc no es cercano 
u cero. 

Problemas 2.3, (>,içiri,i jjv 

*• l i 3 '5. JT ; = 3 
3 ' 5 .^ 3'-3 

»'.-•**♦-*.*-* 

7 - 

9 * *' = 

a ’ n 

MATLAB 2.5 

«. I le aqui un programa cjcmplo par a cl 
incisoal 

d = detf \); c =• V: C{î ,1 ) = 

\l =* dclfC'pd 
= A; Cf:»2) b;\2 del(C)/d 
C onimuc dc csta maneru > haua \ * 
|\I;\2:\3:\4:x5( 

1 1 \ onfco flop cs mu\or para la 
'Ugia dc Cmmcr que pura el comando 
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(dcscomposición /./ j. La dile- 

rcncia cn el conte,. de flup ,„ ln 
ma >°r f 1 -"-.' matnces más grandcs 

Capítulo 2. Repaso, pâgina 223 

I A • _ . 


I. -4 

9. 


i. 24 


60 


3 

U 


M ll 


II. No invcniblc 


IJ. 


— - n ' 

" u w 7T 

- -i « _• 

" t, w -jf 

TT 7T » -* 


U f -i 

V* n aj 

•• s - \i 
r ' 

Capílulo 3 

Problemas 3.1, (Mgirta 236 

»• ' 4\2.o--r4 

3 - ' - 4>2.« - 7ir 4 

5* 'v "2.0 -»/6 

7 - »: = 2.0 = 2n î 
*• |vj --2.n 4n .î 



,com 



A*62 C.ipíuilu 3 


c. (- 



<!. (.19.-221 



15. li -|(l. 0)| 


- Vl M> ! - v'I - 1; 
!ji -1(0. Ml 
= \'o-Vi : - vT = i 


i7. iu = yl( ,- a -ì ' 

* . 


\'<r 4- h : 




h- 


ir + h 


- ~ I 
h 


lîirecctón de u tan 1 


VaMd 7 


31. P$ cs una rcprcsentndón de 

(c ♦ <J t )i + Crf + b - í/)j = <ri * fcj. 
Fntonccs Fh y (<». k ) son repre- 
semacioncs dcl mismo scctor. 

33. 41 + 4\3j 35. -3i-3v3j 

37. I. Suponga quc u av dondc ct > 0. 
Entonces u * \ «v * v| = 

|tt» • I >v| |a - I \ (a I i|v 
(yoquca -I 0) «|v| » |v| = 
|av| + |v| - u - \ 
ii. Invcrsamentc, suponga que 
u = (u, h).\ ■ (c. </) y u + v| = 
ii \ . Fntonccs u - v 
(a-i’. h-d)\ u * \' - i u - v) )* 
= u -2u \ * \ loqucimplica 
que 

(tj + 1 *) ; + (A - </i : = tr’ + h 1 

- 2\'(<j : -* í» : )(t- + £ / : ) 

- C J ♦ d : 

\ dcspucs de mulliplic.tr y cance- 
lar los tcrminos semejontcs se ob- 
ticner/i' • hd 


lan 1 1 direccidn de \ 

Iv r 

19. (I<v2 )i - < I vllj 

21. (I vTji-d vTíJsia -0: 

-(I v2 li - (I v r 2 ij sia- 0 
23. sen *) = -.VvíIT. 

cos0 = 2v'Ï3 
25. -(I V2)i (I %'2tj 
27. il-ij _ 

29. a. i ] v2)i- (I v2 )j 

b. (7(^193)1-(12/VÏ93 )j 

c. -(2 v33ìl + (7'\53 )j 
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Vtrt- : + <rd-* h -<•• * h-(J : . 

fclcvando al cuudrado ambos la- 
dos y dc nucvo cancclando tcrmr- 
nos scmejantes se obtienc 2ahcJ 
- <rd' - h~<r. o sca. Uid - hcr ■ 
<rd : - 2<ih<:d * h : c : - 0 de maner* 
que ad = hc. Si d * 0. entonces 

b <h h | 

a = - <•. h - d. v u ~ - v 

O 0 0 


fcntonccs 


h * d 
d 


‘v - 


h + d . 


l(a+f. /> • i/) ii - \ 

1 1> 


u - v - V 

0 


51 -)' 


/>-</! 


Asf. 


/> + </! 



d | j 

que h - J = h • </. Cc 


Ri'>pu'jviiii .1 ■ ■ i•'. I ."n !■ Mì'p.iif A-6.J 


son numeros rcaics. esio impliea 
que b y d nenen el mísmo srgno 
i b 

|xrr 1« quc - cs positi\o 


\si. si u 



-, enionccs u 
<( 


u\ Sl </ ii, cntoncei. c r 0 > u = 

a , , 

-v por cl mismo razonamienlo 

dondc - 0 Por lotnnlo. u csun 
múltiplo escnlar positiso de v 


F.n las siguientes respucstas v| está dada 
printero y la direccion esta duila cn radiancs 
39. 2.9*)! 520.14925; -0.952101203437 
41. 2.99152034925; -2.1(949145015 
43. 114.738833879. -2.10075283072 
45. 114.738833879. 1,04083982287 
47. 0.086425871705; 1.40011222941 
49. 0.086425871705. 1.74148042418 


magnitud .0864. dirccción 
4 5417 radtanes = 26022 : ’ 

Problcmas 3.2, p,lgina 24 7 

I. 0;0 3. 0; 0 5. 20; 7 

7. -22; -22 5 s 53 
9. u \ uP |lu - 0 
II. Paralclos 


y 



13. Ninguno dc los dos 


MATIAR 3.1 

I. b. Sc da un cjcmplo de programa 
Ipara el problema 40) despues dc 
mtroducir el vcctor como v 

mag = sqrt|v’«v), 
clirec = atiin(v(2)A(l)hpi 

dcg ~ 180 pi-direc 

Obserse quc para cl problema 40 * 

d vcctor v csta cn el segundo cua- 
dnuitc. de ahi la ncccsidnd de 
agrcgar a al dngulo dc dìrección. 

Prvblemu SX magnitud 2 í »| 5, 
dlrección 9521 radiancs - 
54.55”. pniblenui 41). magnitud 
2.9915. direcciòn 2.1895 radia- 
ncs - 125.45“; pmhlvma 42 mag- 
nitud 114.7388. dirccción = 

2.1008 rudiancs _ 120.36'; prih 17. 

blcmu 44 magmtud = 114.7388. 
dirccción I.U408 radiancs 
59.64", pmblcma 4f> magmtud = * 9 ’ 

0.0864. dirccción -1.4001 ra- 
dianc-s - -811.22". pnihh'mu -V 
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y 



Ortogonalcs 

v 


á 



V 


t(0. -231 

a. b. i c.i 

• 1 * 

d. i-%- V7ÎÎÎÔ ) 78 -0.1 2 
Sí u y v tiencn dircccioncs opucs- 
las. cntonces U u 0, - n. l*or lo tan- 
lu. cos 0. = costtì, - n i cos u. 


A-fi4 Cipitul i 


Esto implíca quc cos ft u = ' 7 = 

- r— * . ~ -cosO,. o sca. VI *ûr 

Vl + a- 

~~ < 0. lo quc cs imposiblc ya 
quc v'l * - iv' i 0. 

21. -i+-j 23. 0 25. -ii-ij 
27. f(u • J1|2|I («i+n» 2]j 
29. [iu-pi 2]i * l«t -P)2[j 
31. «,0, - />,/>, : 0 
33. I'roy^/3 -^jij; 

''™ÏB ifi * ~i 

35. i- Si u ttv. cntonccs u v t«\ \ 
— <«|' . uj <t \ i de mancra que 
<i v • « 

cos <? =-= — - * |. 

itlíiv|lv| |tt 

ii. Suponga que u > v son paralclos 
Fntonccs.siu =(ti,A)y v =(c.t/). 

sc tiene quc I = cos : «p — 
II -jvp 

—, <íK * ^- . Multiplicamlo 

«i* +■ /r)(c- + rf-) 

y simpliticamio sc obtiene 0 = 

rr</- - 2 tihi'ii + /rt~. Asi, ud hc. 

Si a *■ 0. cntonccs d \ c - 

|por lo quc \ | - u. Sio = 

0. entonccs b » 0 y v - j j ju. 

37. I arcclaat - by • c Oticne pciulien- 
te [ 'n \ cctor paralelo a csta recta 


Fntonces u * 0. v » 0. u \ <0 y 
u \ 

- cos o £J Lntonces a.h. 

ii \ 

- aJ> } ' - lu v s u \ ■ vufTûT 
VÍ>-*/<:. La igualdad sc cumplc 

cuando |cos q>| I. lo quc cs cierto si 
y sólo si u y \ son paralclos 
43. vT 


Entonccs A' 


u=i--j.y 

** u 

u v - I u- - b 0. 

h 

39. 52 3VTTX v 0.0783; 
fil.'v'M VI13 •» 0.9841; 

-27/5^34 * -0,9261 

41. Sitt, =(i, = 0 o 6, 1 h : 0. ambos 
lados dc la desigualdad son cero. Si 
al menos una entre o, y a. * 0 y al 
mcnos una entre /i, y b> * 0. sea u = 

«,l < tíj. v = />,i - hj. 
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45. Sea .1 = ^ j. Cntonccs 4' 

(a, <(.] 

|/, Seau-(«,.(?,)yv (b,.b.) 

Emonccs u \ - 0, 
u! - I y |v l,.í'4 - 

( «f + />j (j,<j. + 6,/». 1 ] 

a./j, + b.b, íjj + 6; | 

u 3 u v ì /I 01 

u v v|* J (o ll 

Slmilarmentc. . t.V - 1 . Por lo tanto. A 
es invertible y -í* 1 - í. 

47. i 0.88449617907,0.46654743S114) 
49. 1-027075830549. -0.9626-17360152) 
51. ( 1.42889364286. -2.66927522328) 
53. (-6164.36315451. 3523.92922513) 

MATLAB 3.2 

I. Si v - <(i * hj. entonccs de \ |n:b|. 

proy.n = p - «u «v)/(v‘*v))*v 
l’rohlema 22 p - -2.5(i + j>; pmble - 
mu24 p = 2.5882Ì -* .<>471 j; prohtv 
ma26 p = 76921 • I.l538j 

Problemas 3.3, página 238 
I. \4Ô 3. 6 
S, 3;-1.0.0 
7. V5; I sT. 0. 2 v 1 ? 

9. V3; I ;T. I vj;-| V3 

11. <T; 1 vT.-l \T; I vT 
13. vT; -l vT. I \T. I V3 
15. v r 'S; 2 v78.5/^78. -7 v r 'S 
17. vTT:-2 V2Ô. -3. v29. -4 \29 


ftfipuí'o.n .1 ii i prtiliic/n.ti impann A-G5 


19. 4V3i- 4 V 3 j * 4'fîk 
21. 1 1 v26 )i - (3/V26 Ij • (4 V2b )k 
23. R ~ (-3. 1 . r). i. z arbilrarias; cstc 
conjunto dc puntos constituve un pla- 
no paralelo al plano vz. 

25 ‘ |K| Hc«9!ál.Asf. 

u v •_ u |v|. Fntonccs 

|U + = (U •" V) ■ (U-r V) 

U * 2u V + v; : 

< u ’ ♦ 2|UÍ V 

+w J 

-<|u +MP 


27. -Gj * <Jk 29. 81 - I4j ♦ 9k 
31. I Gi + 29j + 42k 33. V59 
35. ços- 1 <3S'V29 V59> 

» co*-' (0.84GI) 

» 0J62I 
«32J21* 


37. 


= ii - -j - i^k 

5* 7t M 7* 


39. Coroo los segnienlov de recta PS j SR 
son perpcndicularcs ten la figura 
326), el tnangulo f‘SR cs un triángu- 
lo rcctangulo y 


PR 1 = PS- ♦ SR '- 


(i) 


41. i. Si v ixu. entonces cos i t i 

11 v a;ni : . _. 

r —7 -: t I Si u v v son 

lo'l't |I1 U- 

paralelos. cntonccs — = ± — de 
u |v 

nianera quc 


v - ± —-u <(U 

ul 

li- Si u v - 0. enlonccs cos c v \ 

. tr „. n 

'.■> -1 —. Si 0 - —, cntonccs 

U V U V COS gt - 0 


Fn los problcrnas 43 al 49 se da primero ia 
niagnitud. 

43. 0.707129874917; 

(0.327521164379.0.590980546606. 

-0.737205453328) 

45. 85.2279883606; 

(0.20298496225. 0.91988560927. 

0.335570515627) 

47. (-18.3995893751, -16.8662902605. 

11.1711792634) 

49. (57.4451474781.271 495923758. 
310.507180628) 


Pero el tnangulo PRQ es (ambién un 
tnangulo rcctangulo dc mancra quc 


PQ 1 = PR 2 + RQ'- 

(ii) 

Corobtnando (i) y (ií) sc obtienc 

PQ'- = PS'- ♦ SR- + RQ- 

(iii) 

Como las coordenadas r v z 
son iguales. 

dc /’ y S 


(iv) 

De rnancra stmiiar. 


RS : = (xj - 

<v) 

y RQ'- =(r, 

(vi) 


Entonces. usando (iv). (v) y (vi) en 
(iii)sc llegaa 


Problemas 3.4, p.ígin,t 270 

I. -6í-3j 3. — I — J ♦ |i 
5. 121 ♦ 8j - 2lk 
7. (bc - ad)\ 

9. -5i j - 7k II. 0 
13. 42i 6j 
15. -91 - 39j + 61 k 
17. -4i + 8k 19. 0 

21. ±|-(«) vTâT( ì -(6 s'TiTy 

(8 vi8i )kj 

23. vT() / v í 6V29 <=0.415 
25. 5 V5 27. vTjT 
29. V a : h : + <j-i : ♦ b'i'- 


PQ- = <X. -X,)-t (.V, - y t Ý - 


31. Sea u r;,i - 6,j + < ,k y v = <; : i - 
b>} - c ; k. Entonccs a * v (6,c, - 
r,/»,)i ♦ (c,<í, <j,c ; )j -|<;,6,- 6,<;,)k 
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lal queiu * v| ! (A,c : C|A>,) : - (c,u ; 

- + \a<b : - b t a : ì z = frfcí - 

2/>,cjt',/>> + qíii * cfoi - 
2e,«,«,c : + cjfcf + «f/>; - 
2«|/>>/>,«, - />fu:. F.sto es igual a 
U : -V| : - IU V) ; (crf-Af-tf) 

(«; * A; * cf) - («|« : T A,/> : - i ,c : ) : 

33. Sea u = «,i + A,j - , k. \ - a : i + b j 
T t ,k y w «:i t h j - c k. tnlonccs 

)U X V) w 

|(A,c : - C|/>j)l 

+ (c,«,- <J,C ; )j 

+ (</,A, A,<i ; )k) 

l</,i- Aj +c,k) 

= A,c,<jj - v,b<h 
T C,0;/>, - <j,c,A, 

T 0,A,i'i - DjOjC] 

y 


rcnglòn» í de un dctcrminantc cottsis- 
tc cn un par dc clcmcntos. d dctcrmi- 
nantc sc pucdc rescribir conm una 
suina dc dos deterniinantes cuyas co- 
lumnas u> rcngloncs) son idcnticos. 
cxccpto cn la coluinna i rcnglòn) /. £1 
prirncr dctcrminantc comicnc uno dc 
los clcmcntos dcl par. micntras quc cl 
oiro micmbro dc cada par dc clcnten- 
tos dc la columna (rcnglón 11 aparece 
en el segundo determinante Observe 
además quc cl volumcn gcncrado por 
u,». w csta dado por 




u 

Us r 


Volumer» - 

V, 

v 3 

»■. 



"r 


«> 

Sca 






f 


\ 



«» 

C, Ì2 

a \) 


.•1 = 

a 3l 

u :: 




?" 

a n 




u (v ■ w) 

= [<i,i ♦ A,j-rqk] 

[tèjf, - Cjftj )i 

— (i’aJ] — «jCjlj 

- (</,A 5 - /»-<Ji)kJ 

- «iAjC, - «iCj/t, 

T Vft ” / , l<J+"l 
+ f,<j,Aj - t .AjU] 

35. Si u y v son paralclos y ninguna cs 0, 
cntonces \ ;u para alguna constante 
/ F.ntonccs si u <Ji T Aj*<k. 


u 


X V - 


i j k 

<j b c 

ta tb ic 


- 0 por lu propiedad 6 en 
la pagina 1% 

Invcrsamcnte. si u ■ \ 0 y ni u ni \ 

son 0. cntonccs por cl tcorema 3, sen 
<l> u ■ v u \ 0. por lo quc i<> = 

0 o ~ y. u y \ son paralclos. 

37. 23 


39. Estc problcma >e ba>a fuenemcntc cn 
la propicdad 3 dc los dctcnninantes 
que establccc quc si la coluntna ( o 


u lu. v, Iv. w, - ,lw 
Fntonccs. 


u i 



«ii 

°i: 



= 

«:» 

d» 

«ji 

». 


l fl » 

«»: 

«>t 

I"> 


- «;,»<; + «:..«, 
ii,,//, - «j♦ «jì»<i 


Dc manera similnr. 




\ 


i 


«ir v , + «i; v : + «ii v j 

+ «a v : + «d v j 

«,,»•, - + «iiV,j 


> 




f . \ 

«,,«', + «,.H , + 

«,, U , +«;.»».■ «,,»»', 


Por cl problcma 36. el volumcn gene- 
rado por u„ v„ w , es 
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Hospih.-riAv .1 lirt |1* i'Mp.irt A47 


r» 

a »t«i 

a ii*'i + a i:*': + *»,,v, 

</ M t* *« i; Mj + fl 11 n 1 


ll : U { + ÛjjU. * 

• tí^V. + fl,,V; 
4 lïjjM ■ * 


a n«i +««*»: +«JJ«, 

«„V, +4í„v ; + «JjV, 

w ^ fljjN'» * ^it H t 

Por cxpansiòii, sc pucdc verificar que 



a «t a i: *',» 


"( »: ", 


a :i rt K rt ii 


V > Vj V, 


rt „ rt J: rt i, 


U , 


idei l)(vo1umen uencrado por u. 
' • " ). si dei I u 0, de otra mancra 
use -det /t. 

41. Sca u = (ii..»»,. w,). 

» = <v,.« : ., ,) y 

w = (*Vj,*«',). Hnionce'- 


\ • H 


1 J k 

V. V. 1, 

W, l»- ; 


e («';«' - V,i, r . v,U'| 

* «',«*,. V,ll 2 - «';«, ,): 


U • l\ • U ) 


< 


j k 

u. u, 

V,«V, -V,u. V|W. - VjUT 


” , + «,«•,«» , + «jV|U. 

- 11;«*;,1' |. MjV.U'j - M ; V]\I; 

- «I»',*,'; • l»|V;„ t . «,«',«», 

- «,V,U-, * • + M;V,«r;)C) 

(U U IV = («,„, - U,,V,| 

1 I «',. V ; . Vj) - 'M|V,«, t - «,«',„; 

+ «,V|«,' 3 , «,«';„ , • «,«•;„'; 

* «,« ;„ ,, «,»•,„ . - «;«',»,’; 

+ «,',»»,) 


-(U V)\\ = —(«,«■, + «;(. 

* «1»' ,X„ |. „',)= ( — »/,»■,»»-, - 

- «;«';„'| - «,«•,»» ,. - «,«•,„'; 

- - Mjl-jU'j, - «|V,„ t 

- MjVjV, - „,«•,„,) 

Si se sum.in los dos ùllimos veciores. 
se obiiene el \ cctor (* (. 

4J. (0.294473.0.676l(,ft 0.547895) 
45. (0.004852.0:00.1952. -0.004704, 

MATC AB 3.4 

I. Sea c el produeto cru/ \ crifique 
-ìus respuestas demostrando que 
e’ • u v c *v son nmbasO. 1‘mblc 
mu 2 c - -71 - 3j - 7k; pnihlcma 
■i c ~ 7j; problcnui III v - - l-ti 

3j ♦ I5h. 

Prtihlcmas 3.5. pjgin.i 2«l 

En hts rcspucstos .t los problcmat I „1 5 se 
supone quc cl primcr punt>> cs 7 1 v el scgun- 
do y. Las ccuacianes vectoriales son de l.i 
forma Qk <jfr > r\ Sólo v está dado en las 
rcspuestas 

I. s -I* j-4k,,t -2-/. 
y — I + /.: - 3-4/; 

U-2VH) =v- I 

= ir- 3V(-4) 

3. v = -j - 2k;.« = -4. 

3 = 1 - /, r = 3 - 2/: 

Jt ' -4 y r - I + 2, 

5. \ 21 - 2k. « = I ( 2/. 

v=2.r = 3-2/: 

» 2 ) 1+4-: 

En los problemas 7 al 11. \ cstá dado, 

y. x 2-2/. .V-2 /,r I -/; 

(a -2|'2 = (.i -2V'(-I| 

(:- 1)<-U 
9. .v - - 1. » =-2-3/. 
r = 5-7/;fl _| \ 

7.v + 3: - 1 

11.*-/ i-dt.y h - e/. r = c; 

(* - n),/ (> - A) V y 
: a r 
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A-f>8 Cafxtuln i 


IJ. v =3i-6j I- 2k; Jt - 4 - 3r. 

>• I -t- 6/. r 1 -6 + 2t: 

(x - 4V3 = (.v- 1 )'6 
6)/2 

15. EI vector v, <7,i * />,j * c,k cs 
panilclo a /.,. micnlras quc cl vcctor 
Vj <r : i - + c : k cs paralclo a /., 

Así, I, 1 L. si v, . v , o v, v 3 = 0 
Pcrov, v : a,« : -6|Z>,+ c,c : . 

17. 3i - 6j + v>k 3(1 - 2j - 3k), por lo 
quc los vcctorcs dircctores dc las rcc- 
tas son paralclos. Observe que no son 
coincidcntcs ya quc. por cjcmplo. el 
punto (I. 3. 3) está sobre /., pero 
no sobrc /.,. 

19. Si tuvieran un punto cn comun. sc 
tendria 


57. cos 1 (20/V294 Vt>> 

“ cos'* (—) 

>. 1.074 

* 61.56° 

59. n v x vv es ortogonal a » y w Si ii 

• (v * wi 0, entonces u 1 n. lo quc 
significa quc u cstá cn cl plano dctcr- 
minado por v y »v 

61. ('oplanar; 29 t — y • 11; - 0 
63. No coplanar; u (v • vv t = -0 

Capítulo 3. Repaso, |).ii>ina 288 

I. v =3»’2.0 jt 4 
3. v 4.0 5n 3 
5. vl = I2M2.0=5*4 


2 -1 - I + í 
1 ♦ / = -2ï 
-2r = 3 * 2j 


La soluciôn única dc las primcras dos 
ccuacioncs cs s - -2. r 3; pcro este 
par no satisfacc la lerccra ccuación 

21. *. (»fî86, r 3K/ ’ {) 

b. vTs’ÌX II =VI38 li.(r--i-) 

C. >'30/2 </ -)) 

23. <jt i 4) 26 .(>-7)1 -(r- 3V37 
25. ( v 4). ( 4) • (>•- 6) 16 ; 24 
27. 3 29. y - 0 (plano.tr I 

31. x - i 3 33. v + r - 5 

35. -3x - 4y t r = 45 
r. 2x-7y~ 8r -20 
39. -12r - 2 ly - 22: 63 
41. 2t + >=7 43. C'oincidcntcs 

45. Ninguna dc las antcriorcs. 

47. (,r,y. z) = (-1. -3. 0) + / (1.2, I) 

49. (jr.v.r) (-11 4.-3,'2.0 >*m9. 16.2) 

51. n'V69 53. 19 »35 
55. cns (9/v3 v29 l 
= cos"' (0.9649) 

= 0.2657 
* 15.23® 
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7. 21 + 2j 


y 



II. ». (10.5). b. (5. - 3). 

c. (-31.12) 

13. (I v2)i-il vlij 
15. 12N29)i • (5 ■.í’T i j 17. i - ij 
19. (1v/2 >1 - (I v2)j si a Oy 
- (1 »2 )i - ( I >S2 )j si u 0 
21. -(5'v29)i-(2'v29)J 
23. (10/vT49 )i * (7 vTTT tj 

25. j 27. -:v'3i • :j 29.0 (1 
31. -14. -14,'vTvTr 


V 


R'.’spui-ïlas,»loí pmblemjs mipjii-. A*69 


i3. Ninguna 



35. Paralelos 



37. Paraldos 



39. 71 + 7j 

41. $+# 43.-Ì1-IJ 
45. Pro > it 1% = -=l * ^J; 

Prov^^- -^l-Çj 
47. V2Ï6 

49. \ r Ì3ÏÏ.0,3'vT3Ô'. II VÏ3ÏÏ 

51. <5Ì;-A <?3. 1 V53.6 v53 

53. (í vÏÏH-íl/vÏÏlj Ml''V6)k 

55. i-!4j + 20k 

57. iii-|ij + ll|c 59.22 

61. cos '(-‘)a798|* 1.895» 108.6° 

63. -71-7k 

65. -26i-8j + 7k 


67. V2IR>5 

69. ôh l-4i * j) - rt7| -j - 7k); 
x «* -4 + 7/. y - I - /,: = 7/; 

(t + 4V7 - <_> - U/(-l) r-7 

71. ôft = i 2| ìk + /(51 -3j + 2k); 

« = I 1 5/, y = -2 - 3 /.: = -3 + 2/: 

(x- 1K5 - ( v - 2> <-3) 

- (r - 3V2 
73. VI65 3 75.t- r -| 

77. 2jt- 3>' + };= 19 

79. x l-y.y-l-Ji,,:-, 

«I. x=Ŷ-ff..v = f 

83. cos - 1/V207 

“ cos 1/V207 

* 1501 v 86.0!” 


Cdpítulo 4 

Problcmas 4.2, pàgina 20' 

1. Si 

3. No; /v); tampoco ví) sc cumplc si 
u <0 

5. Si 7. Si 

9. No í i. iu ). iv ). v/) no sc cumplcn 
11. Si 13. Si 

15. No; i) ill), rv), W) no sc cumplen 
17. Si 19. Sf 

21. Suponga que (I y ()' son idcntidades 
aditivas. Entonces. por delinición dc 
ideutidad adittva, 0 0 * 0' > 0' = 0' 
-0 0 + 0'. Asi. 0 = 0\ 

23. Para *. y en I dclina z como /. = -\ 
7 ' cvislc ya que toda x tienc un 
invcno aditivo x > l'cs una ccrra- 
dura bajo la adieión. Entonces \ * / 
= x + 1 \ + y i (x — %) *■ y = 0 • y 
y. Suponça que c.vistcn z y /' talcs 
quc x - /. = y v x * /' s 
Fntonccs z - x - y z'. Por lo quc 
z cs umca 

25. Scan .t, y v ; soluciones a lu ccuacióit 
Emonccs 

.t'," - CJ+.X ti-r />(.Th ,(,r) - 0 
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y 

,V ; + rt1.T).V; - />l.rh ,<v) =* 0 

Emonccs 

(y, +>;)'' * «UK.v, +>';)’ 
-/>(.»«>', - > ;» 

= [»," • (rt.»)>.' •* />(.V )>,1 
- [VÌ' > (KJC)ll 1 /’I.TtV;] 

= 0 + 0=0 

dcmnncraquc.t, -> : cs una solución 
Similarmentc, («>,)" + t« *H'«> / > + 
/>(r)(u>) - «[v," ♦ u(T)>,’ - h{. t)> ,J 
ii 0 = 0. con lo quc «>•, también cn 
una solución. > la ccrradura sc cum- 
ple Como-v, (-1 ivtambiCncsuna 
snlueión. sc licnc cl invcrso aditivo. 
Hs senctlln la dcducciòn dc los otros 
axiomas. 

Problcmas 4.3, página 303 



\ por lo tanto H- tambicn cs un 
suhespacio. 

b. //-//,n//.= 

A e M :: :A - “j para atgún 


cscalar « 

1 : c H. enton- 

f 0 , 

#i'\ 

f° "'ì . 

CCS.[,= 

' l fl . 

J ..1 

Ll, 

°; 

* 

. -f 0 

a i 

+ 0-Ì (o h\ 

* «'ll 


» Jl» o ) 

* l*»i*<*j 

e f/yu.1 - 

' 0 

«"lì 

o . 

.«(!. 


I. No: porquc m x. >) e H si u 0 
3. Si 5. Si 7. Sí 

9. Sf II. Si 13. Si 

15. No: cl polinomio ecro e // 

17. No; la función / t.r) - 0 « I 
19. Si 

21. u. Si.t,..I : e H .entoncest I, l : >,, 
— (••!,),| — (■•lj)|, — 0 - 0 - 0 y 
(u.-!,),, «(.•(,),| uO 0. dc 

maneru quc //, cs un subcspacio. 
Si./,. A. € //,, cntonccs 



| —(/>, + 5 : ( (u i + </ : ) N 

' (tí, + U,) «r, - />,) 


r 

J Uu, 

Adcmas. 


e ) * 



I 

tifl, 


«*:) 

[ Uxt 


23. Si \.. v, € H, cntonccs. 1<\, + \ : ) 
l\,- Ix 0r0 0. de manera quc 

\, + \ e //. Adcmás, l(ux,) 

u. t\, a0 0 dc mancra quc u\, e 
H y H es un subcspacío 

25. Sc.an u - t r . >,, u, l y » (,v ; . > 3 . 

: : n,l e //. Enlonccs u • v =(.r, • r : , 

v, ' .Vj.e, • r ; . ii, - ii ; >> (K.r, +r 2 ) + 
/K.v, y : > T tic, - r.) - iA“ , - iij) = 
(«r, • hy, + v'c, - r/ii', I - líiv. - /)>•. + 
cr. - í/iv,ì = 0+0 - 0. dc irmncra quc 
u - v e II similarmcnic. uu + lu.r,. 
«>',, ur,. uii’,( y «Our,) • />(•«>,) + 
c(eir r l • >Auii,) = «((«, = />>, + cr, 
<h ,) = uO - 0. dc mancra que uu e 
H. 1‘or lo tanto. II es un subespacio 

27. Sean x. v •_ //. Entonccs \ - u, • », 
y y u : ' »j, dondc u,. u. c //, y v,. 
v.e //,.Entonccs* *-> >u,+» i- 

(u •v.)r|y, y.| i» v.).romo 
H. y H. son subcspados. u, - u 
H. » v, + v, e ll : . dc mancra quc \ - 
> q H. Dc igual mnncra, ux >«<u, - 
v,i uu,-u». Pcrouu, e W,y«V, 
c H : . por lo quc <(\ c // y // cs un 
subcspacio. 
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29. Sean> 


y vj= 


' no es 


»in muttiplo tle > ya que los vectorcs 
no son colinealcs Sea l - í' V; 


EnUmccs det I »,,» ,-^i v Si dcl 
•■* = 0. entonces x,y : i, v,, « sea, 
*V T : = .''i .»;'si.u Oo» , -O.scpuede 
obtencr unu conclusión sìmilarl. Sea 
*• - x t x, 11 'is. Emonccs .t, - *■*_. y 
»i - c.Vj, de manera que v - L \ |o 
que contradice lo cstablccido. Âsi, 

det. J f 0 Sca v - | ’ cualquicr otro 

»<tW cr> • Se quiere enccintrar es- 
c.dares a y h talcs que \ «v, • h\\, 

o 


i> sea. 


es devir. 


- 4 ::) 

[in, bv.J 

t: ::ï:)-t) 

tì-@ 


C omo dct l * 0. este sistcma tiene 
unu solucion umca | j =.( j * f£n- 

tonces \ g H. lo que mucstra quc I 
c tì. Pero como //cl.-, sc ticne quc 
// i- 


MATIAB 4.3 

I. Verifïque quc S - S' 0, Sngervncla 
»se la dctinición paru demostrar que 
unn tnairiz II cs simctnca. es dccir. 
demuestrc que u „ = n r 


•J. Mo. por cjemplo 1 \ 1 e conjuntu ge- 
nerado por los tres vectorcs 
cada umi cs múltipln de 

«• Sl 7. St 

*>. No. por ejcmplo 
x f gen JI — Jr. 3 — 1 : ! 

11. Sí IJ. Si 

15 . Seu/»u) *tí„.t- -</, iTpara 

i -1.2.-my dcfitia cl vector 

»: = (<V -</„ , 

l-.!i|a un vccior b = h ,) tal quc 

a b-Opara/ - 1.2. ..m Si m 

>i I. estc ùltimo sistcmn de ecuacio- 
nes hoinogCneo siempre nenc una so- 
luciòn nu trivial b *pr>r el teoremo 
14 11 . Supong# que h se puedc e\- 
presar cotno I» ,n ‘t/.u. i 
o„a r , Entunces b b u, i> 

1» + o,a m l> 0 Pero 

I* •* 0- Esta contradlcción mucstra quc 
b no se pucde cscribir como una com- 
bmucion lineal de las a si m < n - |. 
Sca çix) = h v * h,x * - h,x*. 

Lntonccs tj u , no se puedc cscribir 
corao una combmación lineal de las 
p >. por lotanto, las/, no son conjun- 
to generadot. Queda porconcluirquc 
»ïit+Ì. 

17. Sipt.tie /’.cntonces/n.ti </„-«,*- 
■ r/, r* para algún cntero k Enton- 
ccs /H.tl sc puede cscrihir eomo una 
comhinación linealdc l.a..t. . ..r* 

* i«—, >. Lntonces cualquier veclor v = 
(.t. .». ri en gcn 'v,. v,| se pucdc 
escribir eorao lt.,». • - 11 ,x t p,-U,. 
(<» - |(i I»(u - |h c, I. c> dccìr. 

» = (</ • |lt' (t | 

» =(»» • |L l>, 

; (•» |lr(r, 



Problemas 4.4, fMgina 310 


I. Si 
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quc. de la íecciôn îcs la ccuacidn 
de una rccia quc pasj por (0.0.0) con 
dircccion (a,.* 1 .c,|. 



21. Sea ïê l'. Entonccs e.xïsten escala- 
res ua 3 .a„ talcs quc v = 

u i v i * «: v : * -*-«„ v » = «. v r 

a : v 2 > - - a„v„* 0v„.Laúlti- 

ma ecuaciòn muestn» que v,, v ; . 

,... v B ., generan a i 

23. Sean v, = (»•,,. »•,,.vj y u - 

t/ c , _kJ. Adcmas sean 



v .1 = (u, i Entonccs al cscribir las 
componcntcs tlc las ilcsigualdadcs 
dadas. se tienc 


(*> ‘V = <j,|«|, +0^»+ ' “J 1 *, 

o 

dado qui* 
dct A * 0 

1 

= I*; de inancra quc / 1"'«, 


La solución cs c, arbitrario > 
c,--1.5- LScj y c 2 = -2J 
+ l.5cj. 

ii. La solución cs c, arbitraria > 

c, ~ -2 - 3,2857?) y 

Cj - 1 *.8571c,. 

b. Para I). w -|.5v, -2.5v ; , 

W 4v t 1 ; Vj V W = - tVj-Vj. 

5. a. La razón es quc la forma cscalo 
nada rcducidn por rcnglones de .1 
no tiene rengloncs dc ccros. 
b. La forma escalonada rcducidt» por 
rcnglones de I tiene un rcnglòn dc 
ccros. por lo quc habrá aiguna « 
para la quc cl sìstcma cuya inatriz 
aumentada cs [. I w] no tcnga so- 
lucinn y, |Kir lo tanto. w no sera 
una combinacion lineal de las co- 
lumnas de .1 F.xpcrimcntc para 
cncontrar una w dc cstc tipo por 
prucba y error, cligicndo valorcs 
para w y \ crificando sí hav una 
solucion. 


Sea.4 1 fl = (/> u i Entonceslaexpre- 
sion para z, se pucdc cscribir cotno 

*(i v i/ + V , í( + *jd v W 

Sc vc que esta es símilar a la cxpre- 
sion (*) con u y v intercambiadas. 
Entonccs 

m 

u V /i,,v 4 ptira / 1.2,.,« 

»-1 

dc tnancra que u, e gcn (v,. v r . , 
v„) para / = 1.2....... Como se 

supusoquev c gen (u,. u.. u„}. 

se concluyc quc los conjuntos gene- 
rados son iguales. 

MATLAB 4.4 

3. a. L El sistcma dc ecuacioncs cs 

I = lc, - lcj + 3fj 
-4 = lc, + lcj-r-Ofj 
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7. u. La forma escaionada reducida por 
rcnglones no tiene rengloncs de 
ceros ipor lo que la soluciòn cxis- 
tc> y hay al incnos una columna 
sin pivotc. lo quc implica quc ha- 
brâ una variable arbitraria cn la 
soluctón. 

b. Para It» primera w dada sc liene t, 

2 - x 4 ,.tj = -l *• 2 jk 4 , t, = 2 - r 4 

y *» * i* 

Asi. w 2v, - Vj 2v, + v, Para 
ia segunda w dadascticncx, = -3 
- i 4 . jr, = 6 - 2 t 4 , Tj = I - y JTj 
I Entonccs, w -3v, + 6v. - 
v, v 5 . 

c. El cuarto vcctor no era necesario. 
lo quc corresponde aJ hccho de 
que a 4 cra l.i varinble arbitraria 
natural. 

d. Se tiene que v 4 = v, - 2v - v 
Dcmuestre quc la fomia cscalona- 
da rcducida por rengloncs dc 1» 
matriz. cuyas columnas son los 
v ectores en cl subconjunto. no t ic- 


RnpH’iiiU .1 •, imfvifes A-7’1 


nc rcngloncs dc ceros > ticnc un 
pivotc cn eada colurona. 
c. Los vcctores no nccesarios son ei 
tcrccro v cl i|uinto. Fl primcro 
w - 2v, - 4v ; - v, y el scgundo 
«--lv, + 7v 3 -2v 4 ; v 3 
v,*2v : yv, 2v, + v ; - 2v 4 . 

9. b. F.l tcnnino constante dc r cs 

2 * ticnnino constantc dc p) 

— 3 * Ocrmino constantc dc i/| y 
esto sc cumplc para los coetìcicn- 
tes dc los tcrminos cn t : y .v\ 
c. Fxpresados coroo vectores de 

3 * I sc ticne 



conjunto 



p es una combinacion lineal con 
P = P\~ p : *p i. dondc/i, sc rcficre 
al t-ésimo polinomiocn cl coniuti- 
to. El conjunto dc polinomios ge- 
ncra a todo /»,. 

d. p î/>, - 2p : + /?,; cl conjunto no 
pucdc ser gcnerador. por cl pro- 
blema 15. 

c. S(, ya quc La forma escalonnda 
reducida por rcngloncs dc la ma- 
triz. cuy as columnas son los v cc- 
torcs quc rcprescntan los 
polinomios dados. no ticne rcn- 
gloncs de ccros. 


Problemas 4.5, págma 328 

!• Indcpendícnte 
3. Dcpcndicntc; 



f 2 


r 4' 


Í°1 

2 

-1 

♦ 

-2 

= 

0 


4 


X 


0 




/ 


/ 


5. Depcmlicnte (por cl tcorcma 2) 
7. Indcpendíentc 
9. Indcpendicntc 


II. Indcpcndicnte 

13. Indcpcndicntc 

15. Indcpcndicntc 

17. Dependíente 

19. Indcpcndicntc 

21. Indcpcrulicnte 

23. ad-hc-0 25.ii - 

27. n sistcma 1 7) se pucdccscribircomo 


n 

í a 

“u 


f.. 

J t: 


a 2l 


u 22 

c, 


4 c *2 







a n\ 


a "h 



f-t. 


fo\ 


tíj„ 

; 

B 

0 




0 


Si |7) ticnc aunque sea una solución 
no trivial. cntoncc'. las columnas dc 
4 son lincalmcnte dcpendicntcs Si 
las columnas dc 4 son dependientcs, 
cntonccv cxistcn numcros L . .. 
c„ no todos ccro tales que i * l. 

29. SiO c,v, - L-.v. -> C|Vj. enton- 
ces 0 = c ( v, + c.v. + • + f ( v, ♦ 

. i Ov». i + * O'v C'omo v 

• •. v„son indepcndiemcs. sc tiene 

a c t = 0. 

31. Sic,v, + c,v. t r,v, = 0. entonces 
0 0 V, = (C,V, + C,Vj -1 ,v,| v, - 

f|<V, V,)-«r,(V, V,) + ^V,.V,) = 

Ci v , V, *c,0-c,0-c,v l vComo 
v i f ®.'i ' i * 0.dcmaneraqucdebe 
tenersc c 0. I n cálculo similnr 
muestra quc <•, = c, 0 


33. i.| 


35. ,r,j 


13’ 

-6 

I 
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S 

L 


f_ 2 ' 


3 


í-5’ 

I 

0 

+ 

(1 

1 

+ .t 4 

0 

0 

oj 


l»; 


1 


3‘>. C'uulquicr vcctor u difcrentc iJc ccro 
llevaaun resultado similar. Porejem- 
plo. sca u (1.0,0>: emonces \ 

(0.1.0) y > - <0.0. I) cstán en //. 

» - \ vy = (1,0.0) = u 
c. H es un plann nrtoçonal a u > w 
cs ortngnnal a este plano y asl, 
dcbc scr paralcln a u 

41. Sean/J(,v) = íJ„ ' «,.t * uçr > </( t i - h, 
->-/>, v - hjr dos polinomioscn P z . Sea 
/l.rl = c.ì - C|.r +• c y X‘ un tcrccr pnlinn- 
mio cn /\. Si /) \ (/ generan u l‘ : . 
cnlortces existen escalares u y (1 tales 
quc r— j/p ft<?; esto es, 


43. Sea .S : !vv„ ... vj un subcon- 
jtinlo dcl conjuntn lincaltncntc Indc- 
pendiente T - jv.. v : . . v„J con Á 

n. Suponça quc S es dcpendientc 
Fntonces existcn cscularcs no todos 
cero talcsquc< ,v, < t - : v ; * U,v, 
= 0 Estomucstraquc / cs dc]>cndien- 
te. lo eual es una contradicción. Sim- 
plemcnte formc una eombinacion 
lìncal dc los vcctorcs cn T. usando i 
sicmprc quc v S y 0 dc otramancra. 


45. Escriba la> mutriccs como .l . I . 

.4 <l "'' Supongaque .r = 

(«5?). Considerc cl sistcma 

Íjy/Ct, + llfi'U; V - 

«ÍÍX * «£!*»: + 


f ( , - '»«,>+ pn 

f, - acj, + (tb, 
f; = rií/. + (tb. 


F.stc sistcma “sobrcdctcrniinado” dc 
tres ecuacioncs con dos incognitas 
tendra unu soluctón si y y sólo si la 
tcrccra ecuación es una combinación 
lineal dc las dos priincras. Coino 
c, y c : son arbitranas. esto scra cicrto 
muy rara vez Por lo tanto. /* \ q no 
pucdcn gcncrar a P : . Pnrn vcr csto dc 


otra inancra, suponga que 



es una 


soluciòn al sistema dc ccuacioncs. 


Fntonces 




Pcro adcmás. 



y u : h- 


1 . Fn gencral. cstas dos 


expresioncs para no scran içu.i- 

les. lo quc signilica quc. cn gcncral. 
el sistemn no tícnc solueiùn. 


. (/'" 


= 0 


Fste cs un sistcma homogcneo cnn 
jjjji eenocioncs \ mn - I incogmtus. 
Por lo tanto, tiene una solueion difc- 
rente de ccro, v existen escalarcs u . 


u 

ii 


.u„„ uo todos eero tales quc 


I" = - - (i„ 


= 0 (la matriz cern de m • jiì. 


47. Suponga que I. x.. . v* son ìincal- 

mentc îndependientes. Suponga que 

- <-Vr - - c 4 .v‘ + e 4 , v* *' ~ 0 . 

Si c 4 ., * 0. emonces >'*'-— 

• i 

c i r i 4 , 

-v --.v 4 . lo quc cs 

c i -1 r i • i 

evidentcmcnte imposible. \si. 
c, | - 0. Pcro entonces c„ - t ,.v + 

- c. v J = 0. In que implica quc f„ 
t, c, • I)yaquc l.v..v : , .., 

v* son lincalmente independtetttcs 
Fntoncc» I. .v..v ’... .,v‘. v*' tambicn 
son lincalmente indepcndientcs > 
csto complcta ia dctnostmciôn por 
inducclòn (vea cl apcndicc 1 1 . 
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49. txisten escalarcs n,, u . . a. no 

lodns ccro tales quc a,v, - a.\. 

o.\ „ It Sca k el cniero mas 
ttrantlc para el cual. r 4 * 0 1 k pucdc scr 
igual an), Fntonccs In ecuación quc- 
da a,v, + a ; v. - * + a t \ t n dc 

innnera quc 



**-1. 


'i 


51. Suponga quc/v g son depcndiemes 
Entonces g cfyg’ cj' para alguna 
constantc e s 


t‘1 f.gtíx)^ 


/(*) írt*) 
/ 1 *) 


/( 

ln 


(t) c/*) 
» ç/T.ií 


-c/Uj/’U) = 0 


5J. Suponcaqucc ( iu • v)-Cj<u - »)- 
c,iv -%*t- 0. Fntonces (c, * c ; iu - 
<e, + cyv • (c, + c,)w 0 Como u. 
v y » son líncalmcntc inde- 
pcndicntcs. 


hílidades dc clccción para cl tcrcer 
vcctor.) 

59. a. Por cl rcsultado dcl problctn.i 
.1.5.59. pâgina 285. u • (v • m . 

0. Dc la partc i\ l del tcorcma 2. 
pagma 263. 


\ I v • w I = w i * í « ) = 0 


Sea n 


* ■ « Fntonces 


a u a \ a « - 0 


s cscrìbiendo los tcrmìnos cn cada 
producto cscalar sc obticnc el re 
sultado dcseítdo 

I). Picnse en cl sUtctna ilcl inciso ai 
como un sistema homoeénco dc 
trcs ccuacioncs con trcs ineóçnt- 
tas </.b\ i . ( omo el sistcma ticnc 
solucioncs no trivialcs, su dctcr- 
tninantc cs 0 

C. (• sto sc deducc dc ai va que sc 
ticnc 

/U - h\ .-*» - I) 

pero a. h v c no son todas iuuales 

aû 


55. 


e, + Cj * 0 

c, *<:.,= 0 
t ; *c, =0 

M detcrminante dc cstc sistema ho- 
mogcnco es 

I I 0 

I (t | «-2*0 

jl) I I 

a5i. la ûniea soludón es e, =v, - c, 

0 y los trcs vectores snn indc- 
pendientcs. 

I I I 

a b c ~ (h at(c-a)(c-6). 

o 3 b- c~ 

segun cl resultudo del problcma 

2.2.35. pagma 203 


57. 


ííl 

•> 


-I 




2 i I vislcn muchas posi- 
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MATLAB 4.5 

I. Los conjumos son independicntcs 
para los problcmas pares del 2 al 8 v 
son depcndientes puru los problcmas 
10 > 12, 

3. Las eolumnas sieitiprc scráit dcpcn- 
dicntcs cn una motri/. quc tiene nt.is 
columnas quc rcnglones Sugeivn- 
L/tj «.quc puedc dcctr snbre ía locaii- 
/aciôn dc Ins ptvotcs en ta íorma 
cscalnnada rcduc ída por rcngloncs de 
tal inatri/ ' 

5. i». I/ es una combinocion lineal de 
lascolumnasdc I 

I». Prtmcro generc un Vcctnr alealo- 
rio z dd ladn derccho s despué* 
hagas* I/. dondc («la matri/ 
cuvas ctìlummts son los vectorcs 
en el conjuntn dudo 

.com 


c. {v,... ., v A . w) es linealmcntc 
dcpendientc. 

7. a. Las columnas sin pivotc cn la 
forma cscalonada rcductda por 
rcnglones corrcsponden a las co* 
lumnas que se crearon como 
combinacionc.s lincales dc otras 
columnas. 

c. Las columnas dc .-I son dcpcn- 
dicntes. 

c. Alçuna o algunas columnfts de I 
son combinaciones dc columnas 
antcriorcs dc -t. 

f. Sugerencia para el inciso c) rcs- 
criba la combinación lineal con 0 
cn un lado de la ccuación. Para el 
incisoc)supongaqueu,v, + 
i»A t ’ a„v„ = 0 . dondc a t * 0 . 

I ìilice esto para dcspejar v 4 . 

9 . a. La form.i escalonada rcducida por 
rcngloncs, cuyas columnas son 
los vectorcs cn cl conjunto dado. 
tiene un pivotc cn cada columna 
pcro ticne un renglón de ceros. 

b. La forma escalonada reducida por 
renglones dc la matriz, cuyas co- 
lumnas son los vcctorcs cti cl con- 
junto dado. no tiene rcnglones de 
ceros pcro tiene al menos una ct>- 
luntna sin pivolc. 

c. No. 

11. Problemas 13,15y lf> el conjunto es 
independicntc. Problema 14 el con- 
junto cs dependicntc y 3t - Sx 1 
13(-.x) - Sl.ri -1x1. Problcma I ~ 
el conjunto cs dependientcy x' * 18-x 
- 9 = 8,7273tlx) + 3,I8I8(.x > - 3) 
5455) I ♦ x - 4.X 1 ). (Los coeftcicntcs 
exactos son *. £ y 77 .) 

13. Sea.1 unainatriz aleatoriadel tamaflo 
dcscado F.neuentre AC) y obscrvc 
que crca la reprcsentación vcctorial 
de .4 como se dcscribió en MATLAB 
4.4. problema 10. Pruebe la inde- 
pendcncia o depcndencia de los vec- 
tores. Sugcrencia. las matrices en 
)/ m „cstán rcprescntadas por vectorcs 
con mn componcntes. 


Problemas 4.6, página 344 

I. No;nogencra 
3. No; dcpendiente 
5. No. no genera 
7. Sl 9. si 




í'ì 


2' 

II. 

1 

0 

13.: 

3 


-1 

rf 


Wl 


15. Como ditn I = 2. un subcspacio 
propio 11 debe tener dimensión I. Sea 
î(x t „ y 0 |) una base para H. Si (.x. y) 
€ H. entonccs (x. y) t(.x 0 .y„) para 
algún nûmcro c. F.sto significa quc 

.x = tr n .y-cy„oi - ==-y 

*o . v 0 


i — 1 «. quc es la ecuación dc una 
recta quc pasa por cl origen con pcn- 


dienle — >i.x„ * 0. Si x„ - 0. entonccs 
x a 

la recta cs el ejc v. 


17. Sca [v,. v ; . unftbase 

para H Sea v n otro vector en 11. 
Entonces los vcctores v,. v,, ... 
v. ,. son líncalmcnle dependicn- 
tcs. Scu I la matriz cuyos renglo- 
ncssonv,,v„,...,v„ ,,v„. 
F.ntonces det .1 = 0 y |a ccuación 
,Ia 0 tienc una solución no trivial. 


Eslo sigmfica quc v, a = 0 . p.ua ; 
1.2,, .. n. En particular. si v„ = 

(r,,.r,.x„). entonces v„ a = 0 . cs 

decir. tí,.r, - a : x z - - - - a„x„ = 0 . 
Como v„ era un vector arbitrario cn 
H. esto denniestra el rcsullado. 
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23. 




" 2 Ì 

1 

• 

0 

l°J 


l U 


25.« 


27. I lienc una ba 5 c (u,, Uj..... uj. dc 
manera que cxisien escaiarcs laies 
quc 

v i “ûnU, i 0|-u. + • •-í-a l „u„ 

%’j = OjiU, + flj,u. + • • - fl.„u„ 


v » = + fl-tì», + • *fl w „U„ 


Sca a, - (a t a, j,..., a,„). Las n ( son 
m vectorcs lincaimentc indcpen- 
dicntes en (de otra manera las v, 
no serian independicntcs). Exlicnda 

las * a una base a,.«„ a w() . 

.... a„paraI 'agregando al conjunto 
« m vcctorcs lincalmentc inde- 
pcndicntcs. Entunecs $t a, (u M . a i: , 
..., fl^l para m k < n. dcfmiendo 


* = fl í|U, 

♦ a t , u, - 

* 

= m - 1 . 

m - 2... 

.. n. Como 


«iï • 


dct 


o 

II 

A 

Í3 


a //-* A. Suponga quea ,v, * u.v. 

+ tt „ v » ’ M; + |Lu : - 
|) a u n = 0 . dondc no todos los coe- 
ficicntes son ccro. Sea h - u, v, + 
«;V, ♦ ’ a k 0 ,u, - (l,u, 

+ n«u„,. Fntonces por la 
indcpcndencia lineal, m h ni kson 
cl vector ccro. Además, h t // y 
k e A Pero ontonccs h - k 0 o 
h -k € A . Asi. 0* h e H A , 
lo quc contradiec el Itccho de que 
// r A - îOJ. Por lo tonto todos 
los cocficicntcs « y fi son cero. lo 
que implica que los vectores en li 
son linealmcnte independicntes. 
Fntonces H es una base para // - A' 
y dim(// - A'i = dim H - dim K. 

33. i. Si dim gen {v,. v,| = |. efija una 
base ív J paragen (v,. v : }.Enton- 
cesv, «v v v, = jtv. Si v, 0. 
cntonccs v, es un solo punto quc 
cstâ en >j. Si v, / 0, cntonces 
u * 0 dc mancra que v, - (tv = 

^-(uvi - ^v, Kn cualquicr caso, 
u u 



el conjunto (v,.Vj. .. v„) forma una 
basc para V ya quc consistc cn « 
vectores lincalmcnte indcpcndientcs 
cn l'con dim I' = n. 

29. Si los vcctorcs son indcpcndientcs. 
emonccs forman una basc y dim F = 
« Si no. entonccs por cl problema 
4.5.49. al menos uno de ellos sc puc- 
de escribir como combinaciôn líneal 
dc los quc le precedcn. Elimine este 
vcctor. C ontínúe de csta manera hasta 
quc queden m vcctores lincalmcntc 
indepcndicntcs. Èstos todavia dcbcn 
generar I por la forma en que sc 
clígieron. Por lo tanto. dim I m • « 
En cualquier caso dim F s «. 

31. n. Venel problema 4.3.27. 

b. Sea (v,.v„J una basc para //. 

y *ea (u„ u,.u„> una basc 

para A. Es evidente quc H - {v,. 


los vectores son colincales. 
iL Si los vcctores son colincalcs, 
emonces v- cv, para algún cs- 
calar c de mancrn quc v, es una 
bascparagen (v,.».) y 
dim gcn (v„ v.) I. 

35. Si no son lincalmcnte indcpcn- 
dicntes, entonccs. igual que en la 
respucstaal problcma29.dim I' «. 
Como dim F n, los vcctorcs deben 
ser indcpcndicntes y por lo tanto 
constituyen una basc para I 


fr 


fo 


1 


fo\ 

0 


1 


0 


1 

i 

• 

1) 

• 

1) 

• 

(1 

(i 


1 


1) 


(1 

> 


v / 

\ J 

\ 

í'ì 


foì 




11 

0 


1 


(> 


II 

1 

* 

0 

« 

1 

• 

(1 





1 «. 


.1 


Existc un númcro infinilo dc posibi- 
lidadcs 


V 'u. II.. . ujgcncra 
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MATIAB 4.6 

1. La hase neecsita gcncrar todo I ' y 
scr îndcpcmlicme. ,-.Qué propiedadcs 
dc ta forma cscatonada rcducida por 
rengloncs dc la mntriz. cuyas colum 
nas son los vcctorcs dc la base. rctlc- 
jan cada una de cstas propicdadcs dc 
la base? 

3. a. Ll nucvo conjunto no generara a 
todo l- v ', 

I). Kl nuevo conjunto no scrá indc- 
pendicntc. 

e. Sugvrcncla picnsc cn las propie- 
dades, de tcncr o no un rcnglón dc 
ccros en la fomin escalonada rc- 
ducida por rengloncs v dc tencr o 
no un pivotc cn cada columna. 

5. I>. I es invcrtible si y sólo si las 
columnas dc .1 forman una basc. 
c. Sugíivncia I cs invcrtiblc si > 
sólo si la forma escalonada redu- 
cida por rcngloncs de A es !a iden- 
lidad. ^Cômo sc rcíleja eslo en las 
propicdades de esta forma pora 
concluir quc las columnas dc 1 
forman una basc para f "? 


meras trcs columnas (linealmente 
indcpcndicntcs) de I corrcspon- 
dicntcs a los pivotcs cn cl forma es- 
calonada reducida por rengloncs dc 
la niatriz 


Base del espacio nulo 


~ 6 Ì 

-4 

I 


21 . tìasc de la unagen ~ 





V 


base del espaeio nulo ~ 


1 


'-2' 


-3 


t 


(1 


(> 


0 

• 

1 

* 

0 


l" 




« 





f «ì 

()> 

23. 


4 . 

l 



k / 

~c 


25. M.O.O.{MO. I.10,0.0.1)} 
27. No 29. Sl 

31. Sic, deitota la columno i de D. cnton- 
ccs 


Problemas 4.7, págind 360 


fï) 


I. p = 2. v = 0 
5. p = 2. v I 
9. p = 2. v = 0 
13. p = 3. v I 


3. p-1, v = 2 
7. o = 2 


II. p 


P = 2. v = 2 


2. v = 2 
1 


15. p = 2. v 
,7 - Basc dc la imagen 


’fr 

’-l) 

3 

1 

.5, 

l-«. 


éstas son las primcras dos columnas 
dc.4. 

Basc del cspacio nulo = 

19. Basc dc la irnagcn 

. éstas son las pri- 






: 

i 



I 



V 



Pì 

f-l'j 

Í 3 Ì 

0 

. 1 

3 

1 

1 <) 

5 

/ 
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‘A 


í 

ii 


-i-inTU pn ocm 


Asi. los c, son linealmcntc inde- 
pcndicntcs cuando i/, * 0. y el numcro 
de columnas linealmcntc inde- 
pendientcs cs cl rango, 

33. p( 4') dímenstón dcl cspacio dc las 
colummis de .1' = dimcnston del es- 
pacio de los renglones dc .1 = dimen- 
sión del espacio de las columnas de 
I (por cl tcorcma 4 1 = p( •') 

35. L Sca // = imagcn dc 4 y sca | v,, v,, 
.... v,) una basc para //. Como ti 
cs invcrtiblc. {0}, lo quc 

significa quc |/ív,. tiv } .ftvj 



Ri'H>uc> , .i\ a t--. impafc; A-79 


cs un conjunto lincutincme tmlc- 
pcndicnte cn I- y, por lo t.into, cs 
una bnsc para la imagen HA. l-n- 
tonccsp(í't) k p(.l). 
ii. Conio ( cs mveniblc. imatten 
i ï ''eah e //; entonccsexistc 
v e I tnl quc l\ h. Conui 
imagcn C t". evtstc y e I " tal 
i(uc i y - \ Pmtonces (Cj h 
Ast. H c iniagcn (f Si v 5 tma- 
gcn M\ existc u cn i tal ijuc 
It'u \ F’crocntonccsv ti( u) 
de mancrn que \ e imaçcn I = H. 
Por |o tanto, imngen 4C c II dc 
manera quc imagen ,-fC = // \ 
l>( A) “ p(.JC). 

37. Como p(/t) ■ 5. lo\ cinco rengJoncs 
dc I son lincalmcntc indepcndicntcs. 
Entonccs los cinco rengloncs de 
( f. bi son lincalmcntc indepcndien- 
tes> iH -t. I» 1 = 5. 

39. Por cl problemn 35. p(A) - p(.ií)) 
p(C( •(/>)) = pltí). 

41. i. Si existe una \ * 0 tal quc t\ 11, 
cntonccs l(u\i u.|\ 0 para 

todo u e f dc mancra que 
\ M> dim .v 4 2 I y 
P(.4) • n - \l.4| i n - | - n. 
ii. Sip(.() n. cntonces\(.4) = 
n - p(,4) ■ 0 dc manera que evistc 
una \ » 0 tal quc 4\ » 

43. Suponga que li. Ia forma escaionada 
por renglones dc 4. licnc k pivotes en 
sas pnrncros k rcnglones, Como no 
ha\ olros pivotcs. lodos los clemen- 
los ab.qo de los primcros k renglones 

son ccro. Scan .7 „ , < 7 ,„ ; . a lKi 

los pivotcs. sean r,. r : . .. r, lo.s 

prmicros k rcnglones de B y suponga 
quc c’,rj f f,r ; • * ,,r ( 0 í’or 

dcfinìcióii dc pivotc. la componcntc 
nt, en el \cctor 0 = e,r, * + c-rj 

cs Dcbido quc a l m * 0. sc 

concluye qucr, = 0 l.a componcnte 
m. dcl vector cs 1 ,u, - r ,,v. „ para 
algún valor p • I Como c, 0 y 
<i „ * O.scconcluvequce. = 0. Con- 
tinuando dc csta manera, sc vc que c, 


~ 0 para / 1 . 2 ..... k por lo que los 

primcros k rengloncs de H son lincal- 
mcntc indcpcndicntcs. ('omo todos 
los dcmás rcnuloncs cn ln fomia es- 
calonadaporrcngloncsde.-l son ccrn, 
sc concluyc quc p(. 4 » - k 

Ahorasupongaqucp(.() A.Sea 
/í igual a la fomu cscalonuda pcr 
rengloncs dc .1 Iguai quc nntcs. lo, 
prinieros k rcnglortes dc l <son lineal- 
mcntc indcpendicntcs \ (odos los elc- 
tticntos ahajo de los priincrns k 
rcnglonej. son ccro E| prlmcr cle- 
itiento difcrente de cero cn cada uno 
de los primeros k rcnglones de H cs 
un pivotc, ya quc si nr* >e habria 
liccho cero en la rcducciútt por rcn- 
glcmes dc I a su formu csculonudu 
por rengloncs. \si. H tienc k pivotes 


45. iningen f 


P(.-ll-2; v(.4) - t 



18“ 

-4h 

.... 

gcn 

-35 

51 

1 

*»«7 

/ 

-I4H 


47. imagen J 


»284 


- 0311 


- 0207 

í ■ 043, ìl 

-f) * 110 


|2|« 


- 1811 

' 119(14 

- mms 


- 4270 


584' 

1 

0795 


0905 


1604 

-4730 

- oiió 


- J365 


- 4243 

3101 


|*( l) = 4. V( |i - l 


MAILAH 4.7 


I. a. \ coniinuación sc dan las bascs 
para los cspacios nulos y sus rcs- 
pectivas dimensioncs. 


1‘roblcma ~ 


ProbU-ma fi; 


Ptohlema llì 


f-(A 

-4 

1 

L o 
-r, 
-4 
l 

,r :ì 

;j 


-6 

-3 

o 

I 


Dimen.sión 2 


Dimensiôn I 


Diniensum “ 0 
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Capitulo 4 


Ptublema IJ 


l'roblcma 12 


Problcmu 13 



\) 


'2' 



3 


3 



1 

• 

0 


, 

d'J 





(V 


í- 

2) 


1 


0 


0 

* 


ir 


1« 


l 0) 


Dimensíón . 


(-3) 


0 


0 


• 



Dimensión 3 


-1Ì 

1 

1.5 

1 


Dimcnsión I 



Dimcnsión = 2 


c. Al cncontrar los vcctorcs parn la 
base, el proceso involucra cscribir 
la solución como una combina- 
ción lineal de los vectorcs \ los 
cocficientes de la combinación II- 
neal son las variables arbitrarias. 

d. La dimensión es igual al númcro 
dc variablcs arbitrariax 


3. a. ii. Esta base para cl cspacio 
nulo tiene el mismo númcro 
dc vectores quc la basc cn- 
contrada a partir dc la fonna 
escalonada rcducida por rcn- 
glones. 

iií. Porejemplo. rrcf(|B N|)rc- 
solverâ el o los sistemas cuya 
matriz dc cocficicntes es H. 
donde las columnas dc V son 
los lados dcrechos. Para la 
primera matriz cn cl proble- 
ma 2 dc MATLAB. 


-2 -I 


« = 


-3 -1 
I 0 
0 -1 
. 0 l 


Para la segunda matríz en cl 
problcma 2 dc MATl.AB. 


sea R = rrcf( A). Entonccs 
B = ||-R(:.4):I:0| 
|-R(:.5);0:I||. 

I>. Sea R = rref(A) y B ■ 

112; 1 ;0;0;0|| R(î.5);0; R(2.5): 
-R(J.5):1|| Dcbe observar que 
lodos los elementos en A *N cstán 
rnas cerca de cero. los valores vcr- 
dadcros. 

5. a. Dcmucstrc quc ,(\ h 

b. I tilicc N = null( A). 

c. Primero genere un vector alcato- 
rio z dc 2 « I (ya quc la basc 
contcndrá dos vectores). Después 
haga w = St y dcmucstre que 
.-((x - w) = b 


7. 


a. I.os renglones diferentes de ccro 
de rrcf(A ) proporcionan una 
basc para cl cspacio dc los renglo- 
ncs dc A'. asl. sus transpuestas dan 
una basc para cl cspacio dc las 
columnas de l. 


b. 


La matriz descada scra la trans- 
puesta dc los rcngloncs diferentes 
de ccro dc la forma escalonada 
rcducida por renglones de A'. Para 
vcrificar las combinaciones linea- 
lcs. utilice la matriz dcscrita como 
lu matriz de coeticientes v usc A 
para los lados dcrcchos. En seçui- 
da se mucstran las matrices cuyas 
columnas forman una base para 
imagen .-I 


Prnbtema 


íiîì 


Problema 11 


Prnhtcma 12: 


Pmhtenm 13 


0 

1 

I 

-I 

n 


2 

v 

i o 
0 I 
() 0 

I I 
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‘1. a. ronsulie la secclón 4.4 

h. Para /), la basc consiste en las 
eolumnas I > 3 de A. Para if) la 
base cortsisic cn todas las colum- 
nas de. I. Para iii). la basc consisic 
cn las columnas I, 2 y 4 dc 4. 
Vscgurese dc usar las columnas 
rlc I nti dc la forma cscalonada 
rcducida por rcnglones dc A. 
c. Para cl problema 7. una base con- 
sistc en las columnas I v 2 dc .1 
Para el problema 11, una base esta 
formada por las columnas I y 2de 
I. Ln cl problcma 12. una basc 
consistc en la pnmeracolumna de 
A. En cl probletna 13, una ha.se 
cstá formada por las coltimnos I, 
2 y 3 dc A. 

11. Sea O la matri/ cuyas columnas tbr- 
man una basc obtenida al usar orih \ 
sea B la matn/ cuyas columnas for- 
man una base a partir dcl problcma 7 
dc MATLAB Estas macriccs tcndrán 
cl mismo numcro dc columnas (es 
deeir. cada base contiene cl mismo 
númcro de vectorcsi Para vcrificar 
las combinaciones lincales, vca 
rrefîIO B|)>rref(|B 0|) 

13. e. El rango cs igual al numero dc 
pivotes. 

f. A es invcniblc si > sblo si rangot I) 
= n = tamarto de .4. 

g. Para la matriz de 5 « 5. generc una 
matriz aJeatoria de 5 • 5 y vcrifì- 
que que sca invenible. Si lo es, 
cambic trcs columnas para quc 
sean combinacioncs Imcalcs dc 
las otras dos 


b. al d. La conclusicSn final dcbe ser que 
raneo i Afí)< minirangcH l). 
rango< /#)>. 


Problcmas 4.8, págirta 382 

5 ,‘ j , - r • , /f //i) 

ad aJ-hc Ul 


. fx 



! 


->'] 

0 

4- 


0 

4 


f'ì 


,s 

1 


y 

1 




•). 


<vr- llv+ IQc 
31 


Ir - 1~\ 


31 


7 t* l3,y-9.- 
31 


Í2\ 

I 

í-n 

4 

S J 

' 3Ì 

-2 

V" 4 / 


II. r/,i * <i h r * «çr’ 

- (n„ +■ a, h- « ; )l 

-«,(*- l)-r«.(4r- II 


15. Ptira que cxista una soluciòn. la ma- 
iri/ aumemada icndrá el mismo rango 
que I. .Sngervnaa piense en la loca- 
lización dc los pivoles en la forma 
cscalonada rcducidaporrenglonesdc 
la matrf/. autncntada y en la forma 
cscalonada rcducida por renglones 
dc4. 

17. a. El rango dc AB es igual a k. 


13. u • u,t * <i ? t : 


— U * 11 


(ttj - a„ + û ; ) , 

* -- ~{x - ll 

* li_4.IT - I ) 


15. 2(a J • ^1 - 5(.r • t) 
+ I0|4f- D - 16(1) 
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Ctpitulu •> 


17. (*),, 



19- («>„, 


( «i\ 

II 

III 
TT 

\ i7/ 


21. Irtdcpcndíentc 
23. Dcpendientc 
25. Independicntc 
27. Indepcndicnte 

29. Si (uernn llnealmcntc indepcndicn- 
tcs. gcnerarion a /'„. Pero 1 <i /'„ y I 

« gen {pi.Pi, -/>.,.i} >a qucct 

tcrminn constante en coda polinomio 
es cero. 


31. Si fueran linealmente indcpcndicn- 
tes. gencrarian a ' Pcro la matriz 
I = ta„).dondeu,| I v«„ =ddeotrn 
mancra no está en cl conjunto gcnc- 

rado por A ,, .-1..ya quc una 

contbinación lincal dc las matriccs 
con un cero en la posición I. I tam- 
bién ticnc un 0 en la posición 1,1. 


ots 8 -scn 0 l') _ J cos &V 
sen 0 cosO ; v'i Iscnoj’ 

cos 0 -sen 0 li 01 _ I -scn 0 I 
sen ft cos 0 J[ I J { cos 0 J 


. I ' se obticnc rotando un ángulo de 
—0. Por lo tanto, 

= fcos(-0) -scnt-0)' 

,scn (-0) cos (-O)J 

_ í cos ft scn ftj 
[-scn 0 cosftj 

De ntancra alternativa, como 

_ fcos 0 -scn 0 j 
(scnft cosOj’ 

. i _ i cos 0 scnftj 
.enft cosûj 


35. A 1 = 

cos (rt4) scn (n.4) 
f-sen (tt/4) cos(tt 4) 

= ( 1/V2 I V2j 

I-I/V2 I "V2 J 

(del problema 33). por lo que 

37. Como r es inscrtible, los columnas 
deCson lincalmente Indepcndìentcs. 

Es decir. {c,. c..c„| son « 

vectores linealmentc independicrues 
cn I que. por lo tiinto. formnn una 
base para I ’ya que diin I n. 

39. Si C l /. cnlonces (*), = /(*)„, - 
C. I< \Invcrsamcntc. suponga que 
(*) fl( = r.4(*) fll .Sea», {v,. Vj,,. 
v„). Entonccs 


(v )«, - 


1 


1' 

0 


0 


- CA 

» 


Sca 


í 


CA 


r w r i: 

^Ji f v» 


r »j 


r \« 

r 2. 

r KlJ 


F.ntonces C. I 


'0 

n 


la primcra colutn- 


f-uj 


'ij 

r J; 


0 



" 


En torma 


na de (A 


similar. la scgunda columna de t.l 

ío] 

i ( 

' vaque (v.),. 


lô, 


'() 

l 

ft 


loj 


Coniinuando 


de esia manera. se ve que < A I. 
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MATLAB 4.8 


l-n. L w 1.5v,+ 5». 

(i. w -5v, 4 3.5v ; 

3. a. l'ara encomr.ir la'ì coordcriadas dc 
un vecior w respcclo a la basc [ v 
. , vj, rcsuclva el sistcma dc 
ecuaciones para cscrìbir v\ como 
una cornbinación lincal de los 
v ectores de la basc: csto cs, resucl- 
vael sisicma (v, y, v, v,|»]. 




-84 

45 -5 

21 

h. 

c= 

19 

-10 I 

-J 



21 

-II 1 

-5 



-4 

2 0 

1 

c. 

L 

iw>, 

=(-105 

v> 


iíi. 


5. c. D = 


26 -4)'. 
Sugerencfa (wi w 
combinación lineal dc las co- 
lumnas de ( . donde los coe- 
llcicntcs en la combinaciôn 
lincal son los elententos de v* 
í-7 -13 I9Ï 


II 

•» 


18 


solucion 


d. (v) s = solución a 
[v, v 3 v, *] = 

(-6 2 -l/.U), 

■K *; »] 

(-3 -4 OV. 
c. D=\y 'v 
í. D * 

-27 -165 25 -81 ì 


K ~ 


-I -2 
-3 -7 
30 68 



b. K = S7. 


9. a. Ltilicc trigononietria basica, 
c. L Tanto fí corno (" tcndrán la 

lorma í COi -«"<*»] 

i.scn (0) cos(O) ! 

paraalgunal) Scticncque 

/ ._j’ .2588 9r»5u j 
\- 9650 2588 y 

v = [ 25.88 -U659Ì 
I %59 2588 I 

ii. Lns coordcnadas con oricn- 
2n 

tacion -y son (3.0272 

2935 y y las cuordcnadas 
estándar son (-1 7678 
2 -I74‘>)'. Por cjcmplo, para 
encontrar las coordenadas 
estándar a partir dc las coor- 
denadas rcspecto a B. en- 
cucntre H\. dondc \ 
contiene las coordenadas 
respcao a B. 

iii. l.as coordenadas con 


orientûciòn j son < 1.8699 

1.5695)' y las coordendas cs- 
tándar son 1.2124 2.4321)’, 


7. a. 


7 40 -4 21 

6 37 -6 17 

l -• 1 -v 

Sca li la matri/ cuvas columnas 
son los vcctorcs de la basc cn el 
conjunio fty siniilarmentc para f 
Por cjcmplo, la malriz dc transi- 
ción / dc ft a C scrá igual a C~'fí. 
Uixpliquc csto.) 


Problcmas 4.«), página 407 



3. i. Si .! - b - 0. Jil.O). (0. D) 
fl.Sio = 0>»0. {(1.0)) 

ÍIL Si a * 0, t< (). |(0, Ijj_ 

iv. Siii 1 1), g 0. [(/’ \,i- » h : , 
-a'v'rt* + h 1 )( 


r= 


-7 -13 19 
-6 II 18 
I 2 -2 


7. 

9. 


10 0 -1 
0 -I -9 . 

1 2 r. sil 
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lll V5.0.2 v5).(2 v3û. 5 \M. 

-I V3(l)| 

|(2'v29. 3/V29.4 *29 ij 

{(I %?. û.0.2'vH (2'5 V3Ô. 0, 
-l'JÔ). l-2'v'IO. I ïIO, 2 %1ÏÏ, 
1/VIO)} 


{(a/Vo J <1 ; + c l . 

<>/V<r + <> ! c 2 . 
c/V<j* + f>* + ) ( 


c. > 



-IS6 

75 

118 


13. {(-7/VSS', - I/V66. -»>/66 )> 


15. Q 1 





£ 

i 

i 

V 


> t?Ç 


/-00' 



27. 


a. 


I 

5 



17. 



X 



InJ 


/ f— 



2' 

r 1 - V8 

-1 -V8| 

b. 4= 

v 15 



1 - XÏ J 

-1 

3 

1-1 


,f «’f , + 

V-l - V8 I - 

bàéto-jfil 

19. / - Q 'Q=QQ. nero dct (Q'Q) dct 
Q' dct Q = dcl Q dcl Q (det QŶ 
Como 


1 


s'' 

-3 

•> 

+ ~■ 

-1 

4 

5 

3 



l-l 


29. u u : : (u, - U]) iu, u.i 

U• U|-U, U ( - U| • Uj'T'l>2 u : = 

I - 0 - 0 4 I 2 \a que u,. u, son 
ortonormalcs. 


1 dct / = dct O'Q 
- tdct 


31. <?' - h : = I 


se tiene 

det Q- ±1 

21. Siv, 0. cntonccsOv, »flt . - 4 

i)v. , * v 4 Ov,. | + • • • -*• 0v„ - 0. lo 
quc implica que los vcctorcs v son 
lincalmente dependicntcs. Asi, s * 0 
para i- 1. 2..... n. 

23. a. 0 

h. 
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33. u *v’ = t u - v r. Estosignificaque 
tu • vi tu - v) - u ’ * 2u v * |v - 
II t i u 2 u t - ' v l 

u v ii v|. loqucpuedeocumrsólo 
si u = >.v: cs decir, si u v v son 
linenlmcntc dcpcndicntes. 

35. Sc demuestra csto por induccion ma- 
temática. si k = 2. cstc cs cl rcsultado 
dcl problcma 33. Se suponc quc es 
cicrto para k = n \ se demucstra para 
k - n 4 1. Suponga quc • x : - 

4 V, ’ *,*,l *i + I*: * ' 

|\J 4 v.. . (*) Esto implica quc \, 

- *: * ’ *J " !*i * + ; 

|\,J /I . ya que sl csto no cs cicrto, 
cnlonccs por la dcsigualdad dcl triun- 
gulo. 

j*,+*;+ •• + *J 

<|\,|i-(*J- -v, 






Rc-puc'sUi J los p«oWbhw> impart A-85 


Pcro entonces 

1 • *« • ii 

« 1*1 + *: + •• + >g 

4 >2 ’ • * Ì*J 

+ l*..- |l 

lo quc contradice <«). Asi, por la su- 
posición dc inducciòn. dim gen | 
*’••••• *„l I Sca ■ = !, + » + 

+ x„. Pordy u( 
• x„.,| demancraqueporelproble- 
ma x„. | - >.u para algún niimcro 
»- Hsto es. x„ e gcn (x,. x : ,. . , 
*,,! dc manera quc tambicn dim pen 
I *!•*.*’• • '.-*„.,} - I. Por lo tanto. 
el rcsultado es cieno para k ~ n + |, 
> l J demostración qucda completa. 

3 •. (II-) - {>• e v • k = 0 para ttxlo 
k e //-) Sca x € //; cntonccs x k 
u para todo k t // dc ntanera quc x 
e (// ) . loque dcmucstniquc//c. 
W x ) fnversamente, si v e (//•“) . 
cntonccs v k = 0 para todo k e H 
Pero v = h' * k’. donde h' e // y k’ 
e //-. Entonces0 = v k = h' k-=k' 
k = 0 + k k. Asl. k k = 0 para 
todo k € //, lo quc significa. cn par- 
ticular, quc k k = 0'Por lo tanto. k 
0 y v = h' € H. Por lo tanto, (// )- 
c//yjuntocon//c(//-) demuestra 
que (//-) //. 

39, Sca k e Hi. Entonccs k h 0 para 
todo h e H v Como //, c H v esto 
demuestra que k h = 0 para todo h 
e //,. Es decir, k e H(. Por lo tanto, 

//j c H\. 


MATLAB 4.9 

I. El programa para el inciso b) cs; 

z\ “ w l/norml» I), 

12 = w2 -(w2'*zl)*zl; 

/.2 = t2'norm(2), 

»3 = «3-(h3 *zl)*zl 
- (h 3 *z2)*z2; 
t3/norm(t3) 


\critique la ortogonaJidad eucon- 
trandoz, Zi. z, z, s z : z,. Verifiquc 
las combinaciones lineales cncon- 
trando la forma cscalonada rcducida 
por rcnglones de la matriz (z, z- z, 

W, Wj]. 

3. a.alc. p,-(l 2)'> p : = ,-4 2)', Rccuer- 
de quc una proyccción sobrc un 
vcctor baja una pcrpendicular a la 
recta determinada por el vector de 
manera que, en la gráfica de la 
combinacion lincal, cl paralclo- 
gramo dibujado seni un rectáncu- 
lo. 

d. p, = ( 1.6 3.2)'y p. = <2.4 1.2)'. 

f. Ln proyección sobre v : cs la pro- 
vccciôn sobre //-. 

5. a. {z„z,| 


''-.2673 

8729 3 

5345 . 

-2182 

.8018 j 

1364 | 


b. Porque la dimcnsiôn dc H cs I v 
n es pcrpendicular a //. 

c. Compare 

p =(zl' *w)*zl + (z2' *w)*z2 


con 

q = w - (n -w)*n. 



7. a. Printero calcule 

«I = ul*w*ul + u2’*w*u2 
+ u3'*w *u3 + u4'«w*u4 

y compare con p = B«n*w. 

I>. Selcccionc x, un vcctor de 4 . I. 
Obscrvará quc jw - p i es màs pe- 
quciio quc w - ya quc p es cl 
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vector cn H que esiá màs ccrca 
dc w. 

c . ,, = Mi’» = DD'*. 

d. Sugerencia consultc el inciso 
a). Piense quc « u cs u * * V 
observe que esc rcnglón / dc B 

Rccuerde quc una combinación 
linc.il de vcctOTCS se puede inter- 
pretar como una muluplicaci6n 
por la matriz cuyas columnas son 
los vectorcs 

9 . ji. Sufprvncut intcrprctc * u corno 
u - v > UtiJiCC el hecho dc quc el 
rcugldn / dc V cs u,. 

b. l’tilice los hcchos de que u, > " 
ticncn normas igualcs a I 

c. L Cada ángulo cs de 45° Ase- 

gurese dc cncontrar " intTO- 
duciendo el vcctor dado y 
dcspués dividiendo por su 
norrna. 

ii. El ángulo con v, cs de H5° y 
cl àngulo cor< v. cs dc 45' ■ 

d. Todos los ançulos son los mismos 
c iuuales a 54.74°. 

1t. Sugerencia demucstreque 

(.inj'i.4/Jl= /usando las propiedades 
de.l.Wy la transpuesta. 

13. a. dct l(?) = í 1 

b. Sitgerencia cncuentre cl determi- 
nantc de ambos lados de 0<J - I • 

c. !dct<0 ‘ I. 

15. b. La base candnica es ortonorma! v 
la rotucíon prcscr\ a lu longitud y 
Ioì angulos. 

c. I.os productosdc matricesortogo- 
nales son ortogonalcs. 

, 1 . [ V| v. V,] no cs una matriz orto- 
gonal. 

e. A = YKP = 


cl ejc t cstàndar v los ejes .x. y > - 

dcl satélitc, rcspcctivamcntc. Oc 

mancra similar. la segunda colum- 
na contiene los àngulos cntre el 
eje cstandar » > las coordenadas 
dcl satéliie. > la tcrccra columna 
conticnc los ánçulos cntre cl cje 
cstándar r y las coordenadas del 
satclite; 

B m 

i r -*t ig- lOti.l*' Hb,70" 

104 48 64 34" 150.00’ 

72 17' 2"«« 69.30 


Toblcmas 4.10, fMgina 42 ~ 

t v — ii — ——t ^ 3.2*1 — 0.45-t 

I V ai SL-±X* 1.93 - O.lZr 

iLin. ♦ Ji-iX 1 !+* 2-6-1 • 2.0&X 
y ♦ |A4 • * iw *’ 

+ 0.31* 2 

j-çta cs la ccuacióft dc la paràbola quc 
pasa por los tres puntos 
7. El arçumcnto aqui cs cusi paralelo a 
los argumcntos dados paru las apro- 
ximaciones linealcs y cuadraticas. 

9. Lstii es una gencrali/ación dcl pro- 
blcma 7 

II. y * 108.71 + 4.906-V - o.00973v ; 

I V v 116.71766114 


15. y - - 111.930576071 ' 
2.133265272* 

17. v =0.0l35739lv ; 

* -3.39J35882i + 217.42)27707 

19. i ' 0.00004056437 ^+ 

2.0179S203.V 53.88518039 


MAILAB 4.10 

1. b. u (2.9535 -1,1813)': por lo 

umto. la recta es t = 2.9535 - 


9186 -.2500 .3062 
- 1768 .4330 8839 

-.3536 - 8660 .3536 
La matriz B siguicnte contiene los 
nuevc ánculos. La pnmcracolum- 
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I.I813.V. 

e. Utilice el comando norm dc 
M.-Vl LAH y-.-lu - 4.066 > 
lv-.J" = 2.9712. Usumadelos 
cuadrados dc las difcrencias en las 
coordcnadas v entre la recta dc 


Ri- piíCïUs a li is pmhlcm.is imp4r< A-8 


minimo<; cuadratios v los puntos 
cs menor c|ue si sc usa cualquicr 
otra recta. 

d. Rccucrdc quc proy w > IJfí'\ 

e. y ~ -.4722 

i. -30.6364. »■,,* 60.9470y laalturu 

sobrc cl suelo cs * 10.8977 

5. íi. M ajustc dc rccta cs > - 1942 ■ 

I 192 l.r con la norma del crror de 
mintmos cuadrados igual u .4419. 
El ajustc cuadrático cs y - -.0425 

- 7078t- 5 775 l 4 r.con lanorma 
dcl crmr dc tnínimos cuadrados 
iyual a .1171. El ujustc cuudrdtico 
cs un poco mcjor: la nomia cs mds 
pcquefta y los puntos • parccen 
mas cercanos al ajuste cuadrdtico 

b. El ajustc dc recta es > = 35.9357 

- 83.4269*. con lo nonnadel error 
dc minimos cuudrados igual a 
25 3326 El ajuste cuadratico cs 
y=41.5798 - 51.2577* - 
59.5481.+ eon ht nonna del crror 
dc mfnímos cuadrados igual a 
15.2469. En uparicncia cl ajustc 
cuadratico es mcjor la norma es 
más pcquefla y los puntos • se \ cn 
muclto màs ccrcanos al ajustc. Sm 
cmbargo, obser\ e que un punto se 
puedc considcrnr dispcrso 

7. Fl ajustc dc rccta c$ t - 40.8537 4 
OO 661 y el ajustc cuadrático esy =* - 78 
* .32t - OOOIr. E1 ajuste cuadratico 
paiccc mcjor. y con esto sc pucdc 
concluir que el pnxlucto scrá más 
fucnc si la tcmperatura cs de 800“. 

9. ii. i. U&ando \ = |0:l()| . sc licnc 
cl ajustcy = t [ ^ ' :Tr ' El 
ajustc parece nuonablc. 

H. I sc r= 15. l.apoblnciónpro- 
ycctada para 1950 es 
327.1814 milloncs 
b. i. La población provcctada 
para 1950 cs mayor quc la 


ii. Ln modclo exponcncial pa- 
rccc un ajuste ra/onable. Sc 
tienc y m e 4 '** • tart»_ 
olvidc usar cl logaritnio dc 
los vaiorcs dc la población 
paru el vector y. j 

iii. El crccirniento de la e.spo- 
nencial cstá controludo cn su 
tnay or partc por cl coclicien- 
tc dcl término cn t en cl ev- 
ponente. Estc coeficicntc 
para cl scgiuulo siglo cs me- 
nos de la mitud del coeficíen- 
te corrcspondicmc para cl 
prrmer siglu. 

iv. i 294 89 millones 


Problcmas 4.11, p.igin.i 44" 

’• 1 Of( • Uí; * *■ t 0, 

ii. (.4. 4) = 0implicaqucn* Opara 
/=1.2. .. n dc mancru quc 4 = 

0. Si.4 (), entonccs i I..4» 0 

•fi* ( I. fì * 0 = 0,aft,, + f,,) - + 

" L ..n* ^ii^ii ^ * 

' tfflA,) + l^iiCn ♦ 4 

= l <Sì > (-1.0 

h. Srmilarmcnte (.1 • ti, O = 1.1. 6*) 

v. ( I. 0) - </?. I) = (B, I). ya quc 
todos los clementos son realcs y 

vi. (u 4 . ti) (uu,,)//,, - • * 

= o(/l.J7) 

vil t t.utí)-[ïncì)‘{<ifì,.n= 

itlti. .41 = ulTTÂ) = u(. 4 . fí ) 

X Sea L la matri/ dc n ■ n con un I cn 
la posición /. / y t) cn otrn partc Es 

sencillo ver que {/... F.„\ ti 

una basc ononomal para !> n 
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(3.t 2 - I) 


9. Primero obscrve quc si. i = (u„> y 
fí' = (/>,), cnlnnccs 

t-t 

dc mancra quc 


»M/n 

I-I/-I 

i. (A. í) tr(-W'> 





-1 


>0 


ii. (.(..-() = 0implicaqueaj Opara 
lodo i y j con lo quc A = 0. Inver- 
samcnie. si A 0. cntonces A' 0 
y AA' = 0 por lo que m. i.-I') = 0. 
.... (.(.« + O = tr( -U fí - OT + tr[.-f(fl' 
+ r)] = tr(.-f/3'+áC')=tr(.4fl') + 
trt.-fO (/(,«) +(.f.O 
iv. Dc mancra similar, l . í + B, O = 

u.orfl.o 


V. M. tìi = £ Y. «A 

t* !/•» I 

tritf.t') = (/?..-!> 

vi. (a.-f. B) trtu.4ô') = atr(. l/i ) = 
a(A, B) 

vil. atì) (uB.A ) = u(B...f) = 
a(/f. B) 

»■ (i S}(ï i}(ï II î) 

13. a. i. (p.p) p[QŶ~p(tì) : - pic) 1 
20 

ii. (p.p) = 0 implicaquc 

pia) = p(h\ = p(c) ■ 0. Pcro 
una cuadrática puedc tencr a 
lo más dos raíces. Enlonccs 
/>(.t) = 0 para toda.ï. Inversa- 
mcntc. si p » 0. entonces 
lAa) '■ p(h)=p(c) - 0. dc 
manera que (p.p) = 0. 
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iii. (p. q * r) 

= p(a)(q(a) + r(<r» 

+ pibMqih) - r(h)) 
t p(c )(</»•>-*- nc» 
\p)a)q(a)~p[h)q(h) 

• /Hc )</(e)] 

- [/HiJlttal + f*b\r(b) 
-pic\ríc) ] 

= (p. q) + ( P . r) 

iv. Dc manera similar. (p + q. r) 
= (p. r) + (q. r) 

v. )p.q\ p(a)q(a ) • pihxph) 

+ p(c)q(c) 

= q(a)p(a) ’ q(h)p(b) 

- r/(t')p<c) 

vi. («/?.</)= |a/>(«)l</(u) 

* [«/?(/>)[</</>) 

+ [<!/>( C'l]</(C-) 

= »[/>(«)</(«) 
r p(h)q(b) 
-p(c)q(c)] 
-u(p.q) 

viL (/>.«</) )uq.p) a(q.p) 
m a (p. q) 

b. No. ya que ii) sc viola. Por ejcm- 
plo, sca a l. h -I y 
p(x) -(x - I M.t + I) = x 2 - I * 0. 
Entonces/X<r)=/>(/>) Odemanc- 
ra qttc (p, p) - 0 aun cuando p * 0 
De hecho. para cualquier polino- 
mio q. sc tienc quc I p, q) = 0. 


15. V31 


MMÍnts)) 


(II. U) ( u, v) (V, u) 

|uj : |U1 V |U| |v 



Rosnii-sîas j 1,,-s fimliit-mas imfur» A-89 


Ahora si z - u + hi, entonces j +• J - 
(a + A/) - (a />t) - 2a = 2 Re r 
(y:-: 2/>i 2 ilmz). Así. (u. v) + 

(Û7v)" 2 Re Ui. v), y setiene 

2 

M |v| u |v 

£ I. Sea /. un numero rcal. Enton- 
ccsO<((/.u +(U, v)v). (/.U + 

(U. V)V)) = /.- II + (u. v)J a |vJ* + 
MûTvXu. v) • >.(u. vHv. ut = (ya 
quc X cs rcali >. : ;u ’ + 2>.i(u. v) : - 
|(u. v )jVp. La última linca cs una 
ccuación euadrática en Á. Si se tie- 
ne a>. : + />>. -•r>0, entonccs la 
ecuación a/. : + h\ + c = 0 pucdc te- 
ner a lo mâs una raiz real y. por lo 
tanto, hr - 4ae s 0. Así. 

4( (u. v)i ; ) ; - 4 ul : (u. vt \ J <() 
o Hu.vypsiuplvl 1 
y í(u. vx s ui m 

19. H l gcn {(-I5jr- I6x- 3). 

(2Qx 5 - 3(br + 12* - I» 


27. Se veridcan las sicte condicioncs cn 
la página 439. 

(//1- (V/ - { /?+/P > 0 

ya que /p 2 0 y / ; : > 0 
ii. Sc dcducc del inciso /) 
lii. ( f.g •/))={/( c + h ) 

= íVj?+//7= < /a*) + (/ /i) 

•*> 

iv. Similar al inciso iil) 

v - < / g) = íV í - fV/ y 

•í V 

(*./v f = íV/ 

•a •xt 

vL (a f.g) f ií fv u fVjj 

vii. </ ug) = f /(ûí ) = f/55 

•i/ •// 

= « J/ŷ-«(/.£> 


21. I + 2x ♦ 3 jt - x 3 
_ 30V + 52x - 19 
20 

4 <—20r* ♦ 30V - I2x ♦ I 
20 



29. 


MATLAB 4.11 

1. Consullccl problema I deMATLAB 
4.9. Ncccsitani calcular un t4 y un z4. 
3. El inciso a) funciona pi'rquc tw, u ) 
cs igual a u «\t por dcfinición. Con- 
sultc el pToblcma 7 dc M ATLAB 4.9, 


25. 


* \i5(6n : - ûx + I) 

* -0.8346X 1 - 0.209 Ix 


Problemas 4.12, pâgina 457 


+ 1.0194 

r j j_ 

& ^2 

1 i I / 

2 2 2 + 2 , 

Vcriíique que í* í = /. 
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Sca / un conjunlo linealmente inde- 
pendicntc cn I ‘. Sea .V la colccción dc 
lodos los subconjuntos lincalmente 
indepcndicntes dc I . parcialmente 
ordenados por inclusión tales quc 
cada conjunto cn S comíene a /.. La 
dcmostración salc igual que la dcl 
tcorema 2. 


A*‘JO ClpfUil" 4 


3. E1 resultado cs cicrto para n = 2 
Suponga que es cierto para n = k. 
Considcrc los k • I conjuntos. I „ .4,. 
.... Af I ,. | en una cadcna. Los 
pnmeros k conjunlos fomtun una ca- 
dena v. por la hipôtesis dc indueción, 
uno de cllos conticnc a los otros k - I 
conjuntos. Llamc a este conjunto L. 
Entonccs.l,c - Ij. ,obien !, , 

En cualquicr caso se encontrò un con- 
lunto quc contiene a los otros k sub- 
conjuntas > cl rcsultudo es cicrto para 
n X - 1. Esto completa la demostra- 
ción por inducción. 

Capítulo 4. Rcpaso, pjgina 462 

I. Sí; dimensión 2: base {(1.0. 1), 

10.1.2IJ 


25. Dimcnsion 4; basc {D,. L> ; , Dy L >,} 
dondc D, cs In itiatri/ con un 1 cn la 
posición i. i > ft en otra parte 


27. Imagcn I = cen 


V,-ccn 




;p(.4) V(,M I 


29. Imagcn 1^1 1 , V, = {OJ; pt l) - 3, 
v(,l) -0 


2] h) 

31. Irnaucn .1 gen -1.2 : 


V,- :0!:p<n-2.vi7ì = 0 

■ : ì î ' 

35. 1(1 - v : i-t-0ll *.v)-3(D' 

4 t-.c 1 


3. Si; dimcnsiòn 3; base (l 1, 0. 0. I), 
(0.1,0,-1). (0.0.1.-DJ 
5. Si; dimcnstòn (n(« ‘ 1 1 | 2; base 
1 (/iij.dondc L, eslamatri/con 
un I cn la posición Lj > 0 cn otni partc 

7. No; por ejemplo. (.ï , 2v) - <-** - 

ï-| r - 2v. lo quc no cs un polino- 
mio dc çrado 5. dc manera que cl 
conjunto no cs ccrrado bajo la sumn. 

I P ( 2 [ 

9. \o; por cjemplo. 0 2 * -1 2 

v? u L i 

f 3 2 ' 

-1 I . quc no sntisfncc a i: 1. 

4 I 

v 

II. Indcpcndiente 
13. Dcpcndiente 



15. Independìentc 
17. Indcpendicntc 

19. Indcpcndiente 

21. Dimensión2;basc î(2.n, 1 >.(0.4.3)! 

23. Dintension 3: basc {(1.0. 3.0). 

! Hìtpí//haròoval. blogspot.com 
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- 3(jt- 

* V-2* ♦ í)a I I67 + 0.082I.V + 
!.459.v : 

47. >' = : V + ;t-i 


Capítulo 5 

Problemas 5.1, |)ágina 472 

I. Lineal 3. Lineal 
5. No lincal, ya que 



uT 


V 

\*/ 


••(«;) 


7. Lineal 

9. No lincal. ya que 


ttMtì 


(urguv) 

u : .rv 


mtcntras que 
u T 


15. No lineal. yaque 

/W + tí\ =(.l *■ fí)\A + 0) 

- 1.(' +■ Rfy(A -H) 

= A'A A'H 
-*■ fí’. t * fí’tí 

Pcro 

r<.n + 71«) = .r.4 - rrtí 

* n.t >H) 

a mcnos que Vtí - fí'.l 0. 

17. No lineal. ya que Hu/J) (ia» : 
a-D' * uT(D) = aD : a mcnos que 
u = I o 0. 

19. LineaJ 21. Lincal 

23. No lineal. ya quc T[ f +■ g) - [/* g) : 

*/ : ♦jî í =7T f\ + 711») 

25. Lincal 27. Linettl 

29. No lincal. yaquc 

7(<í.l) - dct (u.l) 
u“ dct -I 

* u det. I 
= u71.4) 

a mcnov que u 0 o I. [dct a.1 «" 
dct I por cl problema 2.2.2S.J Adc- 
más. en general 

det (.4 + tí )» det .4 - dct B 


e 


31. a. 

(-14 

4 

b. 

-31 

—6 

(;j=- 

9 


26 


26 


II. LineaJ 

13. No lincal, ya que 


r r x \s 


U 




= u}T 






33. 


35. 


'0 


* u/ 


si u • I o 0 
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Rcalìza la rotación dc un vcctor en cl 
sentido contrurio a las manecillas dcl 
rcloj. alrcdedor dcl cjc un ânaulo 
D en un plano paralclo al plano vv. 

Supcmga quc <i 0. Fntonees 
7K<« - uixj ^ /(Oxi - 0/\ -0. 

Asi. 7[(« - «)*!= TlOxi =QTx 0 
y/iuxt • /|-u\i Tt(u-u)x) 

= 0. Pero —ix ■ 0 de mancra quc 
ïï-ux) - -aTx Por I» tanto, t;un- 
bién /lux) - aTx - 0, 
o /luxl _ itTx purn u 0. 



A-92 Capituln r i 


37. T\x y) = 7x + 7( y| Tx ■ 7 [(-l »>] 
= ft M-1 )Ty = T\ - /y 

39. 74v, + vj = (v, * v ; , u » - (v,. u ,i 
+ lv ; , u„) /v, + 7v : y 74«v) + 

(av. u,.) = a(v. u,,) = alv 

41. 74v, J Vj) - (v, • Vj, u,lu, 

♦ (V) - V.. u.)ll : + 

» (V, -v : .u„)u„ 

(V,, U,)U, »<v ; . U,)U, * (V,, u : )u : 

- (v : , U,)U, < * (Vj, u„)u„ + 

(Vj.U„IU„ 

(V|. U,)U t -(V,. U ; )U ; » •* + 

(V,. U„)u„ 

- (v : . u,)u, j (v : . u : iu : - - 

(V,. U r IU„ 

= /'v, + /v, 

7tav) - (uv. u,)u, • (uv. u : )u : 

* -(UV.U„)U„ 

- a[(v, ii|)u, - (v. u : iu : - 
-(v. u„)u„l=uA 


MATLAB 5.1 

I. I.a figura cs un pcm> sin cola. Los 
puníos son asteriscos (*) rojos y sc 
tiene -20 S r v v s 20. 

3. ». Lusdoscscaias.de <y idclpcrro 
están duplicadas. Por cjcmplo. cl 
ancho dc una pata sc duplica y la 
altura se duplica. 

(>. Lu primeni matri/ duplica la esca- 
la dc x y dcja la cscala dc.t tcual. 
Entonccs. por cjcmplo. el ancho 
de una pata se duplica pcro la al- 
tura cs la ntisma. La scgunda ma- 
triz duplica la cscala dc t y dcja la 
de .t como está. Asi. por ejentplo 
el ancho de la pata es la rnistna 
pcro la altura cs cl doblc. 
c. Lamatnzmultiplicalacscaladc.v 
por r y la escala de.t por x. 


Problemas 5.2, (tágina 484 


3. Núcleo = î(.r. -.v): v € I ;. êsta es la 
recta .v * y 0: intagcn = I.: 
p(7j ~ v(T) - I, 


5. N'ùcleo 


(o oì :i 


imagen = V/ :: ; 


t>( 7Ì = 4. v( 7) 0 

7. Núclco - {.4: .4' - -.4) j.í: A es 
antisimctricaj. imagen j.l: I es 
simétrica); p( /ì (rr + n)T2: 
v(7) + (n 2 - «V2 

9. Núcleo = [T 6 qO. I ]:/(!) = OJ: 

imagcn t : p( D = I: el nuclco cs 
un espacio de dimcnsión infinita de 
maneraquevt n = r Porciemplo. 
las funcinnes lincalmcntc tnde- 
pendientes v - 1, (,t - i) 1 , (v - j)\ 

(x - f) 4 .U - f*". • •. satisfaccn 

todas / (ỳ) = 0. 


11. Si v c l ', entonces \ • c,v, + c,v, + 

+ c„v„ de mancra que Tv 7(c',v, 
• c : v, t-. - c,Tv, + CjTv, - 

+ c„7v„ = c',0 + c : 0 + • • + c„0 = 
0. Asi. T\ 0 para todo v e I y cs. 
por lo tanto, la transíormaciôn cero. 

13. Ixt imagen de / cs un subesftacio de 
t 1 y. por el ejemplo 4.6.9, los subes- 
paciosdc L son jOj. t ; y lasrectas 
y planos quc pitsan porcl origcn. 


15 . 


17 . 


19 . 


Tx = lv dnnde . I 
c reales. 



rr. b. 


Ix 


lx. dnndc .4 



i. Si .4 e nu /. cntonces .4 - .4' 0. 

o.l = .4'. 


IL Si .l e imagen /. existc unama- 
triz fí tal que //-/)'= 4 F.nlon- 
ccs.4' (B-B'Y = /?'-(/7)'- B 1 
- /í = -.4. dc manera que A cs 
antisimctrica. 


1. Núcleo = {(0..vt:,v c t 1 ). esdecir. el 
cjc.v; imagen = {(*. 0): x e l), cs 


decir, el 


21 . 


fitìp://harc6v , al. I blogspot.com 


Sea 7 (u,) = u y T,y u, ) = 0 si k* i 
Estos forman una base para /.(I", IC). 
con lo que dim L\ I, Il*> nm. 



Respui' lj» j I. ii problitii.n impjn- A-93 


2J. Falso. Sean S\ J I ■' -» |. J dadas 
por.Su) .1% y 7ìx) iix. donde r 

■(!> ò) y 8 * (,'i 2) i 

■(2 2>- 

ransfc 

(2 J)- 


ST(M - -ifìx = | ~ " |* = « Sin cm- 
Hurgo. fS[ x) no cs la transfnrma- 
ciòn cero porquc H I 
rnutri/ cero. 


Prt)blcmas 5.3, página 504 

•• J 7 i; »m T !«ì;imagen/ 
&MT) 0. p( 7) = 2 

3 ‘ í-' \ j-imagen / - 


gcn ( j _ I nu r- 


5. 



gen 


ecn 


'-3' 

I 


; 0(75 = 2 . 


2 

v *v 

v(D= I 

fl -I 2 3] 

0 14 3. imagcn T • 

I 0 6 fi 


;nu T 


een 

r 
o . 

í-'ì 

1 


,‘J 



gen 


1 

í-6' 


’-V 



-4 


-3 



1 

‘ 

0 



oj 


. 1 1 



9. 


II. 


pin 2 , v( n =2 

'l _nS 

J j |; imagen T- t ,J : 

Vï V 

nu / |0). p( D - 2. v( n = 0 

; imagen ï I -. 


P T T 

[o i 


13. 


(nu 71, 

gcn 

3 Í‘ : 

1 

P(D-2. v{ D “ 

[-h| 

1 

0 1 0 



0 -1 0 



0 0 0 

1 0 0 

; imagen / 


gcn 11 - x.x 1 ). nu / gen (jr 1 ): 
P(n = 2.v(7ì I 

15. (0.0.1.0); imagen T l : nti / = 
gen ll.jt.x 3 }:p( 0 = l.v(T) 3 


17. 


(> 


1 P 

/ 


l i i I' 

í'ì 

f-'l 

_ 19. 

:nu r= 

1110 

3 , 

5 . 

1 

-1 

110 0 
i o n o 

1 4 .. 


1-12 3 

0 14 3; imagcn f - 

0 6 5 

gcn (I - x J . -I - x. 3 - 3 r +5jr} 
P.: nu T - gen !jt- 4t - 6 ); 
p(73 = 3, v(T> = I 


; iinagen T \t :: : 


nu T 
v(D 


. i'(D = 4. 


0 


21 . 


; imagcn D = /*,; 


23. 


(l) 1 0 0 o 1 

0 0 2 0 0 

0 0 0 3 0 

0 0 0 0 4j 

nu /) f;p(/)) 4. v(/.i> - I 

r 0 I 0 0 o' 

0 0 2 0 •• 0 

0 0 0 3 0 . 

1.0 0 0 0 n, 

imagen D P „_nu D = I . 
pí/)| - n. v(/>) = I 
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A-94 Capítulo j 


'2 0 2 0 0 ' 

0 3 0 6 0 

25. 0 0 4 0 12 ; 

0 0 0 5 0 

0 0 0 0 6 

imagcn T P t : nu T= |0}; 
p(7ì-5. v( 7Ì = 0 

27. A diny (/> 0 . A,. h, ./>„), domle 

7 = (0}; p(7") «+ I. v(D = 0 
'I 0 0' 

29. 0 I 0 ; imaucn 1 P,: 

1° 0 'J 

nu / {0;; p(/)=3. v(D = 0 

31. Por cjcmplo. cn A / Vl , 

' \ 0000000000 o' 
000010000000 
00000000 I 000 

0 I oooooooooo 
000001 0 00000 
.j r= 0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 

0 0 1000000000 
OOOOOOIOOOOO 
000000 0 00010 
000100 0 00000 
000000010000 
00000000000 I 

/ 


37. Sean 7/, y /f, dos hascs para I'y II. 
respeclivamcnte. Se licnc l T\ )„ = 
I, I v)„ para lodo ve f, linlonccs v 
e nu 7 si v sólo sì /V 0 si y sólo si 
M v )a, - <°)y. si y solo si (v) ffj e 
nu A,. Asi. cl núcleo dc T = A , dc 
mancra que v(7 ) = v(. l ,| Si vv e 
imagen T, entonccs /'v w paraalgun 
v e I. con lo quc.l, (v), =(/v), = 
(w) Wj Esto significa que (w), e 
H 4 . ì)c cslc tnodo //, = nnagen 7 de 
manera quc p(T ) = pl.4 ; ). Cnmo 
v(,4 .)- p(.l ; ) «. del lcorcma4.7.5., 
sc vc que también V(f ) +- p(7 ) = n 

39. Comprcsiori a lo largo dcl e|e i con 

41. Cortc a lo largo dcl cjc x con c = 2 
43. Corte a lo largo del ejc t con c v 
45. Rcflexión respecto a la rccla i = x 



En gcncral, .1 ~ (o„). dondc 

I. st i = km * I, 

>'/*(/- I)« +A + I 

para 4=1.2.« - I 

>/=1.2... . m 

0. dc oira muncru 

0 0 0' 

33. 0 (I -l ; imagcn D 

1° 1 o) 

gen |sen .t. cos x }; nu D - l; 
11(0) = 2. v(/J) = I 
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MAÍLAB 5.3 


I. a. El siguienle es un posible progra 


pls = |0 3 3 0:0 0 2 2| 

Ins = |l 2 3 4:2 3 4 1| 

A = |.S 0:0 3| 
grafìrMpis.lns.'b'.’*MO) 
hold on 

Crafirsi A-pis.lns.’g'.'o'.IO) 
hold nff 

b. UtiliceA |1 2:0 l| paiaeUortc 
en la figura 5 y use A |l 
-2:0 11 pani d cortc en la figur.i 
5.8b), Al llamar a xrafìcs será su- 
ficiente con usar M - 7 

c. I ulicc \ - 11 0;-2 l| Scrá sufi- 
cicnic con usar \f = 6. 


3. a. \l demostrar quc T cs lineal, usc 
las propiedadcs dei producto pun- 
to: o m) <rl» \i > » i\' y) 
\ \ r \ y Para encontrar la 

rcprcscnlación mairicíal use el hc- 
chodeque /ic,l ■ (v c.lv r t \ 
b. I’ = |l 0;0 0| L'nn hase para la 
ímugén es » \ una hase pnra el 
nucleo es »» (û iy. un vector 
quces pcrpendiculur a» Para pro- 
\ ectat un \ector sóbre v. se baia 
una pcrpcndicular dcsdc cl puntn 
tcrminal del veeior u la recta de- 
terminada por v Asi. por etemplo. 
>i un \ector c» perpendícular a v. 
Iìi proveccion cs cl vector ccro 
îoda proyecciôn sohrc v es pnra- 
lcla a». por lo quc es e\ idente quc 
v es una hase para ta imagen. 
c. > d. Simílar a bi Unu busc pnra la 
imasen scra » > unn basc para el 
nudeo scra un \ector perpcndicu- 
lor a v. 


MuJlipliquc Ia$ represeniacioncs 
individuales dc las matríccs cn el 
oidcn correcto: irotacion poshi- 
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(-!. 3) 

(?.3) 

/ 


L 

o 

[- 5.^1 

(j.'-2) 


va) (cxpansiòn) (rolación ncgaii- 



c. T expandc por un faclor dc 2 en la 
dírección del primer vecior dc la 
hasc en H y cxpande por tin factor 
de 3 cn la dirccción dcl secundo 
vector de la basc cn H. 

Problcmas 5.4, p.igina 517 

I. Como (u^()' = u.V y (4 - «)' = .-I' • 
ff. I cs lincal. - 0 si v sólo si -I = 
0 dc mancra quc nu T= (0| y / es 
1-1. Para cualquicr mairiz A. I f')' = 
I. por lo quc T cs sobre. 

3. i. Si Tes un isomorlismo. cntonccs 
Tx 1/ x Osivsolosix 0. Asi. 
por el teorcma de rcsumcn, 
det A } * 0. 

iL Si dci .-í, * 0. cntonces . I, \ 0 

ticncuna solución trivial. Asi I cs 
l-l.ycomo f’y H son dc dimen- 
sión tinita. T tambicn es sobre. 

5. m |n(n • I )| 2 dim {./: A es 
n* n y simétrica). 

7. Defina T: P 4 s II como T r = xp. 

T r = 0 implica pix) = 0; cs decir, p cs 
cl polinomio ccro. Asi T es l-l, y 
comodim II - 5. / es tambicn sobre. 

9. nm = pq 

11. La dcmostración dcl tcorema 6 pruc- 
ba la aiirmación bnjo cl cntendimien- 

to dc quc los escalares c,, c : . c„ 

son numeros complcjos, 

13. /U, + !,) = (.!,+.r.|/? t t /? - t : fí 
~TA , • TA : : TuiA) = (a.l)B utAR) 

~ uJA. Asi / es lincal. Suponga quc 
TA 0. Entonccs AH = 0. C'onto fì cs 
invertiblc. se pucdc inultiplicar por la 
izquierda por R 1 para obtcner .1 = 
tfl/l 1 = 0 It' - 0.0 sea. I - 0. Por lo 
tanto. T cs 1-1 y como dim A/„„ = n : 

T cs un isomorfismo. 

15. Elija h c //. Despues pros, h = h de 
manera que I es sobre. Si H - I . 
cntonccs T también es l-l 


17. Como T cs un isomorfismo. nu T 
nu ,-í = {()) dc manera quc. por el 
tcorcma de rcsumen, A es invertiblc. 
Six P'y. cntonces T\ - l\ ycon 
loque \ - A ’yporquezl 'existc. Por 
lo tanto, T 'y = ,1' v para todo 
y c I/ 1 . 

19. Para .* = a + ib e < definn Tz = 

(«. b) e lEntonces /tc, + r.) 

71(a, - a : ) * /(/», - fr,)) = (a, ** n.. 
6,-t-éj) («,./>,) +( 0> /»,) 7r|*- 

/r,. Si a e I, cntonccs 71ar) = 
Tiuia + //>)) - Ttaa ~ ình) = 

(a<7. ah) a («, />) - a /:. Por lo tan- 
to. T es lincal Porúltimo. si T\z) = 
(0, 0). cntonces cs claro quc r = a + 
ib = 0 + /0 = 0. Por lo tanto / cs I • I 
v como dim I tsobre los rcalcst = 
dint t 1 -’ = 2. / cs un isomorfismo. 


MATIAB 5.4 

I. b. Expliquc por quc 1 7'cs uno a uno 

y sobrc t '. 

c. .1 - III' », dondc la columna i dc 
II es v» \ la columna / dc I’es v,. 
(Parn vcr por quc. utilicc lo si- 
guicnte:/ic)-a,w, - • - <j 4 w 4 . 

dondc las <j, son l.is coordcnadas 
de c respeclo a la basc en I; cóino 
sc cncucntran las coordcriadas. y 
quc una combinación lincal dc 
vectores sc puedc rcprcscntar 
coniu multiplicoción por la matríz 
cuyas columnas son los sectores.) 

I 0 .5 —f 
A = “ I ' 

II 0 0 * 

0 2 0 -1 


38 -18 -2 10 
{ 4-201 


Fl núcleo scrâ 0, la imagcn serà 
f 1 > .4 cs invertihlc ya quc la 
fornta escalonada rcducida por 
rcngloncs de l cs la identidad. 
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d. La matri/ para ,V será III que 
es 


Problcmas 3.5, p.ÎBina 525 
I. Tx Ty 

J i, scn 0 + ,t. cos 0 
v, cos 0 - i, scti 0 


15. = í 1-1 1 

1 —I - 2 i f» - 


3/ 


17. Si A cs hcrmítiana. cntonces A’ = I. 
F.n particular. los componentcs dia- 
gonnles tle A no sc ntuevcn cuando se 
toma la Iranspuesta, por lo que 
a„. que quicrc decir qtte a„ es real 

19. Sea I • fí - \b„ I y sea c, la colunina 
i dc A. Fntonces Ifí / = (ô„ i tlondc 


| v, «nli + y. cos 0 j 
v, cov tì - y, scn 0 


= T,y ,(sen : 0 - cos’tì) 

♦ scn : 0 * cos* (11 
-*)>) 

= + X Ì>1 * *»>'! 

= * y 

(todos los dcm.is lerminos cn el pro- 
ducto cscalar sc eliminan) 

3. L'sando cl lcorcma I, f\ Ty 
lAfíx) iABy) \ ( Afí)'(Affy) = 
t (ff-l'X/lflly = t (fí-'.l ' •}«)>• = 

* > 

5. l.a misma demostración quc para el 
teorema 2 excepto que se sustituvc 
(t. y) en lugar dc t > y (7 1 . /y) en 
lugar de Tx 7y. 

7. Tx = a\ dondc u es un escaiur > 
u*0o I. 

9. T\ Ty \ y= It Ayy | =,-» 'de 
mancra que.l - (A Fntonccs t > 
t (/yl t ( I '>,<•’> q-i* 

A ~' y = Sx ,S> dc manera quc 5t - 
.-f-’y es una isometna. 

II. T{a„ + a t x * ríjjt- + a,jr') = 

<u 1 /V2 ( \5í 2<2 ki : . M.V2)tí, - 

<3v r 7/2v2)tí.,(3vl2v2)tí î . 

(SvT^vTlrt,) 

13 . / j " Jj = (a/V 2 -(v' 5 / 2 v 2 k\ 

V(.V2)/- - (3v72v2 v/. 
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ô -]’• **'*/ 

j 0 , si i * ) 


Pcro .S„ = y a, t h ti Y a d a t . - 

»•» i.i 

c c*rK 

21. Como la i-csima componcntc de 
A\ es 

m 

Y o ; ,.» .sencnc(.3t.yl - 


X y .( *,ŷ t Similannente. st .(• 
#=<b v ),(t. .4* y) = 

I Ì’A v =ŷ £*,/>„.»,= 

• h««i 

/•11*1 1*1/ I 

( lt, V). 


MATLAB 5.5 

I. a. Ln rotaciòn y la reflcvión prcscr- 
van la longitud. 

c. Escriba una reprcsentacíón gene- 
ral para cada matriz y denmcstrc 
quc la matriz mulnplicada por su 
transpuestíi cs igual a la matriz 
idcntidnd. Para la rellexion use 7 
- 2P - /. dnndc primero sc de- 


mucstra quc P 


í '*? v.v,’ 

= 1 V.uti- 

'~.J 


licc cl hccho de quc -i- vî |. 
tl. Algunos puntos clavc cn el pnv 
grama son 

COm lh = nt;in<\ (2) \ (I)) 


A-«i8 


Gs|!<tulo b 


R = |cos(th) -scn(lh); 

sen(th) cos(lh)|; 

F = 2»|v(l)*v 
v(2)*v|-eyc|2) 

\ = |1 0;() -1| 

c. Para la reflc.vión. sea / = ~P - 1. 
donde P cs la mÎMiia que en cl 
inciso c) onterior, con v, = cos(a) 
> v, = scn(o) y simplifiquc. 


Capftulo 5. Kepaso, página 531 
1. IJneal 

3. \o lincal. ya quc 71 u(jt. .i )) = 

7!<jLt, <iy) = ax/uy B x'y = 

/I.T.y) * ttHx.y)a mcnos qucu = 1. 

5. N'o lineal. ya quc /\p, + p : ) = 

1 » p : . pcrn 


Tp> 4 /jr> : = 11 + P>) * (l ~ Pi> 
~ r P\~Pv 


7. nu T 


; imagen / = t-; 


p(0 2.v(7) = 0 


0 


9. nu T - gcn 0 
l 


; imagcn T- I- 


p(73 = 2. v(D = 1 


11. nu 7 = | j || || j ; unagcn 7"= \t : < 
p ( 7 )- 4 . v ( r ) = 0 

, 3 . .agcnr gcn{Q|; 

nu/-ger» . 

p(7) = v(n = i 

,s - (J ■' 1 



2 ) 


' o ' 



0 


-3 



1 

* 

0 



0 


2 ; 



(>(.!) = v( n=2 


17. 


19. 


21 . 


; imagen T \/ ;: . 


-II 0 0 

0 2 0 0 

0 0 -1 I 

() 0 0 2 

nu T= {0}; p(7) = 4. v(7) 0 
Expansión a lo largo dcl cjc x con 

c = 3. 

Cortc a lo iargo dcl cjc y con c = -2 


23. 


25. 


Í3 0\ 

1° U* 



ï 

(12. 

3) 

(0, 3>< 

1 

L 

0 

(12.01 




í 

1 


<-3.4)< 


- 

(1. 4) 

(-3. 2)' 


— 

'(1.2) 

i_ 

0 

rr 



31. 7)0« * «,.r - uyr) 



Capítulo 6 

Problemas b.l, p.íqin.i 546 


1. -4. 3; £_4 - gen fj : 


Sj -- tf" 
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((■;')]■ 


3. /. E, = çen 

F. 



t’ 
tìJ í’ 


5. -3, -3; £.j gcn 

ta multiplicidad gcométrica cs I 

7. 0. I. 3; £ n = gcn 


£', = gcn 

£ } ; gcn 

9. l.i.io: 

£, c gcn 

£to = g«i 


'-i' 


v '> 

f lì 

-2 


' i' 

o 

•7 

v'/ 


r 0 
I 

.7 

v -> 


la multiplicidad gcometrica dc I cs. 

• I- 1.1, l;£, = gen 


flì 

1 


v«; 

la inultipl. gcom. es I 
Imultipl, alg.. 3) 


13. -t./.-i; 
£ , r gen 

£> gcn 


-1 

V «/ 


'\+i' 


£ ,= gen 


V ’ / 

K«w' 


15. 1.2.2; 


£, = gen 


£j gen 


' 4 
I 

vh 

t 3 > 

t 

r 2 / 


la multipl. gcom dc 2 es I 

17. ci. u. c7. ij, F u I la multipl gcoiti 
dc a = multipl. alg. dc a = -1 
19. p. a. a.ii; 



rn 


ftì' 



0 


0 



0 

’ 

tì 








£ u - gcn 


multipl. alg. dc a 4; multipl. gcom 
dc <; = 2. 

21. Los vaiores propios son <; i ìb En- 
tonccs 


l,t-(a • /è)/j|í‘j) 


■(t -®H!) 

Dc manera îimilar. 


23. Sean |l,, |L... |l_ |os valorcs pro- 

pios dc a.1, Entonces, para cada i 
c.xiste un vector v * 0 tal que 
tu.llv =|H Así. (a.4 |), /)v =0. 

* .4 - J - / jv = 0, lo quc impli- 


o sca. (j .4 - ■ 


ca que dct 


Hh 


l’or to tan- 
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P, . p, 

to. — cs un valnr propio de.lv — = 
« ' a 

para alguna / y |t, - ttk,. Enton- 
ccs cada valor propio dc u 4 cs dc 
la forma u Invcrsamcnte, si u, 
u/.,« seleccione un vector v, tal quc 
,4v, >.,v ( . Entonces (ul)v «>. v 



A-100 Gipîtulo <■ 


4 ,v„ de mancra que p, es un valor 
propio dea/l. 


25- dcl l.í - >./1 = 0 > det I <0 debido 
aquccxistc(.-4 ') 1 =.). Entonces 
0 = det (A - >.,/ Idet 4' 1 dct|(.4 - >.,/) 

/!"') _ dct </ - >. r -l ') = det 

-/-,t ‘Ì-Xî'detl -/-/1-' i.Encl 

h ) V*» ) 

últinio paso se uso el hceho dc que 
dct a.-t = u" det I si A es una matríz 
de n * n (vca cl problema 2.2.28). y 
>., * 0 porIruspartcsi)> x)dcl tcorenta 
6. Asi, 



y — cs un valor propio dc I' 1 Invcr- 
samcntc. si u cs un valor propio de 


l , .entonccscomo(.4 l ' —cs 

t», 

un valor propio de. I. por lo que — = 

)*. 

>. para alguna /; cs dccir. p, — 

Entonccs. todos los valorcs propios 

dc I" 1 son dc la forrna—. De manera 

>•< 

altemativa, si *lv >.v, cntonccs 

v 4''>.v.cs dccir.1 'v 1 vy 1 cs 

>. >. 

un valor propio de I 1 


27. Como det ( ) - >.,/) = 0. sc vc quc dct 
IA 2 - > :!\ dct M - >. />!. í • >.,/! 
dct (.1 - >./ldct (.1 + >.,/) = 0 Asi. >.; 
es un valor propio dc .4*. Invcrsomcn- 
te, sl p, es un valor propio dc .*!*. 
cntonccsO _dct( l : - p,/) = del[( ! - 
Vu,/)(.J_r Vp,/)) de manerajue det 
(.1 - n'm,/)o hien det(.l_* N'p,/) - 0. 
En cualquíer caso. ±\p cs un valor 


projno de A de manera que u, 
(±Vp, )•' = <±>.,) : = >.; para algunay 

29. Dcl problcnta 28. u .-Tv u,>.'v dc 

« 

rnancra quc fH .1 )v = Y (u,/l‘)v = 

. , •*“ 

V(u l'v) Ttrŷ.'v) 

4*1 • • O 

i y u, >.' jv - po.)v. 

31. Si I es diagonal. cntonccs tambicn lo 
es 4 - >./ de mancra que. por cl tco- 
rcma 2.1.1. dct (.4 - >./) («,, - >.) 
(Uj, - >.) (u„„ - >.) _ 0 cuando 

>. = o„ para alguna t = 1.2. n 

33. Iv >.v dondc V * 0 Entonccs 4v = 
7\ . lo quc implica que 7v = >.v. Pcro 
si .4 cs real. cntonces 1 I. Así, .4v 
= r.v > v / 0 de manera quc /. es un 
valor propio dc A con vcctor propio v 
Aqui se uso cl hccho. scncillo de 
vcrificar. dc que 4v 4v . 

35. Sea >. = a * hm: entonccs .4 - >./ = 

[-*" . h , I v det(.4 - U) = 

c </ - u - hm) 

brm z ~ h(a - J)nt - hc = h[hnr *♦* (a 
J\m - c) = 0. por loque /. cs un valor 
propiodc I De mariera similar, 

Am ; ) (oì' 

por lo quc * j cs tin vector propio. 

S7. valorcs propios: 12.7080974455. 
1.20237103639. 

-0.955684240966 ± 
0,62887873106.3« 
correspondiemcs a los vcctores 
propios; 

■0.621427151885 0.710877837391 

-0.317162132863 -0.102986436421 

-0.6INI741512354 ' O46085‘W4799l * 

-0.648893720131 , -'»170715276803 
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H(M5437‘)4|76I -3.192511943 

-0.489 J 5685869.3 1.06860325542 

056K554íi0086l -1.47374850265 

0.189095737443 J 3 31095939015., 
Observc quc cn la Tl-85. a + bt sc 
dcspiiega conui (<•;. h). 


39. valores propios: -0.070207416895. 
0.013167178735. 0.13104023816 
correspnndienics a los veciorcs 


propios: 
-0.8690418183 
-0.O52743O325Î4 . 
0 404187510937 


41. 6 43. 3 


-I 13177594421 
-0.765119595137 . 
0.134236382997 

0 038878374501 
1.21858619393 
-0.985517966726 
45. 1 


MATLAB 6.1 

I. a. al c. Por ejcmplo. para dcmostrax que 
cs un vector propio con 
vaJor propio 3; y = |3;4;5|; 

z = |4;9;I3|; a = 3*rand(l); 
b = 4.(2.rand(l)-|); 
w ■ »*jr + b«x; 
ans=(.A -3»eje<3))»w;. 

Vcrifiquc que ans = 0 
d. Los vectorcs propu» para un vaior 
propio dado fomun un subespa- 
cio 

3. a. al c. 1.) Polinomio caracteristico = 

+ f.~ 12. los vaJores propios 
son /. -4 con vector propio 

(I I)’ y /. ■ 3 con s ector propio 
( -.4 I)'. 6.) Polinomio caractc- 
ristico = /, : - 4/. - 13. \os valo- 
res propios son X = 2 - 3» con 
vcctor propio (-.2 - 6i I)' y 
A 2-3/ con \ cctor propio 
(-.2 + 6/ 1)', 8.) Polinomio ca- 
ractcristico = + 2/.- * X - 2. 

Ins valorcs propios son X = 2 
con vccior propio (I 3 1)'. 

/■ = I con vector propio 
(3 2 I)'. y X = -1 con vector 
propio (| 0 lỳ, JJjpolino- 
mio caractcri.stico = -X’ - X 2 - 


X - I, los valores propios son 
>■ = ~ \ con vcclor propio 
,f) 1 •)'. X = f con vcctor pro- 

pio(l+/ I iyyX = -/con 
vectorpropio (I - / | |)'.(3b- 
scrve quc ( -1 r se neccsita por- 
que pnlv encuentra detl /./ t ) 

en lugar de deti I - /J). 
e. (>(fc.k) es uri valor pmpio para -I 
con vector propio \ (;.k). Parn 
normalizar un vector x para quc 
tenga norma I. encucntrc 
x/norm(x). 

5. a. Los polfnomíos caracteristicos dc 
I y 1’ son los rnismos. Por lo 
tanto. los v alore.s propios scrán los 
mismios. 

b. Suge/vncia Debc considcrar 
deti I' - X/). J7e quc manera se 
relaciona l' - X/ con ( I - >./)? 
c De que manera se relaciona 
detíOcon detfO? 

7. Conclusión final: si x cs un vcctor 
propio de ,-t con valor propio X, cn- 
tonccs xesun vector propio de í ; con 
valor propio X ; En cl inciso c), com- 
pare la forma escalonada por rcnglo- 
de.4 X/ y I- >.•/ para vcr quc 
los veclores propios scrân los mis- 
mos, Sugervncía Suponga quc 
Ix - >.x. rescriba v simplifiquc 
4 ? x l(.-íx) 

9. La matrices sintélrfcas tendran valo- 
respropios rcales. Las niatriccs.sime- 
tricas de la forma .4 1' tendran valnrcs 
propios rcalcs no negativos. 

II. a. 4 ì •/ < 4. por lo quc se neccsitan 
cuatro colores. 

b- 3.13 S x í 4.44, porloqucse 
nccesitan cuatro colores, 

c. 3.2 ú x < 4 6. por lo quc sc 
necesitan cualro colore.s. 

d. 2.23 S/< 3. por lo quc sc 
iieccsiran trcs colores. 

e. 2.5 < / - 4,porloqueseneccsrtan 
cuatro eolores Tcndra quc c.xpe- 
rimcntar para ver si se pucdc o no 
haccr con trcs. 
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n 

PlH 

Pd H 

T„ 

P,JP«.n 

Vr.- t 

0 

0 

12 

12 

0 

— 

1 

36 

7 

43 

5.14 

3.58 

2 

21 

19 

40 

1.11 

0.930 

5 

104 

45 

149 

2.31 

— 

10 

600 

291 

891 

2.06 

— 

19 

16 090 

7737 

23827 

2.08 

— 

20 

23 170 

11140 

34310 

2.08 

1.44 


Obser\e que los valores propios son I 44 y -0.836. Los vcciores propioscorrespondicntcs 



n 

P,H 

Phh 

T, 

PjPoj, 

T„.T „_, 

0 

0 

20 

20 

0 

— 

1 

80 

16 

96 

5 

4.8 

2 

64 

69 

133 

0.928 

1.39 

5 

1092 

498 

1590 

2.19 

— 

10 

42412 

22 807 

65 219 

1.86 

— 

19 

3.69 x I0 7 

1.95 x 10 7 

5.64 x 10 7 

1.89 

— 

20 

7.82 > 10 7 

4.14 x 10 7 

11.96 x I0 7 

1.89 

2.12 


valorcs propios son 2.12 y - I 32 cun vectores propios corrcspondicntes' 5 } y 

r) 


5. Dc la ccuacion (0 p„ * a , >.’'v, para n 

. Pt.fi 


grande. Si v, ' ]. entonces 1 


x 

- = pcro 

a,>.îy )' 

(0 


« P >-iA>'J 


(?) 


dc manera quc ->.,* + ky = 0 y 


Entonces 

grande. 


P,h x k 
— = — para n 

y >., 


MATLAB 6.2 

I. a. Despucs dc dos anns (rcdondcan- 
do), hay 21 jóvenes y 18 adultos: 
dcspués de 5 afios. 103 jóvcnes y 
44 adaftos: dcspucs de 10 aflos. 

587 jóvcncs y 282 adultos, y dcs- 
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pués de 20 uflos. 21 965 jóvenes y 
10 513 adultos. 

6- P ,„ P ., es 2 0895 o 2.0894 para n 
21 a25y /, T, , es 1.4358 pm 
n - 21 a 25. Estos rcsultados soe 
los limites correspondicntes que 
sc pucde conclulr. 

c. Los valores propios son 1.4358 » 
-.8358. E1 valor propio m4s gr 
de es ìgual al límite proycctado 4e 
T„ T„ ,. La poblnción crecc 
que T„* 1.4358/,, y 1.4358, 
mayor quc I l.as razoncs u 
el liinitcdc/»,,, r>„„y k t. sontc 
2.0895.1 a razón dc pâjaros j 
nes a adultos u la larga se | 
encontrar mediante la razón de 
componentes del vcctor 
asociado al valor propio más gx 
de o sc pucdc cncontrar drvi 


Rcjpuetfai 1 105 protilcrtui impjrcs A-103 


do la tasa dc nacimicnto cmrc el 
valor propío más grandc, 

J ’ *' El valor P r °pio más grande de la 
matriz cs 1.2718, cl otro valor pro- 
pio cs cstrictarncntc ntenor cn 
magnítud y cxiste un vector pro- 
pio para cl valor propio más gran- 
de con lodas las componcntcs 
positivas. Bajo estas condiciones 
sc ha visto que T n /T n .scacerca 
al valor propio más grandc. 

»». Sugervncia la población de adul- 
tos cn cl aflo siguientc consistira 
en los nuevos adultos dc la pobla- 
ción dc jóvcnes t los adultos que 
normalrncntc sobrcviven los 
ndultos muertos por la caza. Los 
adultos mucrtos por la caza son 
/’ * (población dc adultos), 

c. Las contponentcs dc los vectores 
r Po s erán cuda vcz mís pcquc- 
flas. dccrecicndo hasta cero. El va- 
l°r Propm míis grandc es mcnor 
que I. 

d. El valor de h que tnanticne la po- 
blacidn cstable u la larga cs h 4 
Para csta h, el valor propio más 
grandc es I. 

a. La componentc I de f^t repre- 
scnta el númcro dc casas quc com- 
pran el produclo / dcspués dc n 
meses. ('uando n crecc. l^x pare- 
cc acercarsc a un vcctor fijo. (900 
500 I 600)'.loquc implicaquccl 
porcentajc dc mcrcado dc eada 
producto sc cstabiliza a través dcl 
tiempo, 

b. El valor propio más grande cs I v 
los otros vulorcs propios son cs- 
trictamentc menores cn magnitud. 
Cualquicr vector inicial no scrá 
pcrpcndicular al vcctor propio co- 
rrespondienlc al valor propio de I 
(debe cxplicar por qué). dc manc- 
ra que la extcnsión de la tcoria 
dicc que / J "\ sc accrcaria a algún 
multiplo fijodel vector propio. Sc 
vc quc cl veclor limitc y es igual a 


,>0û0 x <el vcctor propio nonnali- 
zado dc manera quc las compo- 
ncntcssumen I). 

c. El valor propio ruás grande es I 
Se cncuentra IOOOw/sum(\s), 
donde w es el vector propio aso- 
ciado con cl vnlor propio I; csto 
da un vcctor cn la dirccción del 
s eclor propio cuyas componcntcs 
suman 1000. Esta di.stribución a la 
larga tiene aproximadamente 333 
automóvilcs en la oficina 1. 238 
en la oficina 2 > 429 cn la 3. 

d. /“ticneun valor propio de I ypor 
lo tanto también P. 


Problemas 6.3, fjjgina 572 

u -( 2 w,!,} 


3. Si 

r-'M. 


S. Si; 

c 

c- 


ï; :j 

(-1 ì ï. -I -3fj’ 
l 0 2-3() 


7. Si; C- 


(3 I l) 

2 3 01 

I I I 


I 0 0 

C-'JC-lo 2 0 | 

<1 0 -I, 


9. Sí;r = 


" r 

i i o 
0 2 0 
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Capítulo 6 


II. 


13. 


15. 


17. 


i, 


C 'AC 


0 0 oì 
0 2 0 
0 0 3 


0 2 
-2 I 
I 2 


r-'.ic 


10 0 ' 
0 I 0 

0 0 2 

\ 


No. ya quc I c$ un valor propio de 
tnultiplicidad algcbraica.' y multipli- 
cidad gcomctrica I 


Sl; 


C = 


0 -I I I 


lî 

0 


C 'AC = 


I 

0 

I 

h 
0 2 
0 0 
o 


I 

I 

-1 

0 


0 oì 
0 0 
4 0 
0 6 


H C~'AC dc manern que fí" = 

(C ’.ICXC-'.JO ■ (C-'.4C) = 27. 

c '.-i(rr 'M(cc-')- .^c= 

C 'AIA ■ ■ • IAC = ■ -AC = 


x (C/>jC ') = CD,D ; C-' 

- CD z b,C ' - (COjC ') 
x (CZ),C-'| fíA (va que las ma- 
triccs diagonales dci mismo or- 
den siempre son conmutativas). 
ii. Si BA - AB, sca x un vector propio 
de 0 correspondicntc a /. Lnton- 
ces tìAx Afíx 4<>.x) = >_ f\ de 
manera que i = l.\ cs un vector 
propio dc tì correspondientc a >.. 

Asi. fx y \ son lincalmcnte dc- 
pendientes así que hay un escalar 
p con Ix = p\. Pero Csto mucstra 
que x tambicn es un vector propio 
dc .1. Asi todo vcctor propio de tì 
es un vector propio dc A. Un argu- 
mcnto similar inuestra quc todo 
vcctor propio de A es un vcctor 
propio dc tì. 

Los elemcntos cn los problemas 27 y 29 
cstàn dados con cuatro cifras dccimales 

-.6214 ‘M 6 <) 1(454 - 3.I923J (1454 - 3 1925/' 

-.3172 1030 - 4X‘>2 - I 06R6/ - 4892 - I 0686i 

-Y4H>7 4609 ?(,86-l.4737j 5686 -1 4737 , 

-.648‘) -.4707 1X91 + 3.3110/ 1891 - 3.3IIOi 


C'.4-T. 



21. Si D = C 'AC, cntonces. iguai quc 
cn cl problema 17. Cf = (C 'AC) 
x (C'-'/4C) • • • (C '.4C*) = C 'A”C 
dc mancra quc .4" = CIJTC '. 

23. Es claro quc A ticne c como valor 
propio dc multiplicidad algcbraica 
n. Asi. si I es diagonali/ablc, dcbc 
hacer una matriz inv crtible E tal 
que f"'.t E = diag (c. c ,.. ,c) = d 
de mancra quc .4 = E(d)E~' 
cEIE ' = d. 

25. Si A y II ticncn valores propios dis- 
tintos. entonces ambos ticncn n vec- 
tores propios linealmente indepen- 
dientes, y sc ticnc Z), = O'.IC, y 
n^CABCy 

i. Si I y B ticncn los mismos vcc- 
tores propios. cntonces (’, = C\ 

= CyAB = (CZ),C-') 


29. 


'-.8690 -I 1318 
-0527 - 7651 

4042 1342 


0389 

1.2186 

-.9855 


MATLAB 6.3 


Estc problema ilustra quc C. H ' y A 
tienen los mismo valorcs propios. 

' 2 0 0 ) 

3. a. f) = | -0 3 0 ! 


r= 


i>. /> 


003 

I 3 4 

I 4 
I 5 

f. 


2 + i 
0 
0 
0 

1 I) 

J / 

0 2 

-i I + i 


,?j 

0 

2 +1 
0 
0 


0 

0 

2 -/ 

0 


0 

0 

0 

!-/ 


I-, 
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5. l\ - >.* <Jicf que I cxpandc o com- 
primc a \. Si ,4 cs diagonali/able, 
entonccs.-l cxpandc o cmnprimc cada 
vector propio por un factor dado por 
el valor propio asociado. 
c. lixpande la direccion dad.i por 
11 - 1 1 ' cn un factordc 2 > expandc 
la direcciòn dada por 1 1 D'enun 
lactor de 3 Para bosquejar la ima- 
gcn dcl rcctángulo. tome la diago- 
nal que va dc (-L,-||a(l. Ily 
exp.mda por un factnrde 3 cn cada 
dirección; tome la otra diagonai > 
c.xpanda por un factordc 2 cn cada 
dirección. 

«i. i. Ni expande ni comprimc cn 
ta dircccìòn de (I I | 
cxpande en un ftictor dc 2 en 
la dirección de (3 4 5y, y 
comprìme cn un factor dc .5 
en la direccióri dc (4 9 13 


9. Sca u un vcctor propio correspon- 
dicnte a ). con u I, Entonccs 
‘Ju >.ii y I = u O ijt i 

U.p'u >.{3n 
(> » 9MC 0 es simétrica i 
'.•ii = >.-|u >.•. Entonccs >.- I y 

>. = ±l. 

H. I det/ det((J (?) deti{/(?). 
tdcl £/Hdcl (?) (dct Q\ : - va quc 
dct .4' dcl 1 para cunlquicr matri/ 
.4. Asi, 


L> 


dcl O dct (? 

e a 
dct (? dct (?, 


Si dct (? I. cmonccs t -h. si 
dct (? = -1, cntonccs <• ^ h. 


Problemas 6.4, páginn S82 



S. Q 


íia5 ì ì 

—1/V2 i i 

: 1 • 

0 1/V2 -1/V2 

x / 


D 


0 I + 2\1 
0 0 



7. (? 



i 


l 

> 

1 

1 ' 


1 

1 1 

t 

î T • 

-i i 
• »? 


D 


0 0 0 

0 3 <1 


0 0 6 


13. Si la matri/ 1 dc 2 - 2 riene vcctorcs 
propios ortogonalcs. cntonccs .4 es 
ortogonnlmcntc díagonalizablc. lo 
que significa quc I cs simétrica por 
cl teorcma 4. 

IS. Sca /. un valor propio dc l con vector 
propio v y suponca quc I* .4, En- 
tonccs >.(v, vi = U.v. v) = Mv, v) 

<v. 4*V 1 - iv..Jvi =i;v. /,\ 1 - m.v. 
Como v * 0. esto quicre dccir quc 
>. ~ >. dc manera que /. cs rcal 


17. I sc cl problcnta 16 despucs dc de- 
mostrar i)uc a cada valor propio dc 
multipiiculud aluebr.uca k lc corres- 
pondcn k vcctorcs propios ortonor- 
mules Sca Q nblcnìda cxactainentc 
igual quc en la dcmostracion del 
tcorcma 3. Rccuerdc quc iu. \) 

“1 * v„. 1 y ,1 c$ 

similar a (JAÇ o '0' MJ gAÇ - I > 
|,J - /; TYAQ ■=CQ'A)Q 


u'. I 
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I l*u 1( J*u ; .fuj 


Ahorabien, (u, ,.4*U|) - (ú,, Ui | 

(û; ,>. 1 u,) = Â,(û . u,) = 7. = >., 
ipor cl prublctna 15) > como 
(û;, u t ) — «*, 5, = I = u; u, : 
cnionces Q'IQ — 

û', 1 u ; û' lu„' 

0 û' : ,lu ; û' : ,-lu„ 

k Ò û;.-tu. Ît^-lu,,, 

íi; lu tû; û = - lu 1 , u ~ o sì 
j* I. Ahora {Q-IQ) 1 = Q. t’iQy = 

Q' l'Q Q' Í'Q Ó' /t Q- ya que 
= I* = F.ntonces, Q'-IQ es hermi- 
tiana, quc quicrc dccir quc los ccros 
en el primer renglòn de QUQ dcben 
scr los mismos quc los ccros cn la 
primcra columna. El resto dc la de- 
mostración sigue como cn la prueba del 
tcorcma 3. donde Q' susthuye a Q, 



MATLAB 6.4 

1. a. Inxreilivntes debidoa laelccción 
alealoria, sc csperan valorcs pro- 
pios distintos. Cualquicr múltiplo 
de un vector propio es un \cctor 
propio. Los vcctoréS propios para 
valores propios distintos dc una 


matriz sintetrica son ortogonales. 

I». Fl comando eig producc un con- 
junto de vcctorcs propios ortonor- 
malcs. Utilicc cstc conjunto para 
O. Como Q scrá entonces ortogo- 
nal, y'serâ igual a Q •<. 

3. a. Hechos basicos a usar: si sc mul- 
tiplica una columna o renglòn dc 
una matriz por c se multìplica el 
dctcrminante por c. t n múltíplo 
dc un vcctor propio cs todavla un 
vector propío para cl mismo valor 
propio. 

b. Hechos básicos a usar: una matriz 
ortogonal tiene columnas ortonor- 
malcs. un vcctor perpendictilar a 
(a />)'csvascaiò -a)'o{-b a)‘ 
(o un múltiplo dc cstos). I se el 
hecho dc quc cl detcmiinantc es 
igual a I. 

c. Como Q • Q ', primero se hace 
una rotacion negativa de un ángu- 
lo, lucgo se cxpnndc o comprime 
a lo largo de los cjcs x y i como lo 
indica la diagonal dc la ntatriz. y 
dcspucs sc rota de regreso. es de- 
cir. se hacc una rotaciòn posniva 
dcl misnto ángulo. 

d. i. Sc hacc una rotación nceati- 

va de 0 45*. se expande 

por 3 a lo largo del eje t > se 
expandc por 4 lo largo del cte 
i. despucs sc Itacc una rot»- 
ciòn positiva dc 0. Vca las 
siguientes figuras. Esto ticne 
el mismo efecto que cxpandr 
por 3 cn la direcciòn (I -1F 
> expandir por 4 en la direc- 
ción dc (I I f. 
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Rc-rfjuoras.»I>» problem.n impjrt-s A-107 


(I. Rotaciôn negativa de 0 = 
150°. expansiòn por 3 a lo 
largo dcl ejc x y expnnsión 
por 2 a lo largo dcl cje >•. y 
dcspués rotaciòn positiva de 
0. Iji imagen del circulo uni- 
tano se bosqucja cn ia figura. 


y 

i 



hipcrbola; 0 * 0.3374 »= 19.33" 



* y ’ 2 

2Ô~2Ó 1 • h.pcrbola; 

0 = 7«,'4 = 315°. 

7. Lo mismo que en cl problcma ?. cx- 
ccptoquc ahora sc tienc una hipcrbo- 
la cori los papclcs dc t' y i' cambia- 
dos; como a • 0 . sc tienc 

<-2a) " í-2a) ~ ' 


Problemas 6.5, fiágina 594 

•■ (-: •«) 0 - 


■^26-6vI.f V26 ♦ 6VTJ 

J - VU j + VTJ 


T 




Jr' : 


V26 - 6 v rr V26+óvTj 

0 9571 0.2898 I 
-0 2898 0 9571 J ; 


r »0 _t~v 10 

(VÎ3*3j (v7I-3 

hipcrbob. 0 = 5.989 « 

:-©(:)••■ 


í?= 


5 - V41 


Vl2 + I0\4I 
4 




»’•-(>. quc es la ccuacion dc una rccta 
que pasa por cl ongcn; 0 +4 = 45 * 



J 0.8112 -0.5847). 

[0 5847 0.8112 J’ 

í-fa + pio M: 

, 4-VlOj (4 + VH> j 
clipse. tì * 0.6245 * 35.78” 


, V'827 IOxTT Vs2 — I0V4I 


f 0,9436 

-03310). 

(0.3310 

n 9436 y 

jr ,: 

y'ì 

í 18 ì 

f 18 ' 

1 V4I + 3 i 

v7T-3,. 
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= - 7; 


oj 5 ^ . 

J/V26 5/V26 ' 

ntiïï"îîìïij ,;hip6rMa: 

0*0.197* 11.31» 


A-108 


ClfMlul» *l 



í 1 -'ì 

> 

X 


V 

15. 

-1 1 -1 

y 

■ 

.» 


-1 

Cé 




|WJ IA/2 1/V6' 

{? = |/\I -l/v2 I/V6 

, |A3 0 -2A , 6 

-jr* ï + 2y' î +-2c' : 



3»' : * fc' : 


19. 


1 1 

1 I 

2 3 
-I 


21 . 


Vi 


2 

I 

-I 

I 

V. ï 


i 

_ i 

i 

i 

ì 

0 


4 -I 
» 

_2 

-6 


23. 


ícosll -scn oYirV 
Lscn 0 co> 0_V>' j 

| x cos 0 - v scn O'j _ I t’i 

L» scn 0 + i'cosoj ly J 
Entonccs la ccuación cuadrática 
ax' 1 - b\‘y' - cy’ : sc convicrte cn 
ul.v cos 0 i sen 0) 2 + b(.x cos 0 
- v sen 01 * (x scn 0 - v cos 0) + 
d.t scn O-i cos 0) 1 : cl ténnino dcl 
producto cruzado cs -2nr» (scn 0 
cos 0 + hxy x (cos : 0 - scn 2 ()J - 
2c.ty x sen 0 cos 0 n| -a sen 20 • 
h cos 20 - c scn 20] 0 dc mancra 

quc (r - u)scn 20-6 cos 20 = 0 y 



cos 28 

M;n 20 


= cot 20. 


25. Suponua quc ttt- + bxy + c>- sc con- 
vierte en a‘x’ 2 + b'x'v' ♦ c'v’ : por 
una rotacion. Scan 



Existc una matriz ortogonal Q tal 
quc. I QA'(/ y Q cs tamhicn una 
matriz de rotación. Entonccs dct. I 
dct Q det I' dct Q 1 = dct QQ dct 
A' ~ dct A' ya que QQ I. Pero det 

/»• t)'- 

1 = «c —- y det I’ = a'c' - ■ Por 
•I 4 

ultimo. como I > t' son similarcs. 

ticnen los niismos valorcs propios. 

Pcro la suma dc los valores propios 

de A cs a ♦ c, mientras que la suma 

dc los valorcs propios de A' cs a' + 

c'. Por lo tanto. a * c = a' + c’. 

27. Sean ).,. >.,. .... los valores 
propios dc A. Entonces, eliminando 
los tcrminos dcl producto cruzado. sc 
tiene F<\) = I '<*') = >.,»'} + >..x'ì + 
- > \'{ dondc \' = Q'y Si > 2 0 
para ì ~ I. 2, . . . , /». entonces 
F'(x')ì 0. Si F '(\'\> 0. entonces 
>. > 0 yn quc si no. cxistc una / con 
>. 0, Sea x* et vector con ccros cn 

todas las posiciones exccpto lay-csi- 
nta donde hay un I. Entonces /■( x *» 

>. 0. lo cual cs una contradicciòn 

29. Defimda negativa 
31. Dcftnida positiva 
33. Indcllnida 


35. Dcfinida ncgativa 

37. i. Si dct I * 0. cntonccs ni >., ni >- 
son cero. Asl, con J 0. la ecua- 
ciòn (22) se convierte cn >.,v' : ♦ 
>.tt‘ : - 0. Si ahora tanto >., cotno 
>.- son positivos o negativos. I* 
ecuación sc satisfacc sólo cuando 
» 0 y y‘ 0. lo que correspoode 

al punto (0. 0). Si >., y >., ticne» 
signos opuestos. entonccs los 
ccuaciones sc convierten cn r * 


± yj -f -»quc son las ccuacx> 
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K>-”-pui u, a l,n pr hlrma,, (ntpflri' A-109 


nes dc dos rectas Si det .4 = o, 
entonces unn dc las dos. >.,ot es 
ccro. y la cctmcidn sc convicne cn 
t = 0 o t' - 0 . cada una de las 
cualcs es la ectiacirtn de una recta 


MATLAB 6.. 1 ; 


! < í}- 


I. Para cl problcma 1 0. .-í 

angulo de rotación cs 0 202 5 v | a 

ccuacion cs 2J207I t' : - ,7‘i29s* 2 - 4 . 
Sc trata de una clipse y det( .4 1 • 0 . Se 
imicstra cl bosquejo. 



3. Para cl problcma 4 . I 


H' 5 «)‘ EI 


ángulo dc rotación es 0 - . 4 |S>' y la 
ccuación e.s - Sx' : ~ 5v' : = I. Es una 
hipcrbola y dcti .4 1 • o Se rnucstra cl 
bosquejo. 


y 



Problemas 6 . 6 , páqirut frfH 
'• No 3 - No S. Sf 7. N 0 
9 - Si 1*. No 13. Sf 
15. / 



:l ' Sca ' e * nn vcctor fîjo quc no 
cs vector propio. Como la rnultr- 
plictdad gcomctnca dcl \alor pro- 
pío Â cs uno. \ no cs un múltiplo 
de v j, dondc v, cs un vcctor pro- 
pio. Entonccs \ y v,. son lincal- 
mentc indcpendicntes Sea vv 
l i v i ’ L :*• Suponga quc w 
( í-/./»\. Entonces.4\ - >.\ t)V , 

* c,x. Sea H I - ( i ; - ).)/ I)e 
manera quc H\ = c,»-,. Supongn 
que c. r 0. Entonccs /. + <_•, no cs 
un valor propio ya quc /. es cl 
únicu valor propio. Se ticnc dct fí 
- detj.l - 1 >. * c,)/] * o Entonccs 

fí " 1 CXÌStC. X -- c.B 'v, y / X = 

c,fl 'Xv, = >•// ' -| V| . t'ômo ,4 = fí 

lc. t / )/}"] V| f,\. -cfc.-i) 

H v r-C|V, -(- (c, - /. ìH lì\ 
r i v i * * t\ Por lo tanto. c,\, 

* 0 y ‘ I ~ i'; o porque v, v 

\ son linealmcnte mdcpendicntes. 
Esto contradice la suposición 
anterior de que c : « 0 así quc » = 

(.4 - }J)x = c,v,, Sca -\ v, : 

cntonces i f - /,/) V . - V| , 

6. Sca y e I donde v no cs uti 
\cctor propiode f; sc puedcctcgir 
> lincalmentc independientc dc v 

(vacs indcpendienie de \, | dcma- 

nera quc t = </,%. + fí.y no sea un 
vector propio. Fscrib.t z cumo z 
M->./iy Entonces ty -,y ./ (V . 

* cí :> Sca /)= ■)- { J ; * x)/ J C 
rnancra que L)y ( /,\ .. como ,4y 
- (/ /)y i/,y ~ ./,Vj. Supungaque 
‘ y : * 0; entonccs r/. < /. no cs u.i 
vnlor propio, 
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Es evidenie quc det D t 0. D' 1 
existc, y = d,D 'Vj, y Xy - 
i/ t /J 1 >. v,. Entonces >.v 2 v, - 
/<v 2 ; >.y = e/,D '<v, - 4v 2 > = 
v ■ À ■ f ■ 

{d. • >.)/. >.y = <//> ’% , í/,v : - 
í/|i/;D' l V ; - J,D >.V, - </, I) \ 

- dj} VlVj - í/,v- - d^ddf'v. = 
</,Z>' , Xv î - c/,< V, + í/,/> 'Vj) = 

>.y - í/,(/ * í/ 2 D 1 )v 2 . Asi. 0 
</,(/• </,/>"')v 2 . </, *■ 0, de otra 
mancra >. - </. seria un valor pro- 
pio v y un vector propio. Enton- 
ces í JJ)n ' - D)v. = /J0 = 0 
í/,V , +■ [.-t - (</, + >.)/]v, 0. 

</; v : * (/I - >./)V, - </,V, = 0. O 

(. I - >./)v, 0. contrario al rcsul- 
tado dcl inciso a). Por lo tanto, 

</ : 0 y (.1 - />.)> = </,v,. Sea y 
</|Vj; cnionccs (.-I - />, )v, = v,. 
c. Sca C = (v,. Vj, v.). donde v„ 
v,, v, son como ames. lincalmen- 
te independientcs, cntonccs C 
cxistc 

.-IC' = .-l(V|, v,. v,) = 

(/Iv,./lv,..-(%’,) O.v,. v, = 

>•> ;. v, f ÂVj); 


(./ — (v,. 


v : . V,) 


>. I 0 

0 >. I 


\Q 0 Xj 

(>.V|, V, + >.V,. V. + >.v,) = -(C: 
dc rnanera que./ = C~ l AC. 


21 . 


f 


0Ì 


c- 


o -I 




H 0 

'0 1 o' 

0 0 I 

|o 0 oj 



23. Si m = À, cntonccs A” = 0 por defini- 
ción de índice de nilputencia. Si 
ot ■> k. cntonces .l" = A" ~ ‘a‘ 

A m *0 = 0. 


27. 


29. 


>., 0 0 o' 

O 0 0 

0 0 X, 0 

0 0 0 X. 

V 
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X, I 0 o' 

0 X, 0 0 
0 0 X. 0 
0 0 0 X, 

r x, I 0 o' 

0 X, I 0 
0 0 X, 0 
0 0 0 X, 

X, 1 0 0 

0 X, 0 0 
0 0 Xj I 

0 0 0 X, 

v 

r X, I o 0' 

0 x, I 0 
0 0 x, I 
k 0 0 0 x, y 

Aqui. las X, no son neccsariamentc 
distintas. Ademàs. los blnques puc- 
den pcrmutarse en la diaeonal. 


3 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

" 

0 

3 

0 

0 

\ 

0 

0 

-4 

[3 

1 

0 

0 

0 

3 

0 

0 

0 

0 

3 

0 

0 

\ 

0 

0 

-4 

/ 

3 

1 

0 

o' 

0 

3 

1 

0 

0 

0 

3 

0 

1«. 

0 

0 

-4 


Lo bloqucs dc Jordan sc pueden per- 
mutar en la díagonal. 

4 0 0 0 (i 

0 4 0 0 0 

0 0 4 0 0 

0 0 0 -3 0 

,0 0 0 0 -3 

4 10 0 tl' 

0 4 0 0 0 

0 0 4 0 0 

0 0 0 -3 0 

.0 0 0 0 -3, 


RespueiUi 11 iv jtfobJi.'tnji imparts A-111 


4 

1 

(1 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

4 

0 

n 

0 

n 

-3 

.0 

<1 

0 

11 

í 4 

1 

0 

0 

11 

4 

1 

0 

n 

Û 

4 

0 

(i 

II 

0 

-3 

ii 

0 

0 

0 

í 4 

1 

0 

0 

0 

4 

0 

n 

n 

0 

4 

u 

U 

0 

0 

-3 

v0 

(1 

0 

0 

4 

0 

0 

u 

0 

4 

0 

(I 

0 

0 

4 

0 

U 

0 

0 

-3 

,0 

0 

0 

0 


-7 I »00 
0-7 I 0 0 

0 0-7 l 0 

0 0 0 -7 I 

l 0 Q 0 0 -7, 

-7 I 0 0 

0-7 » 0 

0 0-71 

0 -7 


n o 


0 0 0 0 


I 

- 3 ; 


-7 I 
0 -7 


0 0 

I 


0 

0 0-7 0 

0 0 0-7 


Los bloques de Jordan sc pucden pcr- 
rnatar cn la diagonal, 


-7 

0 

0 

0 

_ 0 

f _ 

-7 

0 

0 

0 

0 

-7 
0 
0 
0 
V u 

-7 

0 

0 

0 

0 


000 oì 

-7 0 0 0 

0 -7 0 0 

0 0-70 

0 0 0 -7 ; 

I 0 0 (ft 
-7 0 0 0 

0-700 
0 0 -7 0 

0 0 0 -7 

r 

1 0 0 ol 
-7100 
0-700 
0 0-70 

0 0 0 -7, 

1 0 0 oì 
-7100 
0-7 I 0 
0 0-7 0 
0 0 0 -7 


0 0 0 0 - 7 ; 

Los bloqucs de Jordan se pucden pcr- 
inular en la diagcmal. 

MATIA8 6.6 

L a. L>emucstre quc 
I,-l-2J>(col I) =0. 

(A - 2/Hcol 2) = ') y 
I I - */Mcol - 0 f*ara el mci.so 
Ivl utilicc las propicdadcs de se- 
niejamra pani conduir que î > / 
tienen los nusinos valores pmpios 
con las corrcspondientes multipli- 
cidadcs algcbraiea y gcomctrìca, 
Es sencillo dcieiminar los multi- 
plícidades algebraica y gcométri- 
ca para los valores propios de./. 
t. F’ara / 2. la columna I cs un 

vector propio y la columna 2 cs un 
vcctor propio gcnemli/ado: tíenc 
niulliplicidad algcbraica 2 y mul- 
tiplicidad ueornetrica I. Para 
f- 3. la columna 3 cs un vcctor 
propio y la columna 4 un vector 
propio gcnerali/ado: liene mulli 
plicidad algehraica 2y multiplici- 
dad geométrica I 

Problcmas 6.7, póg.na blt, 

I ifje**' - 2e’' :*• " 2r") 

‘ ^Se^-S^' 2e ' - Se 5 'J 


3 2 sen 1 4 cos / -scn / 

v 3 sen / -2 sen / + cos /! 
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A-112 CapluloG 


-7/ 

-7/ 

7/ 

1 + 7/J 

- 7/ 

7 ' ì 

-7/ 

1+7// 


'4e‘-3«r 5, + 6/c* î ' 

9. e" - e 1 ' + 2/e : ' 

-3e' 3e 5 ' - 4/« ,J ' 

-I2e' + 12c 5 ‘ - 6a ,: ‘ 6/e*' 

-Se' * ^e 5 ' - 2 te 11 2/e : ' 

V - 9e : ' + 4/e ! ' -4/«r' + r : ' 

if -e‘-le x ' -<*' + t’ 4, ì 
U. X(/) *3^_ 2e « + 2e 4 ' -2e‘ - e*' j 

.,,</) = ;K*|(0) +x^Ole' 

+ (2ì 1 (0)-*40))i ,4, | 

= i[(.r,(01 *-Jt2(0)) 

+ <lt,(0) -r.(0))e 1 ']c' 

Si 2r,(0) • »,(0). entonces la priinern 
población se extinguirá cuando r,(0) 
+ r^0) = [,r : (0) - 2r,(0>]c’'. o sca, 

| f .<, «!) + Jr.(0) 

' 3 ,l \.tj(Oï-2T,(0) J 

,, Í*>Y I f-30 

(r.J Ï0ÔÔ\ 30 - 30 \rJ' 

f.T,ì = j' 500 («"' ♦ e ûr ) \ 

\rj " 1500 x’3(e“'-e lV )J 

donde <t -0.03 * V0.0003 * 
-0.0127 y[) =-0.03- 
VÔ.INHI3 * -0.0473. 


o ìY*. 

-b -aAt: 



u>. + h de inancra que />(>.) = 
). 3 *• uk + h = 0. 

17. (1 + 5/K- •' 19. ît^ + 4?* v 

21. Porclproblema20. Ví = 0pam k> 3 


'.s* + 


i o oY 0/0 

0 I 0 + 0 0 / + 

1« 0 1 ) \o 0 oj 

'o 0 r-/ 2 ) (\ i / 5 / 2 ' 

0 0 0 = 0 1 / . 

k 0 o 0 \o 0 1 , 

'I I o' 

23. Dc 6.6.20, (*= I 2 I y 
1° 1 

-1 I o' 

0 1 I dcmaneraquc 

c 0 0 

e+' = Ce*f 1 


oY fi / /V2Y 10-' 

I e ' 0 I / 0 0 I 

«J (ù 0 I jl-1 I -1 


1 1 - / - t' 2 / + 0 /2 - 1- 2 

-2/ - r>2 1*2/ + rV2 -/ - 0 2 
-/ / I - / 


25. e xi 


fl 

/ 0 2 O b) 

P 

1 

/ 02 

0 

0 

1 / 

lo 

0 

0 1 , 

-4i 

/e- 4 ' 

(O zy o 

0 

f 4 ' 

/c - ** o 

0 

0 

e' 4 ’ 0 

0 

0 

0 e’ 


Entonco- / 1 Vjf - S 
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Problomas 6.8, página 626 

I. a. />().) - - 12-0: 

b. /H.4) = .1 î + .4- 12/ 

-fM 2 Ì 

\5 llj 

1 ) 

*(-?. -n) 

-C 3 

c - 1 ) 


« £ 


RpHMjoUis j Ii» pfoltieniji i A-113 


J. a. /j<>.) + 4>. ; - 3;. 

b. /?(.■!> = -. I 1 - 4.-I 2 - 3.4 

( 5 -9 4 

-9 18 -9 
4-9 5 


8 -12 4) 

-12 24 -12 

4 -12 8 


3 -3 
-3 6 -3 

0 -3 


(0 0 Oì 
0 0 0 
0 0 0 

c. A no existc. 


18 72 

108 162 
150 114 

36 -18 
72 -18 
18 90 

(9 0 O'l 
0 9 0 
0 0 9 


> 

\ 


0 0 0 ’ 

B 

0 0 0 


0 0 0 




541 

216 

252 

541 
108 
54 


-27 IX -9Ì 
-6 3 0 

19 -|| 6 


/rtX)»-).' * 3X* - 3>. + 1« 0 
p) i) = -A } * 3.4* - 3.4 + / 


I -3 3' 

3-8 6 

6 -15 10 



0 3 

-9 9 

-24 18 


3 0 
0 3 
-9 9 


♦ 


I 0 0' 
0 1 D 

o o i 


9. a. /*>.) = (£/ >.)• 

b. />(4) = «i/- I) 4 

0 -b 0 0Ì* 

0 0 -c 0 

0 0 0 -J 

0 0 0 0 



0 0 

0 O 1 




0 0 

0 0 




0 0 

0 0 




fi 0 

0 oj 



c. 


-Mr 

eha' 

-hcdia*' 

t' 1 “ 

0 

1 a 

—c/ii* 

cd'a 1 


0 

0 

l/ij 

-d‘a' 


0 

0 

0 



(0 (I 0 
0 0 0 
0 0 0 


II. i>.:<7> Re>.>H 


7 . 


c. .-í* 1 


3 -3 r 

I 0 (I 

0 I 0, 


a. pO.) = + 6).* + I8>. + 9 - 0 

b. p(A) - r . 6,i- • i«. i - *>/ 


63 54 108’ 

180 189 324 
168 204 315 
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A-114 Gipitulo t> 


13. |X| S 10.5 y -10.5 < Rc). < 5.75 Capítulo 6. Repaso, página 033 

I. 4.-2; 


y = tm : 



15. Como .-I cs simêlTÍca. los valores 
propios de .-I son realcs. Enlonces, 
por el leorcma de Gershgorin. 

1 Ke / 2 4 - (2 I -) =3. 

17. a. hU)= B n C 0 + /í|c t À + 

b. P(,ntí(/t) 3 M0o + M> K < C o~ 
C,.4) = /)(A^ s tí c i- , * fl i-' ,C <' v 

F(A) - B,,C 0 - B 0 C,A * H,C 0 . 1 
+ B,C|/1 J 

F(/í)=Pt.-ng(.4)s*y soiosi 
C\,A = /ÍC 0 (en cl lercer lérmino) 
y AC\Á * C, -l : en cl cuarlo tér- 
mino. 

19. dct .4=3t,> n - >>• Si det .1-0. en- 

tonccs >., = 0 para alguna i. Pcro 
[>., - o„! á r, de mancra que ( 0 - aj 
= \aj < r„ lo que cs imposiblc ya 
quc A es un detcrmmantc con diago- 
nal cstrictamcnic dominantc Por lo 
tanto, >. * 0 para /=1.2... . n y 
det .4 * 0. 


MATIAB 6.8 

l. Para cl problcma 1.4' 1 -^I+A). 

Para el problcma 13.-1' = -/- A - 

A'. 

3. Dcbe observarsc quc los astcriscos 
(•) blancos están dcutro de la unión 
dc los circulos. 



5. 


1.3.3 + V2 r. 3 <2 <; 




7. C- 



C~'AC = 



I) -| -/ -I 

9. C- I 1 11 

-11 1 , 

\ 
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•topueil.ii a ii iì p>. ûfcmai imjuici A*113 


-1 » 0 
r Mo (i i o 
.oo -t} 

11. Nn dîagon.ilizablc 

(I v'2 0 | <2 ) 

,3 * £?=| l aI o — i vT 

o i o 

Í4 


QHQ 


o o 
i) -3 n 
o o oj 


15. t 


I I I -I 
-I o o 0 
o i o n 

-I -1 -1 2 


C-‘.4C 


(-1 0 0 o'l 

0-1 0 0 
o 0 3 0 

o 0 0 3 


17. 


«/2 


8p*V2) S ( 3 'lî) 
x' 


r~ I: clipsc 


19. -ì— 


10 (VI3 + 3) IO (vTî 3) 
- I: ItipcrMn 


es cicrto para n = k. hnlnnces 2 i- 4 + 
*-?k - kik- I), Ahorn scdebe 
demostrar quc cs cierto para n A * I, 
cs decir, se dcbc dcmostrar que 2-4 
f 6 + * 23; * 2(k - I) |* - |) 

|i A -r 1) i 11. Sc sabc que 2 - 4 *■ 6 + 
+ 2í *2l)-A(t-l)+- 
2(A • li (hipótesisde inducción) 
tk + 2Xi t I) (A t | i[(A * l| • |J 

•3. Primero, t -.es cicrto pani n ) ? 

_ K3 1 + 1) , , 

~ ï • Si lo es Ahora su* 

pnngn quc es cicrto parn n~k. Entcm* 
ces 2 - 5 * 8 + • (3í - I) = 

*(3*+I) r , u 

*» ucoe deninstrarsc quc cs 

cierto parn n - k - I. cs decir. dcbe 
dcmostrarse que 

2**5 + 8> - (31 - l)+(3í + 2) 

-- <*-• Df3(A^ 1)^-1) 

2 

, (>*» \H3t~4) 

2 "" 

, 3 kr + 7 k+4 
n 


21. 4,t' : - 3r- 

i . 

Sc suma 3A + 2 a ambos lados dc la 

a c -(? 'í) 

ccuaciòn cn la h ijïôtcsis dc inducción 

> sc obtienc 

\) 

“"5*8- •* (3A - |) + (3A- * 2j 

l 0 -v 

_*(3<+!| .. . 

* •, -- (3/t • 2) 

25. V-2c-J 

*• 

l-e' + c ' 2c'-e-' J 

_ 3 Ir * k (vt + 4 
•> . 

27. t > ' I c,>s - sen 2/ -2sen 2r 

■ 

' vcn 2/ cos 2r + sen 2r J 

Mr + H + 4 

2 

29. |>. < 5 y -5 < R c ). S ^ 



Apéndict* 1, jMgina A-6 

J. Prtmero, ^cs cicrto para n I ? 2 ~ 

1(1 + I): sí lo es. Ahora suponga quc 
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5. ,,Es cicrto pam n = | ? Si. i jl - 

1 1 

2 7 1 Ahora suponca quc cs 

Ciertn para n k; es dccir, I f < | 

com 


A-116 Opiiul< i b 


Entonccs 




2Í~ k + f 


ya que 24 > 4 - I si 4 > !. 


7. ^,Es eicrto para n = I? Si. ya quc I + 
2 - 2* - 1. Ahora suponga quc es 
cicrto para n - 4; estos es. 1 + 2 - 4 
+ + 2' = 2* *' - I Dcbc dcmos- 

trarse que es cierto para n k - 1, o 
quc 1*2*4+ ■ ■ + 2‘ ♦ 2‘ • 1 = 
2* * 1 - 1. Sc suma 2* * 1 a ambos lados 
de la hípótesis dc induccion y sc ob- 


1+2+4+ 


. +• 2 * -+ 2*' 1 
= 2* * • - | +■ 2*' 
= 2 - 2* * 1 - I 
= 2*' 5 - 1 


9. ^Es cierto para »i ~ I? Si. ya quc 
1 + = 2 - ^7. Ahoni suponga quc cs 

cierto para n - k; cs decìr. 

2 4 2* 2' 

Se dcbc probar para n = k + I: esto cs, 

.,1 ì + . 1 I 

2 T ? 2* *' 


Sume-a ambos lados dc la 

2 '' ’ 

hipótcsis dc índucción para obtcncr 


ï+UX* I- 1 

2 4 2* 2*' 1 

,1.1 

= 2 —- •- 

2* 2 * * 1 

»2--2-+-L 

-»+ ' •»+ • i 
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II. ^Es cicrto para n = 1? Sí. I 1 

- --- * . Ahora suponga que es 

cierto para n - k : es dccir, 

P ‘2 , + 3 î + --- + /e 

k 2 jk « I) ; 

4 

Se tiene que demostrar para 
n = k + I; esto es. 

1 1 + 2’ + 3 1 + • • +4 î + (4+l) , 

(4 + l) : l(4 » I) - l| : 

4 

4 J + ft4'+ 134- + 124 + 4 
4 

Sume (Á + I ) 3 a ambos lados dc la 
hipótesis de inducciòn. 

I’*?* ••••+<? + (*+ I)* 

= ASL+i£ M * +l) , 

4 

k* + 24’ + 4 J „ ,, . . 

----- 4’ = 34- - 34 + I 

4 

k* + 24 1 + 4 : 44’+ 124-' +- 124+4 

4 4 

k* + >»4' - I34 : - 124 ■ 4 

t- —- 

4 

13. ^Es cierto para « 17 Si. I 2 

I (I +• I > <4 11 

— 5 ---. Suponga quc cs 

cicrto pan» n 4; es decir, 

I -2 +3 -4+- + (24 - l)(24l 


Ahora se prucba para n 4 - I. esto 
cs. 

I 2-3 4 +<24- l>(2*)~ 

(24- 1)124+ 2) 

( 4+ 1X4 + 21(44- )( 

3 

14’+ I54 3 + 174 +- ft 

C ' 

3 


Rc%puesr.i> d los probli'mas rttiparo A-11 7 


Sc suma |2<* * ll - I J[2<A -* I >] = 

12A -*■ I )<2X' ♦ 2) a ambos lados de la 
hipòtcsis dc induccion. Sc obtiene 


I 2 + 3 4 4 .-+(2*- 1)(2A) + 
(2*+ 1X2*+ 2) 

*(rl + I )(4* - I) 

*-3-‘ + (2 * + IM2*-2» 

4* 1 4- 3<r - * 

3 


• + 4 *’ + 6 * + 2 


*** ->-3*-- A I2* : 4 |8*-6 
3 3 

4^+ I5A : + 17* f 6 
3 


Algunos dc los cjcrcicios utilúan cl 
hcchodc qucsi un cntcro m cs divísor 
dc un cntcro a y cs divisor dc otro 
entero b. cntcvnccs a t h cs divisible 
entrc m. 


15. ^Es cierto para n = 1° Sí. ya que I J - 
I = 2 cs par Suponga quc *~ - * cs 
par. Ahora prucbc para * + I: cs dccir, 
sc ticnc quc demostrar que 
(* + 1 )r + (* + I) es par. Pcro 

(*+!)»+(*+ |) = *î^-2* + I +*+ | 
= <*+ + *»-+ (2Á + 2) 

Ahora 2 es divisor de A- + * por 
hipótcsis dc inducción Es evidcnic 
quc 2* cs divisible cntre 2 y quc 2 es 
divísible cntre 2 Por lo tanto. 2 cs 
divisor dc *= + * + 2* + 2. lo quc 
quicrc decir que cs par 


Ahora *(*- - 5) cs divisiblc cntrc 6 
por la hípótesis dc inducción; cs claro 
quc 3(A- + * l cs divisiblc enlrc 3 y cs 
par. por cl probtcma 15. cntonccs cs 
divisiblc entrc 6, y por supuesto 6 es 
divisible cntre 6. dc mancra quc 6 cs 
divisor dc la expresión dada. 


19. El problcina cs cierto si n I va quc 
r' - I es divisible cntre x - 1. Ahon» 
suponga quc I es divísihle entre 
x I Se tiene que demostrar quc 
ï 1 - I csdivisiblcentre.r- t. Aho- 
ra bicn, 

x i, '-l=A-l=r i r-r + r-l 
-r(r*- 1) +(r- I). 

El primcr término es divisiblc entrc 
r - I por la hipótcsis dc induccion. y 
el scgundo tcnnmo cn la suma cs 
divisìble por.v 1; cntonces r - 1 es 
divisor dc la cxprcsíón dada. 

21. Si n— 1, laAi' = a'A» = ab. de mancra 
quc es cicrto. Ahora supûngalo para 
" ” *: cs dccir, (rth)‘ Dehe 

dcmostrarse para * - I; cs decir. 

(abÝ ’ 1 = ir* • '/** • i Ahora bien. 

(a/*)**' • (ah)\ah) = a'Vah 
= c/at^h (ya que la 
muliiplicación cs 
conmutntiva) 

- rt' • «A* " 


17. ^Es cicrto para n I ? Si. porquc 
1(1* + 5) = 6 cs divisible entrc 6. 
Ahora suponga que cs cìerto para *, 
esto cs, que kitr + 5) cs divisible entrc 
6. Ahora sc dcbc probar que (* + I) 
[(A + I)- + 51 es divisiblc entrc 6. 

(*- l)[(A+ l)*+5J 
= (A + l))* 2 + 2A + 6) 

= (*+ IX* 3 + 5 + 2*+ I) 

- A(A-+ 5) - {lr + 5) 

+ í (2A + I) + (2A + I) 

^Ai^ + Sj + ^tAr + Al+ó 


23. Del tcorema 2.2.1. det .1 ,.4j = dct I, 
dct.-lj, asi quc el rcsultndn sc cumpte 
para n 2. Suponga quc sc cumple 
para n = A. Entonces. 

dety|,.4j • .4^.4,,, 
dct.4,.4j- '/Ijdet.^j., 
lusando el rcsultado paru n = 2) 
<dct.4,det |j det .4 ,1 dct .-1 t t , 
lusando cl resultado para n = A ) 

= det.4, dct .4» ■ dct.4, det.4 4 .,, 

que cs el rcsultado paru n = A - I 
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25. n = I; hay exactameute dos suhcon- 
juntos dc un con junto con un clcmen- 
to: cl conjunto mismo y el conjunto 
vacio. Ahora suponga quc hay cxac- 
tamente 2 1 subconjuntos de un con- 
junto con k clcmentos. Considcrc un 
conjunto .4 con k + I clemcntos. Eli- 
mine uno y llámclo n k , EI rcsto dc 
los clcmcntos forrna un conjunto con 
k dcmcntos. Estc conjunto tiene 2* 
subconjuntos. Agrcguc <i k , a cada 
uno de estos 2* subconjuntos para 
obtcner otros 2* subconjuntos. En 
otras palabras. .-I ticnc 2* subconjun- 
tos quc conticncn al elcmento a t ., y 
2* subconjuntos que no lo conticnen: 
esto hacc un total de 2 4 + 2* 2* * 1 

subconjuntos. 

27. No cs cierto para n 2. En este caso, 
i', y son ajcnos y, por lo tanto, no 
se puedc decir que /», h z . 

Apéndice 2, página A-17 

I. 9-7/ 3. 2 5. -27+5 i 

7. 

9. = 3> i 2p ,< * 4 ' 

11 . 

13. ■ 8e 

15. 2e l, '‘■ ,l 2c '' :,1| 

17. -2 19. -V2 '4- i(V2/4) 

21. -2x1 * 21 

23. -i-iv'Ji 

25. cos I + / scn I * 0.5403 + 0.8415/ 

27. 4-6/ 29.7/ 

31. Ze ' 1 * 1 ' 33. 

35. Si r 7, entonces u + /11 = a - /|J. o 
/'P = -íp. lo que es posiblc si y sólo si 
P = 0, dc mancra quc c cs real. Si r es 
real. entonccs ; = a =7. 

37. :: = (<x * /p)(o - /'Pl a 1 - <rp : l 
a : - p : = |rl 3 

39. F.l lugar gcornctrico dc los puntos en 
un circulo cn cl planc. complejo. cen- 
trado cn con radio a. Si 
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-íi - *o T /Vo. entonccs. cn ias cocrte- 
nadas x y y cstc cs cl ctrculo cmyx 
ecuacion cs (x - x 0 ) : + (y - y^ 1 = ? 

41. Supongaqueptrl r * ~ a r r* 

■ - a,; *■ « 0 0. Entonces 
=" + a « <?'' T + a,: + a^ = 6 = 

0 ? - ' + • • • + u,r ♦ a,■ 

quc las a, son rcalcs) = 7" - 
a„ ,7"-' • • • o,7 * a 0 -p( 7) = 0l 

Aqui. sc ha usado el hccho dc que 
pani cualquicr entcro k. F =?. Esto 
sc dcducc fácilmcntc si sc cscribc : 
cn la forma polnr. Si; = iv n \ cntonces 
r" = r 'e m ". F' = r”c '•*, 7 = w* y 

43. Como(cosO+ /'scn0) 1 = 

cos 1 tl - / sen 1 6. la fómiula dc 
DcMoiv rc sc cumplc para n = I. Su- 
ponga quc se cumple para n k; cs 
decir, (cos 0 - / sen Op - cos ÂO + / 
scn kfí. Entonccs (cos H + scn 0)‘ * 1 
(cos 0 - / scn 0)*(cos0 + / sen 0) 
(cos Jtfí i / sen kfí) x 
(cos 0 * / sen 0) = |cos kfí cos 0 - 
scn *0 scn 0] + /fscn 01 cos fl - 
cosAOsenO) cos(/W + 0)- 
/ sen (kfí + 0) = cos (k • 1 >n — 

/ scn (k - I K>. quc es la fómiula dc 
DcMoivrc para n-k- I 

Apéndice 3, |xígina A-26 

I. 0.33333333 * 10" 

3. -0J5 * 10 4 
5. 0.77777777 * 10° 

7. 0.77272727» 10' 

9. -0.18833333 » I0 : 

11. 0.23705963 x 10’ 

13. 0.83742 » 10 - 
15. e 0 = 0.1. c, 0.0002 
17. c, = 0.005. c, = 0.04 

19. Ej 0.00333 .... 
r.. 5=0.57143 » 10-’ 


Re>puc»u 5 a 1.problemai imparvv A-119 


21. c„ I. c, « 0 1419144 . 10 4 

2J. Existcn tres operaciones difcrentes: 
I) dív idir el renglón / entre a,- 2) 
multiplicar el renglón / por a ,.j > i y 
rcstarlo dcl renglòn /; 3) haccr una 
sustitución rcgrcsiva. La operación 

I) requicrc V k * - multipli- 

• • i “ 

caciones. I.a operación 2) rcquierc 


'Vk(k~ i)=V'u + ‘f k 

27. 

1,1 1*1 t •! 

(n - \)n(2n- 1) (n-l)n 

6 2 

29. 


La operación 3) rcquíerc n 1 tnul- 

tiplicacioncs La sumu es - r —[3n 
6 

+ w(2«- I) * 6| ^«-1X2^’ + 

O 

2n 6) - 7f2rr’ - 4n - 6) ~- + 

3 

2 

j/t - I multiplicaciones. L'n cálculo 

similar lleva al núinero de sumas 
dadascn la tabla A .l. 

7545 microscgundos = 7.545 
x 10 1 scgundos 

/r/í/rr multiplicacioncs y nufln - 1) 
sumas. 


- t» 1 ~ nì 
3 

multiplicaciones y sumas. I a opera- 
ción 3) rcquiere 


k - I 41 ~ I ) w _ n* - )i 

— 2 ~ 2 
i.i 


multiplicacioncs y sumas. Si se su- 
rnan cstas fraccíoncs se obtiencn los 
rcsultados descados. 


25. Existen trcs operaciones: I) dividir 
el renglón / entrc n,; 2) multiplicar 
cl rcnglon / por a^j > i y rcstarlo 
dcl renglón j; 3) guurdar los n clc- 
ntcnlos cn la diagonal y multiplicar- 
los al final Lu opcración I) 

rcquicre Yk = ■■ multipli- 

I • I 


caciones. La opcración 2) rcquierc 


• • i 

caciones. 


nin- I K2n I) .... 

--- - multipli- 


Apéndice 4, página A-34 

I. X| = 1.6, Jt» = -0.800002 (cl valor 
rcal cs -0.8), .r, = -3.7 

3. x, = -0.000001, x 2 = -2.61001, jr, = 
4.3. La soluciòn exacta cs (0. 
-2.61.4.3) 

5. a. con pivoteo: x, = 5.99, x- = -2. 
x, = 3.99 

b. sin pivoteo: x, 6. x ; = -2 y 
x, = 4 (Si. algunus vcces es mcjor 
scguir la trayectoria más scncilla. 
En cl prohlcma 6 el pivoteo da 
respuestus mucho más exactas.) 
I.os crrorcs relativos con pivotco 
son^ 0.0017.0,y-!- = 0.0025. 

7. Una solucion redondeada con 3 
viffas significativas esx, lOSOy 
x . -I(K)0, La soluciòn exacta es 
x,--liiL, 1204 yx, SStn 
-1154. Los errores rclativos son 
0.1279, 13% y 0.1334, 13% 
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DctormacHsiL", untîcltnaltu, 435 
l)cî,cimipo5Ìciùn dc un vcdur. 403 
Dcsígualdad dc Cauchy-Schvvar/ 248. 
44R 

Doijrualdad dcl tnanculu. 233. 260, 41)1). 
448 

Dcs|iia/amicnto. 4.36 
Itesviar, 30« 

rvtenttmuntcts), 104. 1721T 
brv:vc historia dc los. 2000 
dc una ttuitrí/ dc 2 • 2. 104. 172 
mtcrpreiacum ecomctnca dc. 180. 
18.3.265 

dc una matrí/ dc 3 « 3. 173 
de unu mairi/. dc ir • n. 176 
dc una matn/ inJmguLir. 178 
dc Vandennondc. 203 
pmpicdado dc lus. 187(1 
DctcrminJtntcs e rnvenas. 210ÍI 
I ti.igonal 

dc una míitn/. 08. 17? 
pnncipal, 08 

Dígitos significaiivos, A-19 
Digrâilca, 3.3(,. 3 (,‘j 
Duncttsión. 340 

Dirccciòn de un vccior. 220. 230. 253 
Diseo dc archtvos ni, A-35 
Distanciii de un punto n una rccta, 6' 
Distnbuctim de cjlor. 3(, 

Dtxlgson, Charles (1832-1808) [Lcvvis 
( amnll|, 210 
Dotmnio indirccto. 162 


4 . MI8 
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1-2 índue 


hcuuviún 

atncsiona de un pl.mu. 277 
dìfcrcncial murricial. 607 

rnmri/ ilc Miluunn principal. WW 
ccclorínl dc iina rvcia. 273 
Fcuacumc* 

difcrcncialcs. 95. (Ì06IT 
dc pnmer urdcn, 607 
dc segundo onien, ‘)5 
\ alor inici.il dc. 606 
cslnndur dc unn ctSnica. 5KS 
paramcuicas dc una rccla. 274 
simctricas ikr una iccia. ÍM 

F.igcncspacio o cspocio propio. 535 
I igcnvalor o \ alor propìo, 533 
mulliphcidad algchraica dcl. 537 
mulliplicidad pcomctrica dcl. 541 
Tigcnvccloro vecior propio, 533 
gcncrali/ado, 601, (»05 

Fjc 

j». 250 
V. 250 
250 

Fjcs principalcs. 588 
tcorcma, 588 

ricnicnlo i lco tumblén Componenlci 
dc un vcctor, 4t> 
dc una matri7, 48 
maxim.il. 453 

riiminaciOn dc tìauss-iordan. 9. 16 
modiiicaciòn dc. A-25 
Lliminaciùn gauvuana, 16. 139 
con pivolco complctn, \-V) 
con pivotcò parcial. A-28 
tiipsc. 588 
l lipsoidc. 5V2 
Fquilibrio. 616 
Frror 

ahsoluto. A-20 
acumuiado. A-20 
cuadrático mcdio, 145 
dc lircu. 445 
dc rcdorideo. \-20 
nuLximo. 445 
rclalivu. A-21 
Fscalar. 51 
tspacío 

dc las columnns dc uuu mairiz. 350 
dc los rcnglorvcs dc unu niûtri7.. 350 
de soluauncs. 342 
nulo dc una matri/. 343. 348 
propio. 535 


tspacio vcctnnal, 227. 29111 
aNÌomus dc, 292 
hascparu. 234. 337 
complcjo. 296 

cumplcmcnto ortogunal dc un. 331 
de dimcasiòn ccm. 340 
dc dimcnsion tinita, 340 
dc dimcnsiòn inlinítu, .340 
dimensión ilc, 340 
i.somctricamentc Uomorto. 524 
tsnmnrfo. 5M 
producto mtcmo, 439 
rcal. 292 

suhcspacio dc un. 299 
tnvial, 293 

I spacios vettonalcs isomoffos. 514 
isomtrtncamcntc 524 
Estabilidad (numenca), A-21 
tulcr. Leonhard (1707-178.3). 72. A-14 
E sp.itLsiun 

a lo largo del cjc x u dd cjc y. 495.496 
por cofactorcs, 176 
F.xponcnlc. A-l') 


Facton/aciòn I 11 dc una malri7.. 139fT. 
189 

Flujo dc Iráliui. .37 
Fonna 

cartcsiana dc un númeru complcjo. 
A-10 

cujilrálita mdelinida, 595 
cscalonado por rengloncs. 14 
cscalonada reducidu por rengloncs. 14 
matncial de un sistcmu de ccuacioncs, 
92 

polurdc un mimcro complejo. A-14 
fôrmula 

de l)e Moivre. A-16 
dc Fulcr. A-14 
Fimciòn s cctonaJ, 607 


tìauss, Korl iTÌedrich (1777-1855). 9, 23 
(scmbljnzn) 
tìeolugíu petrulcra. 4.35 
(iershgurin. S.. 623 

tìihhs. Jnsjah VVillurd (1839-1903). 268 
(scmbLui/u) 
tìirar. 390 
(irado ccro. 295 
tìrâtica. 58.157.554.563 
aristadcuna. 157 
concxa. 554 
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tìrálica {Continuni lón) 
dirigida. 157 

representaciòn malricial dc una. 157 
m'rmcro cromuiico dc una. 554 
vcrticcdc una. 157 

tìrain. Jdrgcn Pcdcrson. (1850-19)6). 395 


llamiltun. Sir VVilharrt l(ussun. 45. 51,54 
(scmblunza), 234. 261. 268.621 
Hiperliola. 588 
llipcr)dario. 345 
llipritcsis dc inducción. A-3 


Idcntíilad 
aditiva, 292 
rnalnz. 98 
operador. 468 
transtòmiaciòn. 468 
Igualdud dc Farscval. 409 
Imagcn 

de un vector, 481 
de una matnz. 349 
dc una transformaciòn line.il. 481 
Irietinar. 390 
Indicc 

dc (iold. 564 
de nilpotcricia. 88 
dc una sumuluna, 72 
Indiicciòn matemdtica. A-1 tl 
hisiuria Ue la. A-6 
Invcrso (a) 
adilivo. 292 
dc una malriz. 92. 99IT 

procedimtcnlo de cálculo dc lu. 103 
y dclerminuntcs, 214 
dc unu matri/elemental. 130 
trunsfnmiaciòn, 518 
Imección. 512 
Isomelria. 520,523 
Isomnrfîsmo. 514 

Jacobi. Carl (iusUv (1804-1851). 210 
Jonjan 

forma canòmca dc. 599 
maln/ dc. 597 
matri/ dc bloqucs de. 597 
Joniun. Cumille 1 1838-1922). 597 
Jondan. VVilhclm (1844-1899), 9 


Kelvin. Lord. 45 


M, c 1-3 


I apl.icc, Picms-Sìnuin i ,'iw 

Ixibni/ GolttrícJ VVilhcltn «If>«)-I7|<.) 
2n«í 

I cma dc /om, 455 
lcaoiief 

modelo Jc mMimo-productn dc, It, 

37, 108 
mutrírdc, ||)8 
Lcimticf SVassily. 10 
Le> 

imtiïimtírica. 452 
-Lsnct.itiva 

de l.i multipltcaddn dc matncc. t»8 
dc Ij multiplicación pot un csculnr. 
292 

Jc Iji muhj dc matnccv. 55 
dc lii sitma dc '.ectnrcj. 29? 
conmuUiiva 

dc la suitiJl dc mntrictt, 5.3 
de la suma dc \ cctores. 292 
dd pinducto CSciilar, t>3 
dc |o> coscmis. 223.242 
ilfithhiiiivu 

para cl producto cscalar. 63 
para cl prnducto vcctorial. 263 
para la tnultiplicacion dc matriccs. 
69 

para |a multíplicaciim por un 
escalar. 53 

para la suma dc vectorcs. 292 
tcflcviva. 451 
trunvittva. 452 
LincaJ 

tomhmacion. 69. 306, 434 
depaidencln. 318 

intcfptctacum gcomctnea dc la, en 
321 

tuncHMl. 472 

indcpcndcruua, 234. 318. 454 
operador, 467 

trunsfoniiacnVn (vva Tran.vthnnaurtn 
linc.il | 

I onp.Uul dc un vccloc, 229. 393 
'U 295 

Maclimrm, Lolm (1698-1746). 220 

Mognttud 

dc un númcru complejo. A-12 
dc un vcctor. 229. 252 
Mtincja dc calculadom, 28, 43, 59, 84. 

116, 426. 154. 184. 238,249, 
260.272. 363.4)0, 429. 449. 

549. 57.3 


Muntiso. A-19 

M vn V». itu e! Indicc de pmhlcmas, 
Ititoria y «plicactoocs dc Mmlab cti 
la papina xviii 
L’mi dc M\ri AU.A-.35fT 

Matriccs 

cnmpaliblcs haio la tmiliiplicaciou. t.4 
cqutv alcntcs por nrnjtloncv 107 
ipualcs. 49 
incumpatiblcs. 64 
fnultipllcaeìòn por im cscaliu. 51 
urtogonulmcmc icmcjantcs. 385 
produclo cslcrior dc. 88 
produclo dc. 64 
scmcjantcs. 5<»4. 565 
urtogonalmcntc, 583 
sumadc. 51 

y sivtcmav dcccuactoncs linoalcs. 9|fl 

Mntn?. 9. 48 

adjupailu dc imu. 211 
odjuntadc una. 211 
.intiMmclrica, 125.202 
mimcntoda. ]u 
ccm. 48 

col.ictiu dc uru, 175 
colunina de una. 48 
cottiponcnlc o clcmcnto dc una. 48 
con dl.igim.il cstnctamcntc dnmínantc. 

627 

cuialrada. 48 

de odyaccncta. 554 

dc banda. 36 

dc bloqucs. 88 

dc bluqucs dc Jcirdan. 597 

dc cocficicntcv 10 

dc contactu, 89 

dc contacto dirccto. 67 

dc conlacto mdirccto, 68 

dc mcidcncia. 158 

de Jordan, 597 

dc l.conticf. 108 

dc m - n, 40,48 

dc pcrmutacion, 144 

dc población, 9U 

dc probabllidjHl. 82 

dc rotiMJÌôti. 415 

dc solución prindpal, M)9 

dc Irjmsfoniiaciôn. 487 

tlc tnusicìAn, 89. 374,375 

dctennmantc dc una. 104, |?2tT 

http://harcoval.blogspot.com 


Motriz ( Coruinuactnn) 
diugomil. ||.| 
diagrmal de una. 98. 177 
diupnnal princrpal dc una. 98 
dingonaliaublc. 56o 
ortoeonalmcnic. 577 
**. 608 

ceuaciAn caractcnstica dc una. 535 
clcmcntal. |27fl 

invctsa dc tma. 130 
cspacio dc lav columnas dc un.i, 350 
cspacio dc los rcngtoncv dc una. 350 
cspacio nuln de uoa. 343. 34K 
espamo propui de una. 535 
fnnna cscaltmada pnr renglnnes dc 
una. 14 

tnmsa escalnnada rcducida pnr 
renglone» de una. 14 
hermttiana, 526. 580 
ìdcmpntentc. 203 
ulcntid.id, 98 
tmapcn de una. 349 
mversadc una, 92, 99. 214 
mveniblc. 99 
Lemel dc imu. 348 
mal condicionada. A-33 
mcnorde unji, 175 
nilpotemc. 88 
nn sinçular. 99 
nortua dc una, (.U8 
notaciAn dc cutdtcics para, 49 
nulidad dc una. 348 
—^ortivgimal. 127. 2()2.249. 399, 519 
oaogtmalmcnte diagonaJizablc. 577 
polinumìo caractcrisucu de una. 535 
rango de una, 350 
rcnglon dc Uim, 48 
vimiítnca. 123 

> tli:ignnali7ación ortirgon.il. 5760 
singuliir, 99 
tani.irto <!c una, 48 
lccnolôgica. IU8 

transpucsta con|tigada dc ttnu. 449. 

526. 580 

transfHicsia dc una. 122 
tra/a dc una, 448 
tnangular. 88. ||4. 132, |77 
triangular inferinr. 114. 132. 177 
tri.utgularsupcrior.H8. 114, 117, 132, 

177 

unitaria. 449, 527. 580 

b 


1-4 livdiu' 


Main/ (Coniinuaciófi) 
valnr propio de una, 533 
valuf \ vcctor propio ilc una. 531 
vcctorpropio dc una, 533 
v ector y v alor caractcristico dc una. 
534* 

Maurolicus, Fnmciscus (1494-1575>. A-6 
Mcuordc utta matri/. 175 
dc scgundo ordcn, 20<) 

Mimmos cuadrados. apruxintoción por, 
445 

Modelo 

compctítivo, 612 
presa-dcprcdador, 613, 614 
Multiplicaclòn 

de matrt/ por bloqucs, 70. XK 
ptir un cscalar 
dc matriccs, 52 
dc vcclorcs. 292 
Milltiplicidad 
alpcbraica. 537 
gcumítrica. 544 


Ncgativa 

defimda. 595 
scinidclinida. 595 
Nilpotcntc, matn/, 8S 
Nivcl 

dc dotos rcglonalcs. 43? 
dc dcsprendimicnlo, 435 
No singular. mairiz. 99 
Norma 

dc la mávíina suma por rengloncs de 
una matriz. 698 
dc un vcctor, 393.441 
dc una inatrìA 668 
Núclco 

dc una matn/, 348 
dc una translònnaciim lincal. 481 
cspacui nulo. 343, 348 
Nulidad 

dc una main/. 348 
dc una tnmstòrmaciòn Imcal. 482 
Númcro 

cromôtico. 554 

de dtgitos signiftcalivo». A-19 
imaginario, 583. A-12 
Numcro complejo, 47, A-9ÍÎ'. A-10 
argumcnto dc un. A-l2, A-13 
conjugado dc un, A-l 1 
forma cartcsiana dc un, A-10 
fcirma polar dc un. A-14 


Nûmcm complcjn {Cantìmiaciùn) 
imaginurio. 583. A-12 
magnitud dc un, A-12 
módulo dc un, A-12 
partc imagtnariu de un. A-10 
panc rcal dc un. A-IO 
Nuincros d»rcctore5, 255 

Octantcs. 252 
Operacinnes 

clcmentalcs con rcngloncs, 10 
hcredodas. 299 
(ipcrador 

difcteticial. 471 
'mtciçral. 471 
Ordettamicnio 
parcial. 451 
total. 452 
Origcn. 250 
Ortogonaltcsl 

hascs, cn I ' con cocficicntes cntcro» 
y nnrmas cnleras. 405 
complcmcnto. 331. 402, 444 
funciones. +11 

matn/. 127, 202.249. 399. 519 

plonos. 284 
proyecciòn, 404.444 
transfnrmaaon dc proyecciòtt, 470 
vectores. 80. 243. 257. 393. 441 
Ortogonaltncnle 

dtagonoli/able, matri/. 577 
scmcjantes, matriccs. 583 
Ortonormales. conjunto U< vcctores, 393. 
442 

infmito. 443 

/•. 307 
/’ '95 
/’JO. 11.302 

l’artc imoginaria dc un nûmero complcjo. 
A-10 

l’artc real dc un inuttero «omplcjo. A-10 
l'aralelcpipedo. 266 
Pascal. Blaisc (1623-1662). A-6 
Pcndicnte dc una recta. I 
no dcfimdu. I 
Pcrturbaciuncs. 120 

Pitágoras. tcorema gcncralÍMido dc, 409 
l’ivotc. 14. A-29 
columna. A-29 
Pivoteo 

complcto. A-30 
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Plano. 20. 276 

como dibujarlo. 277 

vomplcjo, A-ll 

ccuariòti cartcsiana de, 276 

rcprescmacton paraniítrica dc. 285 

iv. 277 

c.277 

tr. 277 

Planos 

ângulo cntrc. 285 
coortlcnados. 251. 277 
urtogonales. 284 
paralclos. 280 

Plicguc de fulla inclinada. 436 

PoliiHmuo dc t cgcndre normalizailo. 448 

Positiv a 

definida. 595 
scmidcfinida. 595 

Proccso dc ortononnalizaciòn de Gram- 
Schmidu 395 

Producto 

cruz.261 

magnitud dcl. 264 
dc motnccs, 64 
cscalar. 62, 63. 24(1 

notaciòn de la tr.mspucsta para el. 

124 

cxiertor dc matnccs. 88 
interao, 62.439 
cspacio con, 439 
punto, 62 

Propicdad .inticonmutativa dcl productu 
cni/, 263 
Propio 

subcspacio, 301 
vaior, 534 
vcctor. 534 

Pruvección dc un vcctnr 
en l : . 245 
cn I 258 
oflogonal. 400.4-44 
Punto 
flnlanic 

aritmctica dc. A-19 
ntimcro de. A-19 
inicial. 228 
tcraiínal. 228 
Puntos dispcrvis. 431 


D.47. W2 

I 5 .47. 291 



Ind'i i* 1-5 


t47.250.291 
uihcspacio», 342 

l*. 47. 293 
Rangn 

dc una matriz, 350 
Je una transfonnaciôn lincaJ, 4S2 
Rccta, I 

ccuaririn piiriunétrica de una, 274 
ccuacioncs simctricas dc una, 274 
ccuación vcctorial dc una. 273 
cn cl cspacin. 273ÍT 
pcndicnic dc tma. I 
Rcctas 

paralclas, 2 
pcrpendiculiires, 2 
Rcdondco, A-20 
crmr dc. A-20 
Rcduccion por rent-lnnes. 10 
notación paru la. 10 
Rcítcriones. 497 
dcmentalcs, 416 
Repla 

de l'iiimcr, 219 
dc la mano dcrcdia. 263 
Rclacion simhiólica, 612.61 î 
Rcnglrio dc una raairiz. 4X 
Rcprescniaciôn matnciai dc una 
troftiformacirin lincal. 485IT 
Rcprcsentacirin paramctnca dc un plano 
285 

Rntacnin 

matrizdc, 415 
transformariôn dc. 469 


SehmidL I rhardt <1876-19591, 3*15 
Sccciones crinicas, 588 
dcgeneradas. 590 

Scgmcnlois) de recta dirigidols). 227. 252 
equivalcntcs. 228. 252 
■Sc|tundo unJcn 

ccuucirin dilcrcncial dc. 95 
mcnot dc. 206 

Scki Kriwa (1(42-170X1.209 
Scmcjun/a 

iratisliirmacHin dc, 565 
Scries dc Fouricr. 443 
I (sigmal. 72 
Sigma. rniiaciôn con, 72 
Sijjno dc sumatoiia, 72 
Simctnca 
matri/. 123 
Sinjmlor. matn/. 99 


Sistcma dc coordcnadas rcctangularcs cn 
t J . 252 

Sistctna dc ccuacioncs 
consistcntc, 13 

diferenciales dc pnmer onlcn. 607 
cquívalentc, 4 
homogcnco, 39IÏ 
asociodo. 93 

cspacio de solucioncs dc un. 342 
solucirin ccro a uil 40 
solucirin trivial aun. 40 
solucioncs rw triv iales a utl, 40 
mconsisrente. 3,12.13 
Sistema 

dercchi», 250 
homogcneo asociodo. 93 
izquierdo, 250 

Sistcma(s) de ccuacioncs hncales. 2fT, 7ft' 
cimsistcnte, 13 
cn fomia matricial. 92 
equlvalentcs. 4 

espario de solucmncs para. 342 
homogénco. 39IT 
inconsisicntc. 3. 12. I.) 
numero intìmm de solucioncs. 3.11 
sducirin a. 2 
soluciôn riníca. 2.9 
Sobre, transformacuxi. 512 
Solución 

a un sLstema dc ccuaciones. 2 
no trivial. 40 
Suhcspacio. 299 
propio. 30| 

rcglas para veriftcar. 300 
trivial, 301 
Suhmatri/., 70 
Suma 

dc matnccs, 51 
dc vcctores. 292 
Supcrficics cuadràticas. 593 
Supcaycccirin. 512 
Sustitución 

hacia adchaite. 142 
rvprcMva 16, I42.A-30 
Sjlvcstcr. Jitmcs Joscph|IXI I |X9?), )X. 

209 

fjinatio tJc una mnlríz. 48 

lasa rclatmi de creclraiemo, <>07 

I eorcma dc aproximacirin dc la nomm. 

405. 445 
Tcorcma 

dc Cuylcy-Homllton. 621 
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fcoiema (CantimuH iòn) 

dc Pitagortts gencrali/ado. 4119 
dc proycccirin. 403. 144 
de rcsumcn, 5. 111. 132. 216. 325. 
360.515.546 

dcl círculo dc (jenhgorin. 623 
lundumcntal dcl âlgchra. 535 
I eitria dc gráficas. 156ff. 554. 56.3 
Tenia ortfenada. 250 
Tran.sformacirin 
ccro, 468 

dc pniycccirin ottngonal, 470 
dc rctlcMrin 165. 468, 497 
dc notucirin, 469 
dc scmejan/j. 565 
idcntidad. 468 
invcrs,a. 518 
matriz de. 487 
fraasformacirin lincal. 467 
ccro, 468 
idcntidad. 468 
imagcn dc úna. 481 
mvcrsa. 518 
miclcode una, 481 
nulidad dc una, 4X2 
propicdadcs de unu. 47811 
r.uigo dc uno, 482 

rcprescntauoo ttuitricial dc una. 485ff 
«thre.512 
unoauno, 512 
IranspucMj 

vonjugada dc una matn/. 449. 526. 
580 

dc una tnainz. 122 
upcrador. 471 
Traycetoria. 160 

rcdundanic. 160.161 
I raza dc una mutri/. 448 
I nangulor infcnor 
matriz.114. 132 177 
Tnangular supcrior 

malnz. 8X. 114. 117. 132. 177 
Triple producto 
cruz. 271 
escalar, 263 

inlerprctaciôo gcomctncj dcl, 266 

Trivial 

cspacto vectnrìal, 293 
solucton. 40 
subcspacio, 301 
Truttcado. A-20 

I ’nidad imagituna. A-12 


z/ z/ 


I 1-6 ind<c« 


\ 


N 

V 

V 

V 

V 


\ 




Uniliirio(a) 

malr<7. 449. 527, 589 
vecinr. 234.253 
1 'nu a uno. tranilonnacioii- 512 


Viilor ìnicittl, 1416 
\alor propio. 53? 

rmiltipliciJod .tlgcbraUa 4cl. 53 - 
multtpliculad gcoraétrica 4cl. 544 
VnndcTmondc. A I (1735-17%). 203 
VVxlor 45. 4tt. î?’’lf 
curuftcristico, 534 
ìcto. 46. 229 
cxitumna. 46 

citrnpoticnto dc im, 46. 229. 245. -58 
dc mnterias primi». 44 46 < 

Jc prccio*. 62 

iic produtvidn, 467 

Jcfinicton algchraita Jc. 229. 252 

Jcfïmudn peometrtca Jc. 228. -52 

dcmanda. 62 

dlreceióndc un. 229,231), 25? 
cletncnti» dc un 229 
longitud dc un. 22‘1. 393 
magnitud de un. 229 252 


Ycctor (( 'unttmutíian ) 

mtlltiplicacion por un csc.tl.tr, 292 

«•\eCtoT. 45. 46 

uonna dc. 393.441 

nomtal. 26.3. 276 

propio. 533 

ueneralirado, 60), 605 
pruycectòn Jc un. 245. 2?8 
puntn inictal de vtn, 228 
punto lerminal dc utt. 228 
rcnploit. 45. 46 

rcprcventacion dc un, 227, 252 
unítano. 234, 25? 

Vcctor propto. 53.3 

t’cneraluadn. 601,605 

Vcctorcs. 45tr. 29211 
anpulo cntn: dos 241 
comhtnucirtn lincal dc. 69. jtHt 
conjunlo pcnerado ptir. 307 
cophinanrs. 285 
eti cl cspauo. 25lltr. 252 
cn el plano 227(T 
iincalmcntc <lcpcndicnti». 318 
lincaimcnle indcpcndicntes, 234 '18 
mulliplicaeion pttr un cscalar dc. 292 
■tnoftonales, 80, 243,257. 393.441 


VccUiro {CiìtuimuMánì 
ortonormalo. 393. 442 
poraldot. 243. 2Î 7 
pcrpcndicUlurcv 243.25 ■ 
prnduclo cni/ dc. 261 
producto escoinr dc. 62. o.?. 240 
producto punto de. 62.63.240 
prnduclo vcuon.il dc. 261 
tuma de. 292 

uiptc produci(< cncalui dc. 26? 
tnple pmducto cruz dc. 271 
VccUtrev dc la tu?c 
cnl 234 
e« t \ 256 

Vcfticc dc itrta (trdfica. 15* 

Vértiect adyaccntev 554 
Votumcjt pencradu por in> v ccnnes. 

NVhitchead. Alfrvd Ntirlh. A-9 
Wron.\ki. I VI II 11 '8*!855i. ?.* I 
VVrtntìliiuno. 331 

/<>m MBX A (1906*1993). 4?5 
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